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Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè ÷èñëà

êëàññîâ ïðèìèòèâíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ

êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Γ0(N) ïî óðîâíþ N

Ïîñâÿùàåòñÿ Í.Â. Êóçíåöîâó â ñâÿçè ñ 70-ëåòèåì

Ïîëó÷åíû àðèôìåòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôîðìóëû ñëåäà Ñåëüáåðãà è äçåòà-ôóíêöèè

Ñåëüáåðãà äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Γ0(N), ÿâíîå âûðàæåíèå ÷èñåë êëàññîâ ïðèìèòèâ-

íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû óðîâíÿ N ÷åðåç ÷èñëà êëàññîâ

ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû óðîâíÿ N1 = N/pi, (N,N1) = 1 è òî÷íàÿ

îöåíêà ñâåðõó ÷èñåë êëàññîâ ïî óðîâíþ N .

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíãðóýíö-ïîäãðóïïà ìîäóëÿðíîé ãðóïïû, êëàññû ïðèìèòèâíûõ ãè-

ïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, óðàâíåíèå Ïåëëÿ, ôîðìóëà ñëåäà Ñåëüáåðãà.

1. Îáîçíà÷åíèÿ è ôîðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòîâ

Ýòà ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ïðîäîëæåíèåì ðàáîòû àâòîðîâ [1]. Â [1] âû-
âîä ôîðìóëû ÷èñëà êëàññîâ ïðèìèòèâíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ñ ôèêñèðîâàííîé
íîðìîé äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Γ0(N) îñíîâàí íà ïåðåõîäå îò óðîâíÿ N ê óðîâíþ
N1 = N/pα, p - N1, ïîýòîìó ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ÷èñëî êëàññîâ äëÿ ïîäãðóïïû Γ0(N)
ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç ÷èñëà êëàññîâ äëÿ ïîäãðóïïû Γ0(N1). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòè
ñîîòíîøåíèÿ óñòàíîâëåíû. Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû âåñüìà ñëîæíû, îäíàêî â ñëó÷àå, êîãäà
âñå êëàññû ñ ôèêñèðîâàííîé íîðìîé ïðèìèòèâíû, à èìåííî òàêèå íîðìû ñîñòàâëÿþò ïîäàâ-
ëÿþùåå áîëüøèíñòâî íîðì, ÷èñëî êëàññîâ äëÿ ïîäãðóïïû óðîâíÿ N âûðàæàåòñÿ ëèíåéíî
÷åðåç ÷èñëî êëàññîâ ñ òîé æå íîðìîé äëÿ ïîäãðóïïû óðîâíÿ N1. Îäíîâðåìåííî ñ ôóíê-
öèåé ÷èñëà êëàññîâ ìû ðàññìàòðèâàåì àðèôìåòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ åñòåñòâåííûì
îáðàçîì âîçíèêàåò â ôîðìóëå ñëåäà Ñåëüáåðãà è â ôîðìóëå ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé
äçåòà-ôóíêöèè Ñåëüáåðãà.

Äëÿ ôóêñîâîé ãðóïïû Γ ïåðâîãî ðîäà ôîðìóëà ñëåäà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ñëåäóþùåì

⋆ Õàáàðîâñêîå îòäåëåíèå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Äàëüíåâîñòî÷íîãî Îòäåëåíèÿ

ÐÀÍ, 680000, Õàáàðîâñê, óë. Äçåðæèíñêîãî, 54. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: gsm@iam.khv.ru
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âèäå:

∞∑
j=0

h(κj) + {âêëàä íåïðåðûâíîãî ñïåêòðà} = {âêëàä íåãèïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ}

+
∑
{P}

∞∑
k=1

logN(P )

N(P )k/2 −N(P )−k/2
g(k logN(P )), (1.1)

à ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ïðîèçâîäíàÿ äçåòà-ôóíêöèè Ñåëüáåðãà èìååò âèä

Z ′

Z
(s) =

∑
{P}

∞∑
k=1

logN(P )

N(P )k/2 −N(P )−k/2
N(P )−(s−1/2)k, (1.2)

ãäå κj =
√

λj − 1/4 , λj � òî÷êà äèñêðåòíîãî ñïåêòðà îïåðàòîðà Ëàïëàñà �Áåëüòðàìè ãðóï-
ïû Γ, g � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè h, {P} � êëàññ ïðèìèòèâíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ,N(P ) ≡ ((|trP |+

√
(trP )2 − 4)/2)2 � íîðìà ãèïåðáîëè÷åñêîãî ýëåìåíòà

P (è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó êëàññà). Îòìåòèì, ÷òî Nk(P ) = N(P k), ïîýòîìó ñóììèðîâàíèå
ïî êëàññàì ïðèìèòèâíûõ ýëåìåíòîâ è íàòóðàëüíîìó ðÿäó â (1.1) è (1.2) ìîæíî çàìåíèòü
ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì êëàññàì, ïðè ýòîì ëîãàðèôì ñëåäóåò áðàòü îò íîðìû ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ïðèìèòèâíîãî êëàññà. Ââåäåíèå íîâîãî îáúåêòà ν(N) � ÷èñëà êëàññîâ ïðèìèòèâíûõ
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ ñ ôèêñèðîâàííîé íîðìîé N � ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçî-
âàòü äâîéíûå ðÿäû â ôîðìóëàõ (1.1) è (1.2) â ðÿäû ïî íîðìàì. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ
íîðìó N. Íîðìû ïðîáåãàþò äèñêðåòíîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, è êàæäàÿ íîðìà ïðåäñòàâèìà
åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå N = Nm

0 , ãäå m � íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî è N0 �
íîðìà íåêîòîðîãî ïðèìèòèâíîãî êëàññà. Òîãäà N = (Nk

0)
m/k äëÿ ëþáîãî k | m, è äðóãèõ

ïðåäñòàâëåíèé íåò. Âñÿêèé íåïðèìèòèâíûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ íåêîòîðîãî ïðèìèòèâ-
íîãî, ïîýòîìó íåïðèìèòèâíûé êëàññ {γ} ñ íîðìîé N åñòü ñòåïåíü {P}m/k ïðèìèòèâíîãî
êëàññà ñ íîðìîé Nk

0 = Nk/m. ßñíî, ÷òî ÷èñëî íåïðèìèòèâíûõ êëàññîâ ñ íîðìîé N, ÿâëÿþ-
ùèõñÿ ñòåïåíÿìè ñ ïîêàçàòåëåì m/k, ðàâíî ν(Nk/m), ïîýòîìó, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî
logNk/m = k/m logN, ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå∑

{P}

∞∑
k=1

logN(P )

N(P )k/2 −N(P )−k/2
g(k logN(P )) = 2

∑
N

B(N)g(logN) è
Z ′

Z
(s) = 2

∑
N

B(N)

Ns−1/2
,

ãäå

B(N) =
logN1/2

N1/2 −N−1/2

∑
k|m

k

m
ν
(
N

k
m

)
è ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì íîðìàì ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû.

Ôîðìóëà ñëåäà Ñåëüáåðãà â ñïåêòðàëüíîé òåîðèè àâòîìîðôíûõ ôîðì äàåò ÿâíîå âûðà-
æåíèå ñëåäà îïåðàòîðà Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè ÷åðåç ñïåêòð ñîîòâåòñòâóþùåé äèñêðåòíîé
ïîäãðóïïû Γ. Òàê êàê ÷èñëî êëàññîâ ýëëèïòè÷åñêèõ è ïàðàáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ïîäãðóïïû
Γ êîíå÷íî, òî äèñêðåòíûé ñïåêòð îïåðàòîðà Ëàïëàñà � Áåëüòðàìè ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ
êîýôôèöèåíòàìè B(N)(óñòðåìëÿÿ h(r) ê ôóíêöèè h(r0) ñ íîñèòåëåì â òî÷êå r0, ïîëó÷àåì
çíà÷åíèå h(r0) êàê ïðåäåë ðÿäà 2

∑
NB(N)g(logN) ïðè h(r) → h(r0)). Âïåðâûå B(N) äëÿ

ñëó÷àÿ ìîäóëÿðíîé ãðóïïû, â êîòîðîé ýòè êîýôôèöèåíòû îïðåäåëÿëèñü êàê âû÷åòû ñïå-
öèàëüíûõ ðÿäîâ Äèðèõëå,èçó÷àëèñü â ðàáîòå Í.Â. Êóçíåöîâà [2]. Â ñâÿçè ñ ïðîáëåìàòèêîé
êâàíòîâîãî õàîñà â [3] èçó÷àëàñü êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ B(N+ l)B(N) äëÿ ìîäóëÿðíîé
ãðóïïû, â [4] âû÷èñëåíî ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòîâ B(N) äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïï ìîäó-
ëÿðíîé ãðóïïû. Äëÿ ëþáîé ôóêñîâîé ãðóïïû ïåðâîãî ðîäà ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòèêà∑

N≤X

B(N) =
√
X +

∑
0<κj<1/2

Xκj

2κj
+O(X1/4). (1.3)
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Ýòà àñèìïòîòèêà ïîëó÷àåòñÿ ÷àñòíûì ñóììèðîâàíèåì èç èçâåñòíîé àñèìïòîòè÷åñêîé ôîð-
ìóëû, ïîëó÷åííîé åù¼ Ñåëüáåðãîì:

Ψ(X) = X +
∑

0<κj<1/2

X1/2+κj

1/2 + κj
+O(X3/4), (1.4)

ãäå

Ψ(X) =
∑

{P},N(P )≤X

ln(N(P )) ≡
∑
N≤X

ln(N)
∑
k|m

k

m
ν
(
N

k
m

)
.

Äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Γ0(N) êîýôôèöèåíòû B(N) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â àðèô-
ìåòè÷åñêîé ôîðìå. Â ýòîì ñëó÷àå íîðìà N = ((L +

√
L2 − 4 )/2)2, ãäå L ≥ 3 � öåëîå ;

ν (L,N) � ÷èñëî êëàññîâ ïðèìèòèâíûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ0(N) ñ íîðìîé
((L+

√
L2 − 4 )/2)2; D � ôóíäàìåíòàëüíûé äèñêðèìèíàíò, êîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-

åòñÿ èç óñëîâèÿ
L2 − 4 = Q2D; (1.5)

(T1, U1) � ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ t2 − Du2 = 4, à ïàðà (Tk, Uk) è
íàòóðàëüíîå m îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

Tk +
√
DUk

2
=

(
T1 +

√
DU1

2

)k

,
L+

√
DQ

2
=

(
T1 +

√
DU1

2

)m

. (1.6)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Γ0(N)

B(L,N) =
log((L+

√
L2 − 4)/2)√

L2 − 4

∑
k|m

k

m
ν(Tk, N). (1.7)

Â ðàçäåëå 2 íàñòîÿùåé ðàáîòû ïðèâåäåíî àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå (2.38) äëÿ B(L,N). Â
ðàáîòàõ [5], [6] òàêæå ïîëó÷åíî àðèôìåòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîä-
íîé äçåòà-ôóíêöèè Ñåëüáåðãà äëÿ êâàòåðíèîííûõ ïîäãðóïï SL2(R) è êîíãðóýíö-ïîäãðóïï
ìîäóëÿðíîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâåííî, îäíàêî ýòî ïðåäñòàâëåíèå ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò
ïðåäñòàâëåííîãî â íàøåé ðàáîòå.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû. Äàëåå âñþäó p îáîçíà-
÷àåò ïðîñòîå ÷èñëî. Êðîìå òîãî, çàôèêñèðóåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

s � êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé p âõîäèò â ðàçëîæåíèå N ;

α � êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé p âõîäèò â ðàçëîæåíèå Q; (1.8)

N1 = N/ps; N =

ω(N)∏
i=1

psii ; Q = Q1

ω(N)∏
i=1

pαi
i , ãäå (Q1, N) = 1 è

ω(N) � ÷èñëî ïðîñòûõ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå ÷èñëà N .
Â ðàçäåëå 2 ïîëó÷åíû ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ν(L,N) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

ν(Tm
k
, N1), à òàêæå ôîðìóëà, âûðàæàþùàÿ B(L,N) ÷åðåç B(L,N1). Íàì ïðåäñòàâëÿåòñÿ,

÷òî ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, è ïîýòîìó ìû ôîðìóëèðóåì åå êàê
òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî L ≥ 3

B(L,N) = δ(p, s, α)B(L,N1),
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è åñëè (L,Q) ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ t2 −Du2 = 4, òî

ν(L,N) = δ(p, s, α)ν(L,N1),

ãäå

a) åñëè
(
D
p

)
= 1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 1 (mod 8) ïðè p = 2, òî

δ(p, s, α) =

2pα, åñëè 2α < s;

p[s/2] + p[(s−1)/2], åñëè 2α ≥ s;

b) åñëè
(
D
p

)
= −1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 5 (mod 8) ïðè p = 2, òî

δ(p, s, α) =


0, åñëè 2α < s;(
p[s/2] + p[(s−1)/2]

) pα+1 + pα −
(
p[(s+1)/2] + p[s/2]

)
pα+1 + pα − 2

, åñëè 2α ≥ s;

c) åñëè p | D, òî

δ(p, s, α) =


0, åñëè 2α < s− 1;(
p[s/2] + p[(s−1)/2]

) 2pα+1 −
(
p[(s+1)/2] + p[s/2]

)
2pα+1 − 2

, åñëè 2α ≥ s− 1.

Ç à ì å ÷ à í è å. Ïåðåõîä îò ãðóïïû Γ0(N) ê ãðóïïå Γ0(N1) âûðàæàåòñÿ â ïðåîáðàçîâàíèè
B(L,N) = δ(p, s, α)B(L,N1), ïîýòîìó áîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå B(L, 1) ìîæåò ïîìî÷ü
â ðåøåíèè ïðîáëåìû èñêëþ÷èòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïï (ãè-
ïîòåçà Ñåëüáåðãà).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü (N1, N2) = 1, òîãäà

B(L,N1N2) =
B(L,N1)B(L,N2)

B(L, 1)
.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü N èìååò êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (1.8), òîãäà

B(L,N) ≤ A(N)B(L, 1),

ãäå

A(N) =

ω(N)∏
i=1

(p
[si/2]
i + p

[(si−1)/2]
i ). (1.9)

Â ðàçäåëå 3 íàñòîÿùåé ðàáîòû íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 2 ïîëó÷åíà îöåíêà îòíî-
øåíèÿ ν(L,N)/ν(L, 1).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü N èìååò êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (1.8), òîãäà

ν(L,N)

ν(L, 1)
≤

ω(N)∏
i=1

(p
[si/2]
i + p

[(si−1)/2]
i + 2),

ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ íà áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ïàð (L,N).
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Õîòÿ îöåíêà òåîðåìû 2 òî÷íà, â ñëó÷àå, êîãäà N áåñêâàäðàòíî, ìîæíî ïîëó÷èòü ëó÷øóþ
îöåíêó.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü N áåñêâàäðàòíî, òîãäà

ν(L,N) ≤ 2ω(N)ν(L, 1).

Â ðàçäåëå 4 íàìè ïîëó÷åíî óòî÷íåíèå àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåëè÷èíû B(L,N) äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Γ0(N) è ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïðîâåðêå ãèïîòåòè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé ïîäòâåðæäàþò ýòó ãèïîòåçó.

Òåîðåìà 4. Äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïïû Γ0(N) ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû B(L,N):

∑
L≤X

B(L,N) = X +
∑

0<κj<1/2

X2κj

2κj
+O(A(N)X2/5+ε). (1.10)

2. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè êëàññîâ ãðóïï Γ0(N) è Γ0(N1).

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü B(L,N) êàê ôóíêöèè N

Äëÿ êðàòêîñòè ââåäåì ðÿä îáîçíà÷åíèé:

f(q,N) = 2
ω
(

N
(q2D,N)

) ω(N)∏
i=1

(
p
[min(2αi,si)/2]
i +∆(pi, si, αi)p

[(min(2αi,si)−1)/2]
i

)
, (2.1)

ãäå

q = q1

ω(N)∏
i=1

pαi
i , (q1, N) = 1 (2.2)

è

∆(p, s, α) =



0, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

α = 0;

2α = s,
(
D
p

)
= −1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 5 (mod 8) ïðè p = 2;

2α = s− 1, p | D;

2, åñëè 2α = s,
(
D
p

)
= 1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 1 (mod 8) ïðè p = 2;

−p, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

2α < s,
(
D
p

)
= −1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 5 (mod 8) ïðè p = 2;

2α < s− 1, p | D;

1, â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Mk = {q | Uk : q - Ul, l | k, l ̸= k}, Mk,p = {q ∈ Mk : p - q}. (2.3)

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ
ν(L,N) =

∑
q∈Mm

f(q,N)h(q2D), (2.4)
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ãäå m îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ (1.6) è h(d) îáîçíà÷àåò ÷èñëî êëàññîâ áèíàðíûõ êâàäðàòè÷-
íûõ ôîðì äèñêðèìèíàíòà d. Ôîðìóëà (2.4) îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâåäåííîé â [1] îòñóòñòâèåì
äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿX2 ≡ q2D (mod 4N) . Ýòî óñëîâèå íåÿâíûì îáðàçîì óäîâëåòâîðÿ-
åòñÿ äîîïðåäåëåíèåì âåëè÷èíû ∆(p, s, α). Êðîìå òîãî, íàì ïîíàäîáèòñÿ, êàê âñïîìîãàòåëü-
íûé îáúåêò, ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

νp(Tk, N) =
∑

q∈Mk,p

f(q,N)h(q2D). (2.5)

Â äàëüíåéøåì ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ìíîæåñòâ Mk.
Ïðåäëîæåíèå 2.1. Ïóñòü q ∈ Mk. Òîãäà q | Ul ⇔ k | l.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè k | l, òî q | Ul. Íàîáîðîò, ïóñòü q | Ul è

k - l. Âûáåðåì íàèìåíüøåå l ñ òàêèì ñâîéñòâîì. Â ðàáîòå [1] (§2, äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
2) ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äåëèòåëåé ÷èñëà Ukl ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâà Mi, ãäå i
ïðîáåãàåò âñå äåëèòåëè ÷èñëà kl. Ïî óñëîâèþ q ∈ Mk, à � â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè l � q ∈ Ml.
Òîãäà íåîáõîäèìî k = l, íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê k - l.

Âêðàòöå ñîäåðæàíèå ýòîãî ðàçäåëà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåæäå âñåãî ïîëó÷àåì ðàç-
áèåíèå ìíîæåñòâà Mm â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ piMk è piMk,p, ãäå k | m. Íà âòîðîì
øàãå, èñïîëüçóÿ ýòî ðàçáèåíèå, ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ ν(L,N) â âèäå ëèíåéíîé êîìáè-
íàöèè ν(Tk, N1) è νp(Tk′ , N1), ãäå k è k′ ïðîáåãàþò íåêîòîðûå äåëèòåëè m. Íà òðåòüåì øàãå
âíîâü èñïîëüçóåì ðàçáèåíèå Mm è ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, â êîòîðûå âõî-
äÿò ëèíåéíûì îáðàçîì ν(Tk, N1) è νp(Tk′ , N1). Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ïîëó÷àåì νp(Tk′ , N1) â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ν(Tk, N1). È íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ νp(Tk′ , N1) â
ôîðìóëó äëÿ ν(L,N), ïîëó÷àåì ν(L,N) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ν(Tk, N1), ãäå k | m.
Ïàðàëëåëüíî ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ B(L,N), èç êîòîðîé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîñòü B(L,N) ïî N .

Ââåäåì äâà ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùèå ôóíäàìåíòàëüíûé äèñêðèìèíàíò D:

m0 � íàèìåíüøåå öåëîå òàêîå, ÷òî p | Um0 ;

α0 � êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé p âõîäèò â Um0 . (2.6)

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî � èç ñâîéñòâ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ � òàêîå m0 âñåãäà ñó-
ùåñòâóåò. Ââåäåíèå ýòèõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëÿåò ïîëíîñòüþ îïèñàòü ñòðóêòóðó ïîêàçàòåëÿ
ñòåïåíè m ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.2.

1. Ïóñòü p - D, òîãäà

åñëè p = 2 è D ≡ 1 (mod 8), òî m0 = 1;
åñëè p = 2 è D ≡ 5 (mod 8), òî m0 = 1, 3;
åñëè m0 | m, òî m = pα−α0m0m1 è p - m0m1.

2. Ïóñòü p | D, òîãäà

m0 = 1, p;
åñëè m0 | m, òî m = pα−α0m0m1 è p - m1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ Uk1k2 â ñèëó (1.6) ïîëó÷àåì

2k2−1Uk1k2 =

k2∑
i≡1 (mod 2)

Ci
k2T

k2−i
k1

U i
k1D

(i−1)/2. (2.7)

Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé: p - D.
Ïóñòü p = 2 è D ≡ 1 (mod 8). Òîãäà, åñëè ïàðà (T1, U1) íå÷åòíà, òî T 2

1 −DU2
1 ≡ 0 (mod 8),

çíà÷èò, ïàðà (T1, U1) íåîáõîäèìî ÷åòíà èm0 = 1. Ïóñòü p = 2, D ≡ 5 (mod 8) è ïàðà (T1, U1)
íå÷åòíà. Ñîãëàñíî (2.7) U2 = T1U1 è U3 = U1(T

2
1 − 1), ñëåäîâàòåëüíî, m0 = 3. Ïóñòü p ̸= 2,
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è äîïóñòèì, ÷òî p | m0, òîãäà p - Um0
p
. Ïîëàãàÿ â (2.7) k1 = m0/p è k2 = p, ïîëó÷àåì,

÷òî p - Up
m0
p

D(p−1)/2 è p | Ci
p ïðè i < p, çíà÷èò, p - Um0 , ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî p âõîäèò â m ñ êðàòíîñòüþ α−α0. Çàïèøåì m â âèäå m = pβm1m0,
ãäå (m1, p) = 1. Åñëè p = 2, òî 2 | Tm0 . Ïîêàæåì, ÷òî α0 > 1. Äîïóñòèì, ÷òî α0 = 1, òîãäà
Tm0 = 4k1 è Um0 = 4k2+2, è çíà÷èò, 4k21−D(2k2+1)2 = 1. ÅñëèD ≡ 1 (mod 8), òî ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ 4k = 2, åñëè D ≡ 5 (mod 8), òî ïîëó÷àåì, ÷òî 4k = 6. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óðàâíåíèå
íå èìååò ðåøåíèÿ. Çíà÷èò, α0 > 1, è ïîýòîìó 4 - Tm0 . Ïîëîæèì â (2.7) k1 = m0 è k2 = m1.
Òîãäà 2m1−1+α0 â òî÷íîñòè äåëèò m1T

m1−1
m0

Um0(i = 1) è 2m1−i+iα0 | Ci
m1

Tm1−i
m0

U i
m0

D(i−1)/2

ïðè i > 1. Òàê êàê α0 > 1, òî m1 − i + iα0 > m1 − 1 + α0 ïðè i > 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
Um0m1 ñîäåðæèò 2 ñ êðàòíîñòüþ α0. Èç ðàâåíñòâà U2m0m1 = Tm0m1Um0m1 ñëåäóåò, ÷òî 2α0+1

â òî÷íîñòè äåëèò U2m0m1 . Ïîâòîðÿÿ ýòî β ðàç, ïîëó÷àåì, ÷òî Um ñîäåðæèò 2 ñ êðàòíîñòüþ
α0 + β è ïîýòîìó β = α − α0, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. Åñëè p ̸= 2, òî p - Tm0 . Òîãäà,
î÷åâèäíî, p âõîäèò â Um0m1 ñ êðàòíîñòüþ α0. Äëÿ Upm0m1 â (2.7) ïîëîæèì k2 = p, òîãäà
p â ïðàâîé ÷àñòè (2.7) âõîäèò â ñëàãàåìîå ïðè i = 1 ñ êðàòíîñòüþ α0 + 1, à ïðè i > 1 � ñ
êðàòíîñòüþ íå ìåíåå iα0, ñëåäîâàòåëüíî, p âõîäèò â Upm0m1 ñ êðàòíîñòüþ α0 +1. Ïîâòîðÿÿ
β ðàç âîçâåäåíèå â ñòåïåíü p, ïîëó÷àåì, ÷òî p âõîäèò â Upβm0m1

ñ êðàòíîñòüþ α0 + β.
Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé: p | D.

Ïîêàæåì, ÷òî m0 ðàâíî 1 èëè p. Åñëè p = 2 è 2 - U1, òî 2 | T1, è òîãäà 2 | U2 = T1U1.
Ïóñòü p ̸= 2, òîãäà p - Tk äëÿ ëþáîãî k. Ïóñòü p - U1. Èç (2.7) è óñëîâèÿ p | D ñëåäóåò, ÷òî
p - Uk ïðè 1 < k < p è p | Up, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè
óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ p - D, è ïîýòîìó ìû åãî îïóñêàåì.

Òåïåðü äîêàæåì óòâåðæäåíèå, íà êîòîðîì áàçèðóþòñÿ äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü m0 | m. Òîãäà

åñëè m0 ̸= p èëè åñëè m0 = p è α = α0, òî Mm ïðåäñòàâèìî â âèäå ðàçáèåíèÿ

Mm =

(
α∪

i=0

piMm,p

)∪(α−α0∪
i=1

pαMm
pi

,p

) ∪
k|m0,k>1
(k,m1)=1

[(
α−α0∪
i=1

pαM m
kpi

)∪( α∪
i=1

piMm
k

)]
; (2.8)

åñëè æå m0 = p è α > α0, òî

Mm =

(
α∪

i=0

piMm,p

)∪(
α−α0∪
i=1

pαMm
pi

,p

)∪
pαMm1 . (2.9)

Çäåñü m = pα−α0m0m1, (m1, p) = 1; m è α îïðåäåëåíû â (1.6) è (1.8) ñîîòâåòñòâåííî; m0

è α0 îïðåäåëåíû â (2.6); Mk è Mk,p îïðåäåëåíû â (2.3).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü q ∈ Mm. Çàïèøåì q â âèäå q = pβq1, ãäå 0 ≤ β ≤ α

è p - q1. Êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå, ñåìåéñòâî ìíîæåñòâ {Ml}l|m îáðàçóåò ðàçáèåíèå ìíîæå-
ñòâà äåëèòåëåé Um, ñëåäîâàòåëüíî, q1 ∈ Ml,p. Â ïåðâóþ î÷åðåäü îòìåòèì, ÷òî m1 | l, òàê
êàê èíà÷å ñóùåñòâóåò ll0 ̸= m òàêîå, ÷òî pα | Ull0 , è çíà÷èò, q | Ull0 . Ïîýòîìó ìîæíî çàïè-
ñàòü l = pα−α0−im′

0m1, ãäå m′
0 | m0. Ïîêàæåì, ÷òî (m0/m

′
0,m1) = 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

(m0/m
′
0,m1) = r > 1, òî âîçüìåì l1 = lpi(m0/(m

′
0r)) ̸= m. Òîãäà pα | Ul1 , è çíà÷èò, q | Ul1 ,

÷òî ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òàêèì îáðàçîì, l ìîæåò ïðèíèìàòü ëèøü îäíî èç ñëåäóþ-
ùèõ çíà÷åíèé: m/pi, m/k, m/(kpi), ãäå k óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ k | m0, k > 1, (k,m1) = 1
è 0 ≤ i ≤ α−α0. Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ýòè âîçìîæíîñòè è âûÿñíèì, êàêèå çíà÷åíèÿ
ïðè ýòîì ìîæåò ïðèíèìàòü β.
1. q ∈ pβMm

pi
,p è q ∈ Mm. Ïðè i = 0 î÷åâèäíî, ÷òî q ∈ pβMm,p ⊂ Mm ïðè 0 ≤ β ≤ α.

Ïóñòü i > 0. Åñëè β < α, òî q | Um
p
, ñëåäîâàòåëüíî, β = α è q ∈ pαMm

pi
,p. Íàîáîðîò, ïóñòü
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q = pαq1 è q1 ∈ Mm
pi

,p. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2 pα | Uk òîëüêî ïðè k, êðàòíîì pα−α0m0. Â

ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.1 q1 | Uk òîëüêî ïðè k, êðàòíîì m/pi. Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå k,
ïðè êîòîðîì pαq1 äåëèò Uk, ðàâíî íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó pα−α0m0 è m/pi, òî åñòü
k = m, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. Äàëåå ïðè àíàëèçå èñêëþ÷èì ñëó÷àé,êîãäà m0 = p,
êîòîðûé ðàññìîòðèì îòäåëüíî.
2. q ∈ pβMm

k ,p è q ∈ Mm. Òîãäà (k, p) = (k,m1) = 1, è ñëåäîâàòåëüíî, Mm
k ,p = Mm

k
è p - Um

k′

äëÿ k′ | k, ïîýòîìó q ∈ pβMm
k
ïðè β > 0. Íàîáîðîò, ïóñòü q ∈ pβMm

k
, ãäå k | m0, k > 1,

(k,m1) = 1 è β > 0. Òîãäà íàèìåíüøåå l, ïðè êîòîðîì q äåëèò Ul, ðàâíî íàèìåíüøåìó
îáùåìó êðàòíîìó m/k è m0. Òàê êàê k âçàèìíî ïðîñòî ñ m1, òî l = m.
3. q ∈ pβM m

kpi
,p, i > 0 è q ∈ Mm. Ïîñêîëüêó (k, p) = (k,m1) = 1, òî M m

kpi
,p = M m

kpi
. Åñëè

β < α, òî q | Um
p
, ñëåäîâàòåëüíî β = α. Íàîáîðîò, ïóñòü q ∈ pαM m

kpi
, i > 0. Òîãäà íàèìåíü-

øåå l, ïðè êîòîðîì q äåëèò Ul, ðàâíî íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó m/kpi è pα−α0m0,
êîòîðîå ðàâíî m.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m0 = p äëÿ ïóíêòîâ 2 è 3. Ïðè ýòîì óñëîâèè k ïðèíèìàåò
ëèøü îäíî çíà÷åíèå, ðàâíîå p, è ïóíêòû 2 è 3 ðåäóöèðóþòñÿ ê ïóíêòó 1, çà èñêëþ÷åíèåì
âàðèàíòà q ∈ pβMm1 . Â ýòîì ñëó÷àå ïðè α = α0 (m = pm1) β ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî
α, à ïðè α > α0 ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå çíà÷åíèå, ðàâíîå β.

Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ν(L,N) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ν(Tm

k
, N1).

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ïóñòü
(
D
p

)
= 1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 1 (mod 8) ïðè p = 2, òîãäà

ν (L,N) =δ(p, s, α) ν (L,N1) + η1(p, s, α)
∑

k|m,p|k
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1)

+ (δ(p, s, α)− 2)
∑

k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1), (2.10)

ãäå δ(p, s, α) îïðåäåëåíà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1 è

η1(p, s, α) =


2(pα − pα−1), åñëè 0 < 2α < s;

pα − pα−1, åñëè 2α = s;

0, åñëè 2α > s èëè α = 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.
Åñëè p - Q, òî èç (2.4) è (2.1) î÷åâèäíûì îáðàçîì ñëåäóåò, ÷òî ν (L,N) = 2 ν (L,N1).
Ïóñòü p | Q. Òîãäà, èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå (2.8) è ôîðìóëó (2.4), ïîëó÷àåì

ν (L,N) =
α∑

i=0

∑
q∈Mm,p

f(piq,N)h((piq)2D) +
α∑

i=1

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

∑
q∈Mm

k

f(piq,N)h((piq)2D)

+

α−α0∑
i=1

 ∑
q∈Mm

pi
,p

f(pαq,N)h((pαq)2D) +
∑

k|m0,k>1
(k,m1)=1

∑
q∈M m

kpi

f(pαq,N)h((pαq)2D)

 . (2.11)
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Èç (2.1), åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå óñëîâèå, íàëîæåííîå íà ôóíäàìåíòàëüíûé äèñêðèìè-
íàíò D, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî q, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ p,

f(piq,N)

f(q,N1)
=


2, åñëè i = 0;

2(pi + pi−1), åñëè 0 < 2 i < s;

pi + 2pi−1, åñëè 2 i = s;

p[s/2] + p[(s−1)/2], åñëè 2 i > s.

(2.12)

Äëÿ ôóíêöèè ÷èñëà êëàññîâ õîðîøî èçâåñòíà ôîðìóëà

h((q1q2)
2D) =

q1
k

∏
p|q1

(
1− j(D, p)

1

p

)
h(q22D), (2.13)

ãäå q1q2 ∈ Mm, q2 ∈ Mm
k
è

j(D, p) =

{(
D
p

)
, åñëè p ̸= 2;

χ8(D), åñëè p = 2.

Òîãäà äëÿ h((piq)2D), åñëè piq ∈ Mm è q ∈ Mm
k
,

h((piq)2D) = (pi − pi−1)
1

k
h(q2D). (2.14)

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü (2.11) âûðàæåíèÿ äëÿ f(piq,N) è h((piq)2D) èç (2.12) è (2.14)
ñîîòâåòñòâåííî, ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî ñòåïåíÿì ïðîñòîãî p ïîëó÷àåì

ν (L,N) =δ(p, s, α) pα

νp(L,N1) +
∑

k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1)

− 2
∑

k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1)

+ r1(p, s, α)

α−α0∑
i=1

 1

pi
νp(Tm

pi
, N1) +

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

kpi
ν (T m

kpi
, N1)

 , (2.15)

ãäå

r1(p, s, α) =


2(pα + pα−1)(pα − pα−1), åñëè 2α < s;

(pα + 2pα−1)(pα − pα−1), åñëè 2α = s;

p[s/2] + p[(s−1)/2], åñëè 2α > s;

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ l = pγm0m1 ñïðàâåäëèâî

νp (Tl, N1) =
1

pα0+γ
ν (Tl, N1)−

pα0+γ − 1

pα0+γ

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (T l

k
, N1)

− p− 1

pα0+γ

γ∑
i=1

∑
k|m0

(k,m1)=1

1

kpi
ν (T l

kpi
, N1). (2.16)

Äëÿ ìíîæåñòâà Ml ñïðàâåäëèâî ðàçáèåíèå (2.8), è çíà÷èò, ν (Tl, N1) èìååò ïðåäñòàâëåíèå
âèäà (2.11), â êîòîðîì N è m çàìåíåíû íà N1 è l ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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f(pβq,N1) = f(q,N1), è ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (2.14), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó-
÷àåì

νp (Tl, N1) =
1

pα0+γ
ν(Tl, N1)−

pα0+γ − 1

pα0+γ

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (T l

k
, N1)

− p− 1

p

γ∑
i=1

 1

pi
νp (T l

pi
, N1) +

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

kpi
ν (T l

kpi
, N1)

 . (2.17)

Èñõîäÿ èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ, ìåòîäîì èíäóêöèè ïî öåëîìó γ ≥ 0 äîêàæåì (2.16). Ïðè
γ = 0 ñîîòíîøåíèÿ (2.16) è (2.17) ñîâïàäàþò. Ïóñòü (2.16) âåðíî ïðè 0, 1, . . . , γ − 1. Òîãäà

νp (T l
pi
, N1) =

1

pα0+γ−i
ν (T l

pi
, N1)−

pα0+γ−i − 1

pα0+γ−i

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (T l

kpi
, N1)

− p− 1

pα0+γ−i

γ−i∑
j=1

∑
k|m0

(k,m1)=1

1

kpj
ν (T l

kpi+j

, N1) (2.18)

äëÿ 1 ≤ i ≤ γ. Ïîäñòàâëÿÿ â (2.17) νp (T l
pi
, N1) èç (2.18) , ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå

γ∑
i=1

 1

pi
νp (T l

pi
, N1) +

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

kpi
ν (T l

kpi
, N1)

 =

γ∑
i=1

∑
k|m0,

(k,m1)=1

a(kpi)

kpi
ν (T l

kpi
, N1).

Ïîäñ÷åò êîýôôèöèåíòîâ a(kpi) äàåò

a(kpi) =
1

pα0+γ−i
−

i−1∑
j=1

p− 1

pα0+γ−j
=

1

pα0+γ−1
,

îòêóäà è ñëåäóåò (2.16). Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ (2.16) ïðè l = m/pi, i = 0, ..., α − α0 â (2.15),
ïîëó÷àåì

ν (L,N) =δ(p, s, α) ν (L,N1) + (δ(p, s, α)− 2)
∑

k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1)

+
p r1(p, s, α)− (p− 1)pαδ(p, s, α)

pα

∑
k|m,p|k
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1).

Äðîáü â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå, ÷òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñîâïàäàåò ñ η1(p, s, α), ýòî è çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü s = 1, òîãäà

ν (L,N) = 2ν (L,N1).

Óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç (2.10).
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Ïðåäëîæåíèå 2.5. Ïóñòü
(
D
p

)
= −1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 5 (mod 8) ïðè p = 2, òîãäà

ν (L,N) = δ(p, s, α)
∑
k|m0

(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1) + η2(p, s, α)

∑
k|m,p|k
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1), (2.19)

ãäå

η2(p, s, α) =


δ(p, s, α), åñëè 2α ≤ s;

(p[
s
2 ] + p

[
s−1
2

]
)
(p

[
s+1
2

]
+ p[

s
2 ] − 2)(pα+1 − pα−1)

(pα+1 + pα − 2)(pα + pα−1 − 2)
, åñëè 2α > s.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè 2α < s, òî â ñèëó (2.4) ν (L,N) = 0. Ïóñòü 2α ≥ s.
Âîñïîëüçóåìñÿ ðàçáèåíèåì (2.8) ìíîæåñòâàMm. Òîãäà ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ν (L,N) âèäà
(2.11). Îòëè÷èå ñîñòîèò ëèøü â òîì, ÷òî ñóììèðîâàíèå ïî i â ïåðâûõ äâóõ ñóììàõ óðàâíåíèÿ
(2.11) íà÷èíàåòñÿ ñ [(s+ 1)/2]. Â ñèëó (2.1) äëÿ ëþáîãî q, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ p,

f(piq,N)

f(q,N1)
=

{
ps/2, åñëè 2 i = s;

p[s/2] + p[(s−1)/2], åñëè 2 i > s,

è äëÿ âñÿêîãî q òàêîãî, ÷òî q ∈ Mm
k
è piq ∈ Mm, èç (2.13) ñëåäóåò

h((piq)2D) = (pi + pi−1)
1

k
h(q2D).

Òîãäà, ïîäñòàâëÿÿ â ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ν (L,N) âûøåïðèâåäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ f(piq,N)
è h((piq)2D), ïîëó÷àåì

ν (L,N) =δ(p, s, α)
pα+1 + pα − 2

p− 1

νp(L,N1) +
∑

k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1)



+ r2(p, s, α)

α−α0∑
i=1

 1

pi
νp(Tm

pi
, N1) +

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

kpi
ν (T m

kpi
, N1)

 , (2.20)

ãäå

r2(p, s, α) =

{
ps/2(pα + pα−1), åñëè 2α = s;

(p[s/2] + p[(s−1)/2])(pα + pα−1), åñëè 2α > s.

Ïðè l = pγm0m1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

νp(Tl, N1) = ν (Tl, N1)−
pα0+γ+1 + pα0+γ − p− 1

pα0+γ+1 + pα0+γ − 2

∑
k|m0

(k,m1)=1

1

k
ν (T l

k
, N1)

− (p− 1)2(pα0+γ + pα0+γ−1)

(pα0+γ+1 + pα0+γ − 2)(pα0+γ + pα0+γ−1 − 2)

γ∑
i=1

∑
k|m0

(k,m1)=1

1

kpi
ν (T l

kpi
, N1). (2.21)
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Ñïðàâåäëèâîñòü (2.21) óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî âûâîäó ðàâåíñòâà (2.16). Òåïåðü, ïîäñ-
òàâëÿÿ â (2.20) ðàâåíñòâî (2.21) ïðè l = m/pi, i = 0, · · · , α− α0, ïîëó÷àåì

ν (L,N) = δ(p, s, α)
∑
k|m0

(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1)

+
(p− 1)r2(p, s, α)− (pα+1 − pα−1)δ(p, s, α)

pα + pα−1 − 2

∑
k|m,p|k

(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1).

Êîýôôèöèåíò ïåðåä âòîðîé ñóììîé, ÷òî íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ðàâåí η2(p, s, α), ýòî è çàâåð-
øàåò äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðåäëîæåíèå 2.6. Ïóñòü p | D. Òîãäà

åñëè 2α < s− 1, òî ν (L,N) = 0;

åñëè 2α ≥ s− 1, òî

1. åñëè α = 0, òî

ν (L,N) = ν (L,N1); (2.22)

2. åñëè m0 = p, α = α0, s = 1, òî

ν (L,N) = δ(p, s, α) ν (L,N1) +
pα − 1

pα+1 − 1
ν (Tm1 , N1); (2.23)

3. åñëè m0 = p, α = α0, s > 1, òî

ν (L,N) = δ(p, s, α)

[
ν (L,N1) +

1

p
ν (Tm1 , N1)

]
; (2.24)

4. â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ

ν (L,N) = δ(p, s, α) ν (L,N1) + η3(p, s, α)

β∑
i=1

1

pi
ν (Tm

pi
, N1), (2.25)

ãäå δ(p, s, α) îïðåäåëåíà â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 1, β = α−α0 ïðè m0 = 1 è β = α−α0+1

ïðè m0 = p,

η3(p, s, α) =


δ(p, s, α), åñëè 2α = s− 1;

(p[s/2] + p[(s−1)/2])
(p[(s+1)/2] + p[s/2] − 2)(pα+1 − pα)

2 (pα+1 − 1)(pα − 1)
, åñëè 2α > s− 1.

(2.26)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè 2α < s−1, òî, ââèäó (2.4), ν (L,N) = 0. Ïóñòü 2α ≥ s−1.
Åñëè α = 0 è s = 1, òî f(q,N) = f(q,N1), è ñëåäîâàòåëüíî, (2.22) âåðíî. Åñëè m0 = 1, òî
òðåòüå è ÷åòâåðòîå ñëàãàåìûå â (2.8) îòñóòñòâóþò, à â ïåðâîì ñóììèðîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ
[s/2]. Òîãäà äëÿ m0 = 1

ν (L,N) =
α∑

i=[s/2]

∑
q∈Mm,p

f(piq,N)h((piq)2D) +

α−α0∑
i=1

∑
q∈Mm

pi
,p

f(pαq,N)h((pαq)2D). (2.27)
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Åñëè m0 = p è α = α0, òî â (2.8) âòîðîå è òðåòüå ñëàãàåìûå îòñóòñòâóþò, òîãäà

ν (L,N) =
α∑

i=[s/2]

∑
q∈Mm,p

f(piq,N)h((piq)2D) +
α∑

i=max(1,[s/2])

∑
q∈Mm1

f(piq,N)h((piq)2D). (2.28)

È, íàêîíåö, åñëè m0 = p è α > α0, òî, ââèäó (2.9),

ν (L,N) =

α∑
i=[s/2]

∑
q∈Mm,p

f(piq,N)h((piq)2D) +

α−α0∑
i=1

∑
q∈Mm

pi
,p

f(pαq,N)h((pαq)2D)+

∑
q∈Mm1

f(pαq,N)h((pαq)2D). (2.29)

Ñîãëàñíî (2.1), äëÿ ëþáîãî q, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ p,

f(piq,N)

f(q,N1)
=

{
p(s−1)/2, åñëè 2 i = s− 1;

p[s/2] + p[(s−1)/2], åñëè 2 i > s− 1

è äëÿ âñÿêîãî q òàêîãî, ÷òî q ∈ Mm
k
è piq ∈ Mm, èç (2.13) ñëåäóåò

h((piq)2D) =
pi

k
h(q2D).

Òîãäà ïðè m0 = 1, â ñèëó (2.27), ïîëó÷àåì

ν (L,N) = δ(p, s, α)
pα+1 − 1

p− 1
νp(L,N1) + r3(p, s, α)

α−α0∑
i=1

1

pi
νp(Tm

pi
, N1), (2.30)

ãäå

r3(p, s, α) =

{
p(s−1)/2pα, ïðè 2α = s− 1;

(p[s/2] + p[(s−1)/2])pα, ïðè 2α > s− 1.

Ïðè m0 = p è α > α0, â ñèëó (2.29),

ν (L,N) = δ(p, s, α)
pα+1 − 1

p− 1
νp(L,N1) + r3(p, s, α)

(
α−α0∑
i=1

1

pi
νp(Tm

pi
, N1

) +
ν(Tm1 , N1)

pα−α0+1

)
.

(2.31)

Ïðè m0 = p è α = α0, â ñèëó (2.28),

ν (L,N) =

δ(p, s, α)
pα+1 − 1
p− 1 νp(L,N1) + 2

pα − 1
p− 1 ν (Tm1 , N1), ïðè s = 1;

δ(p, s, α)
pα+1 − 1
p− 1

(
νp(L,N1) +

1
pν(Tm1 , N1)

)
, ïðè s > 1.

(2.32)

Èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèå (2.9) äëÿ ν (L,N1) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî f(piq,N1) = f(q,N1),
ïîëó÷àåì

νp(L,N1) =
p− 1

pα+1 − 1
ν (L,N1)−

pα − 1

pα+1 − 1
ν (Tm1 , N1). (2.33)

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ (2.33) â (2.32) , ïîëó÷àåì (2.23) è (2.24).
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Âû÷èñëèì νp(Tk, N1) äëÿ k = pγm0m1. Åñëè m0 = p è γ = 0, òî äëÿ νp(Tk, N1) ñïðàâåä-
ëèâî (2.33), ãäå L ñëåäóåò çàìåíèòü íà Tk è m � íà k. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

νp(Tk, N1) =
p− 1

pα0+γ+1 − 1
ν (Tk, N1)−

(p− 1)2pα0+γ

(pα0+γ+1 − 1)(pα0+γ − 1)

γ∗∑
i=1

1

pi
ν (T k

pi
, N1), (2.34)

ãäå γ∗ = γ, åñëè m0 = 1, è γ∗ = γ + 1, åñëè m0 = p. ×òîáû ýòî ïîêàçàòü, èñïîëüçóåì
ðàçáèåíèå (2.9), è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(piq,N1) = f(q,N1), ïîëó÷àåì

νp(Tk, N1) =
p− 1

pα0+γ+1 − 1
ν (Tk, N1)−

(p− 1)pα0+γ

pα0+γ+1 − 1

γ∗∑
i=1

1

pi
νp(T k

pi
, N1). (2.35)

Òåïåðü ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî öåëîìó γ ≥ 0. Ïðè m0 = 1 è γ = 0, â ñèëó (2.35), ôîðìóëà
(2.34) âåðíà. Ïðèm0 = p è γ = 1 ïîäñòàâëÿåì â (2.35) νp(T k

p
, N1), ñîãëàñíî (2.33), è ïîëó÷àåì

(2.34). Äàëåå, ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïîäñòàâëÿåì â (2.35) νp(T k

pi
, N1) èç

(2.34) ïðè 1 ≤ i ≤ γ è ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå νp(Tk, N1) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè
ν (T k

pi
, N1)/p

i, 0 ≤ i ≤ γ∗ ñ êîýôôèöèåíòàìè a(pi). Ïîäñ÷åò êîýôôèöèåíòîâ ïðè i > 0 äàåò

pα0+γ+1 − 1

(p− 1)2pα0+γ
a(pi) =

1

pα0+γ−i+1 − 1
−

i−1∑
j=1

(p− 1)pα0+γ−j

(pα0+γ−j+1 − 1)(pα0+γ−j − 1)
=

1

pα0+γ − 1
,

÷òî è äîêàçûâàåò (2.34). Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì â (2.30) âûðàæåíèÿ äëÿ νp(Tm

pi
, N1) ïðè 0 ≤

i ≤ β èç (2.34) è (2.33). Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

ν (Tm, N) = δ(p, s, α) ν (Tm, N1) +
p− 1

pα − 1
(r(p, s, α)− pαδ(p, s, α))

β∑
i=1

1

pi
ν (Tm

pi
, N1).

Êîýôôèöèåíò ïåðåä ñóììîé, â ÷åì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ðàâåí η3(p, s, α), ýòî è äîêàçûâàåò
(2.25).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Òåîðåìû 1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ
âåëè÷èíû

b (L,N) =
∑
k|m

kν (Tk, N). (2.36)

Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü (2.36) âûðàæåíèÿ äëÿ ν (Tk, N), ñîãëàñíî (2.4), è âûðàçèì h(q2D)
÷åðåç h(D), ñîãëàñíî (2.13). Òîãäà êîýôôèöèåíòû k â ñóììå (2.36) è ìíîæèòåëè 1/k, êîòîðûå
ïîÿâëÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò h(q2D) ê h(D), äàþò 1. Ìíîæåñòâà äåëèòåëåé Mk, êîãäà k
ïðîáåãàåò âñå äåëèòåëè m, îáðàçóþò ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà âñåõ äåëèòåëåé Q, ïîýòîìó

b(L,N) = h(D)
∑
q|Q

qf(q,N)
∏
p|q

(
1− j(D, p)

1

p

)
. (2.37)

Âûäåëÿÿ â äåëèòåëÿõ q ñòåïåíè p è èñïîëüçóÿ (2.12), ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïî ñòåïåíÿì p ïî-
ëó÷àåì b(L,N) = δ(p, s, α)pαbp(L,N1), ãäå âåëè÷èíà bp(L,N1) îòëè÷àåòñÿ îò b(L,N1) òîëüêî
òåì, ÷òî ñóììèðîâàíèå â íåé âåäåòñÿ òîëüêî ïî äåëèòåëÿì, íå ñîäåðæàùèì p. Àíàëîãè÷íî
äëÿ b(L,N1), âûäåëÿÿ â q ñòåïåíè p è ó÷èòûâàÿ, ÷òî f(piq,N1) = f(q,N1), ïîñëå ñóììèðî-
âàíèÿ ïî ñòåïåíÿì p ïîëó÷àåì b(L,N1) = pαbp(L,N1).

Ó÷èòûâàÿ (2.37), ïîëó÷àåì àðèôìåòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ B(L,N)

B(L,N) =
log((L+

√
L2 − 4)/2)√

L2 − 4

h(D)

m

∑
q|Q

qf(q,N)
∏
p|q

(
1− j(D, p)

1

p

)
. (2.38)
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3. Îöåíêà ñâåðõó ν (L,N) êàê ôóíêöèè N

Â ýòîì ðàçäåëå ïîëó÷àåì îöåíêó

ν (L,N) ≤ (p[s/2] + p[(s−1)/2] + 2)ν (L,N1). (3.1)

Ìíîãîêðàòíîå ïðèìåíåíèå ýòîé îöåíêè äàåò òåîðåìó 3.
Â ñèëó ïðåäëîæåíèé 2.4, 2.5, 2.6 ìîæíî çàïèñàòü ν (L,N) = δ(p, s, α)ν (L,N1)+R(L,N),

ãäå R(L,N) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ν (Tm
k
, N1) è k ïðîáåãàåò íåêîòîðûå äåëèòåëè m.

Ïîêàæåì, ÷òî 2ν (L,N1) ≥ R(L,N). Äëÿ ýòîãî, èñïîëüçóÿ ðàçáèåíèÿ (2.8), (2.9), âûðàçèì
ν (L,N1) â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè νp(Tm

k
, N1). Öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì â äîêàçàòåëü-

ñòâå ñëóæèò ïîëó÷åíèå äîñòàòî÷íî õîðîøåé îöåíêè ñíèçó îòíîøåíèÿ νp(Tl, N1)/ν (T l
p
, N1).

Ïðèìåíÿÿ ýòó îöåíêó äëÿ ν (L,N1), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî ν (L,N1) ≥ R(L,N1), ãäå R(L,N1)
åñòü ñóììà ëèíåéíîé êîìáèíàöèè òåõ æå ν (Tm

k
, N1), ÷òî âõîäÿò â ïðåäñòàâëåíèå R(L,N)

è íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíû. È íàêîíåö, ñðàâíèâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôè-
öèåíòû â R(L,N) è R(L,N1), óáåæäàåìñÿ, ÷òî 2R(L,N1) ≥ R(L,N), ÷òî è ïðèâîäèò ê
íåðàâåíñòâó (3.1.

Ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî ñëóæèò îñíîâîé äëÿ äàëüíåéøèõ îöåíîê.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ïóñòü pm0 | m, òîãäà

νp(Tm, N)≥
α−α0∑
i=1


 Um

pUm
p

−1

νp(Tm
pi
, N)

pi
+

Um

pUm
p
log2

(
Um
pUm

p

+ 2

) ∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

ν(T m
kpi

, N)

kpi

 . (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïåðâóþ î÷åðåäü äîêàæåì âêëþ÷åíèå

α−α0∪
i=1


∪

d|
(
Um/p Um

p

)
d>1

dMm
pi
,p

∪
k|m0,k>1
(k,m1)=1

Um

pUm
p

M m
kpi

 ⊂ Mm,p. (3.3)

Òàê êàê p | Um
p
, òî èç (2.7) ïðè k1 = m/p è k2 = p ñëåäóåò(

Um

pUm
p

, Um
p

)
= 1. (3.4)

Ïóñòü q ∈ Mm
pi
,p è k | m, k ̸= m. Ïîñêîëüêó q | Uk òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà m

pi
| k, òî

k = m
pj

è 0 < j ≤ i. Èç (3.4) è ñîòíîøåíèÿ Uk | Um
p
ñëåäóåò, ÷òî d - Uk, è çíà÷èò, dq - Uk. Òàê

êàê p | Um
p
, òî â ñèëó (3.4) p - d, è çíà÷èò, dq ∈ Mm,p.

Ïîêàæåì, ÷òî Um/(pUm
p
) ∈ Mm,p. Ïóñòü k | m, k ̸= m. Åñëè k | m

p , òî èç (3.4) ñëåäóåò,

÷òî Uk âçàèìíî ïðîñòî ñ Um/(pUm
p
). Ïóñòü k - m

p . Òîãäà k êðàòíî p è Uk
p
| Um

p
. Îòñþäà è

èç (3.4) çàêëþ÷àåì, ÷òî Uk
p
âçàèìíî ïðîñòî ñ Um/(pUm

p
). Çíà÷èò, ÷òîáû Uk íå äåëèëîñü íà

Um/(pUm
p
), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî Um/(pUm

p
) > Uk/Uk

p
. Èñïîëüçóåì î÷åâèäíóþ îöåíêó:

T k−1
1 < Uk < T k

1 . Òîãäà Um/(pUm
p
) > T

(p−1)(m/p−1)
1 è Uk/Uk

p
< T

k−k/p+1
1 . Çíà÷èò, òðåáóåìîå
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íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíåíî, åñëè (p − 1)(m − k) − p2 > 0. Ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ
âî âñåõ ñëó÷àÿõ, çà èñêëþ÷åíèåì
1. p = 2.
2. m = 2p, k = p.
Åñëè p = 2, òî Uk/Uk/2 = Tk/2, è çíà÷èò, (Um/Um/2)/(Uk/Uk/2) ≥ Tk/Tk/2 > 2. Ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî, òàê êàê T1 ≥ 3. Åñëè m = 2p, k = p, p > 2, òî U2p/(pU2) >

U2
p /(pU2) è (UpU1)/(pU2) > T p−2

1 /p ≥ 1 ïðè p > 2. Ñëåäîâàòåëüíî, Um/(pUm
p
) ∈ Mm,p è

(3.3) äîêàçàíî.
Ïîñêîëüêó U m

kpi
| Um

p
, òî ìíîæåñòâà â ëåâîé ÷àñòè (3.3) ïîïàðíî ðàçëè÷íû, è çíà÷èò,

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

νp(Tm, N) ≥
α−α0∑
i=1

∑
q∈Mm

pi ,p

∑
d|(Um/pUm

p
)

d>1

f(qd,N)h((qd)2D)

+

α−α0∑
i=1

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

∑
q∈M m

kpi

f

(
Um

pUm
p

q,N

)
h

( Um

pUm
p

q

)2

D

 . (3.5)

Òàê êàê (q, d) = 1, òî â ñèëó ñâîéñòâ ôóíêöèè f , îïðåäåëåííîé â (2.1), âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî f(qd,N) ≥ f(q,N). Êðîìå òîãî ,äëÿ q ∈ Mm

pi

h((qd)2D) ≥ d

kpi

∏
r|d

(
1− 1

r

)
h(q2D),

ãäå r ïðîáåãàåò âñå ïðîñòûå äåëèòåëè d. Ïîäñòàâëÿÿ ïðàâûå ÷àñòè ïîñëåäíèõ äâóõ íåðà-
âåíñòâ â (3.5), ïîëó÷àåì

νp(Tm, N) ≥
∑

d|(Um/pUm
p

)

d>1

d
∏
r|d

(
1− 1

r

) α−α0∑
i=1

1

pi
νp(Tm

pi
, N)

+
Um

Um
p

∏
r|(Um/pUm

p
)

(
1− 1

r

) α−α0∑
i=1

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

kpi
ν (T m

kpi
, N).

Ïðèìåíÿÿ ñòàíäàðòíûå ñîîòíîøåíèÿ∑
d|K

d
∏
r|d

(
1− 1

r

)
= K è

∏
r|K

(
1− 1

r

)
≥ 1

log2(K + 2)
,

ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (3.2).
Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ïîëó÷åíû ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ÷èñëî êëàññîâ ν(L,N) ãðóï-

ïû Γ0(N) ÷åðåç ÷èñëà êëàññîâ ãðóïïû Γ0(N1), è ýòè ôîðìóëû ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîâ ôóíäàìåíòàëüíûé äèñêðèìèíàíò D. Ïîýòîìó è çäåñü ïðè
ïîëó÷åíèè îöåíêè (3.1) íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü îòäåëüíî òðè âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü
(
D
p

)
= 1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 1 (mod 8) ïðè p = 2, òîãäà

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (3.1).

Ëåììà 3.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.2 è pm0 | m, òîãäà

νp(Tm, N1) ≥
1

p
ν (Tm

p
, N1).
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (2.17) ïðè γ = α − α0 − 1 (m = pα−α0m0m1) ñëåäóåò,
÷òî ν (Tm

p
, N1) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåëè÷èí νp(Tm

p
, N1)/(kp) ñ êîýôôèöèåíòàìè, íå

ïðåâîñõîäÿùèìè pα. Òîãäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

ν (Tm
p
, N1) ≤ pα

α−α0∑
i=1

∑
k|m0

(k,m1)=1

1

kpi
νp(Tm

pi
, N1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ νp(Tm, N1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.2), ïîýòîìó

p νp(Tm, N1)− ν (Tm
p
, N1) ≥

(
Um

Um
p

− pα − p

)
α−α0∑
i=1

1

pi
νp(Tm

pi
, N1)

+

 Um

Um
p
log2

(
Um
pUm

p
+ 2

) − pα

 α−α0∑
i=1

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

kpi
ν (T m

kpi
, N1).

Ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñóììàìè íåîòðèöàòåëüíû. Ïîñêîëüêó Um/Um/p >

pUp−1
m/p è pα−1 | Um/p, òî Um/Um/p > p(α−1)(p−1)+1 ≥ pα. Òàê êàê Um/Um/p êðàòíî p, òî

Um/Um/p ≥ pα + p, ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. Ïðè p = 2 ïî óñëîâèþ D ≡ 1 (mod 8), è
çíà÷èò, m0 = 1. Ïîýòîìó ïðè îöåíêå âòîðîãî êîýôôèöèåíòà p > 2. Èç ïðåäûäóùèõ îöåíîê
è íåðàâåíñòâà Um/(pUm/p) + 2 < Um/Um/p ñëåäóåò Um/(pαUm/p log2(Um/(pUm/p) + 2)) >

(Um/p)
p−2/ log2(Um/Um/p). Èñïîëüçóÿ äâóñòîðîííþþ îöåíêó T k−1

1 < Uk < T k
1 , ïîëó÷àåì

(Um/p)
p−2

log2(Um/Um/p)
>

T
(p−2)(m−1)
1

((p− 1)(m− 1) + p) log2 T1
≡ f(m, p, T1),

ãäå m = m/p. Ïîñêîëüêó p ≥ 3, T1 ≥ 3 è m ≥ 2, òî f(m, p, T1) åñòü âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ
m è p. Ïðè m ≥ 4 f(m, p, T1) ≥ f(4, 3, T1) > 1. Ïðè m = 3 íàèìåíüøåå âîçìîæíîå p ðàâíî 5
è f(3, 5, T1) > 1. È íàêîíåö, f(2, 5, T1) > 1 è f(2, 3, T1) = T1/(5 log2 T1). Ïîýòîìó ïðè p = 3 è
m0 = 2 òðåáóåòñÿ áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà. Ïîñêîëüêó 3α−1 | (U2/U1) è U6/U2 = (T 2

1 −1)(T 2
1 −3),

òî
U6

3αU2 log2(U6/(3U2) + 2)
≥ (T 2

1 − 1)(T 2
1 − 3)

3T1 log2((T
2
1 − 1)(T 2

1 − 3)/3 + 2)
≥ 16

3 log2(18)
> 1,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäëîæåíèÿ 3.2. Äëÿ ν (L,N1) èç (2.17) ïðè γ = α−α0 ñëåäóåò

ïðåäñòàâëåíèå

ν (L,N1) =(pα − 1)
∑

k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1) + (pα − pα−1)

∑
k|m/m1,p|k
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1)

+

{
pανp(Tm, N1)− (pα − pα−1)

α−α0∑
i=1

1

pi
(ν (Tm

pi
, N1)− νp(Tm

pi
, N1))

}
. (3.6)

Ïîêàæåì, ÷òî âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íåîòðèöàòåëüíî. Îáîçíà÷èì åãî äëÿ êðàòêîñ-
òè Φ(α) è ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî α ≥ α0. Î÷åâèäíî, ÷òî Φ(α0) ≥ 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
øàãà èíäóêöèè âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâîì Φ(α + 1) = (pα+1νp(Tm, N1) − pαν (Tm

p
, N1)) +

pα−1(ν (Tm
p
, N1) − νp(Tm

p
, N1)) + Φ(α). Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåîòðèöàòåëüíî â
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ñèëó ëåììû 3.1, âòîðîå � â ñèëó îïðåäåëåíèÿ νp è òðåòüå � ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó
ïðåäïîëîæåíèþ, ÷òî è äîêàçûâàåò íåîòðèöàòåëüíîñòü Φ(α).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ν (L,N) èìååò ïðåäñòàâëåíèå (2.10). Îòñþäà ïîëó÷àåì ν (L,N) =
δ(p, s, α)ν (L,N1)+R(L,N). Èç (2.10) è (3.6), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî Φ(α) íåîòðèöàòåëü-
íî, ñëåäóåò 2ν (L,N1) − R(L,N) ≥ 0, è çíà÷èò, âåðíà îöåíêà (3.1). Â çàêëþ÷åíèå óêà-
æåì ñëó÷àè, êîãäà â (3.1) ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ. Âîçüìåì ïðîñòîå p ≡ 1 (mod 4). Òî-
ãäà ïàðà (p, q), îïðåäåëÿåìàÿ èç ïðåäñòàâëåíèÿ p2 − 4 = q2D, åñòü íåêîòîðîå ðåøåíèå
(Tm, Um) óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ ñ äèñêðèìèíàíòîì D, ïðè÷åì (Dp ) = 1. Âîçüìåì ðåøåíèå

(T2m, U2m). Òîãäà U2m = pq è p - q, çíà÷èò, m0 = 2m è p - 2m. Ïîýòîìó ïîëó÷àåì
ν (T2m, p3)/ν (T2m, 1) = δ(p, 3, 1)+(δ(p, 3, 1)−2)ν (Tm, 1)/((pα−1)ν (Tm, 1)) = 2p+2, è çíà÷èò,
ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü
(
D
p

)
= −1 ïðè p ̸= 2 è D ≡ 5 (mod 8) ïðè p = 2, òîãäà

ν (L,N) ≤ (p[s/2] + p[(s−1)/2])ν (L,N1). (3.7)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ 3.3 íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæ-
äåíèå.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.3 è pm0 | m, òîãäà

νp(Tm, N1) ≥
pα−1 − pα−2

pα + pα−1 − 2
ν (Tm

p
, N1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (3.8) ïðè γ = α− α0 − 1 ïîëó÷àåì

ν (Tm
p
, N1) =

pα + pα−1 − 2

p− 1
νp(Tm

p
, N1) + (pα−1 + pα−2)

∑
k| m
pm1

,p|k
(k,m1)=1

1

k
νp(T m

pk
, N1)

+
pα + pα−1 − p− 1

p− 1

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (T m

pk
, N1).

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñóììàìè ìåíüøå (pα + pα−1 − 2)/(p− 1),
è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3.2) ê νp(Tm, N1), ïîëó÷àåì

p2νp(Tm, N1)−q
pα+1 − pα

pα + pα−1 − 2
ν (Tm

p
, N1) ≥

(
Um

Um
p

− pα − p

)
α−α0∑
i=1

1

pi−1
νp(Tm

pi
, N1)

+

(
Um

Um
p
log2(Um/(pUm

p
) + 2)

− pα

)
α−α0∑
i=1

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

kpi−1
ν (T m

kpi
, N1).

Îöåíêà êîýôôèöèåíòîâ ïåðåä ñóììàìè ïðîâîäèëàñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3.1, è îíà,
î÷åâèäíî, îñòàåòñÿ â ñèëå è â äàííîì ñëó÷àå. Îäíàêî ïðè îöåíêå âòîðîãî êîýôôèöèåíòà áûë
èñêëþ÷åí ñëó÷àé p = 2, ïîñêîëüêó ïðè D ≡ 1 (mod 8) m0 âñåãäà ðàâíî 1. Â ðàññìàòðèâàå-
ìîì ñëó÷àå D ≡ 5 (mod 8) è m0 ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷åíèÿ: 1 è 3. Ïîýòîìó ïðè îöåíêå
âòîðîãî êîýôôèöèåíòà íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äîïîëíèòåëüíûé ñëó÷àé: p = 2, m0 = 3. Òî-

ãäà ìîæíî çàïèñàòü m = 2α−α03m1, è ïîñêîëüêó 2α0 äåëèò U3/U1 = T 2
1 −1 è Tm/2 > T

m/2−1
1 ,

òî
Um

2αUm/2 log2(Um/(2Um/2) + 2)
=

Tm/2

2α log2(Tm/2/2 + 2)
>

T
m/2−3
1

2α−α0 m
2 log2 T1

.
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Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà åñòü âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ α(α > α0) è m1. ×èñëî m1 íå÷åòíî
è ïðè m1 = 3, α = α0 + 1 ïîëó÷àåì T 6

1 /(18 log2 T1) > 1 (T1 ≥ 3), ïîýòîìó äàëåå ñ÷èòàåì
m1 = 1. Åñëèm = 12, òî ïðè T1 > 3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî T 3

1 /(4 log2(T
6
1 /2+2)) ≥ 1. Åñëè

T1 = 3, òî D = 5, α0 = 3, è ïîýòîìó T6/(2
α log2(T6/2+2)) = (182−2)/(25 log2(18

2/2+1)) > 1.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà m = 6. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî T3 = T1(T

3
1 −

3), 2α−1 | (U3/U1) è U3/U1 = T 2
1 − 1, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

T3

2α log2(T3/2 + 2)
≥ T1(T

2
1 − 3)

2(T 2
1 − 1) log2(T1(T 2

1 − 3)/2 + 2)
.

Ïðè T1 ≥ 30 ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà áîëüøå 1, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ëèøü êî-
íå÷íîå ÷èñëî äèñêðèìèíàíòîâ, à èìåííî D = 5, 21, 77, 13, 165, 221, 285, 357, 437, 69, 29, 93.
Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî T3/(2

α log2(T3/2+2)) > 1 äëÿ âñåõ óêàçàííûõ äèñêðèìè-
íàíòîâ, êðîìå D = 5. Äëÿ D = 5 âû÷èñëèì ν2(T6, N1) è ν (T3, N1) íåïîñðåäñòâåííî ïî
ôîðìóëàì (2.4) è (2.5). Ïîëó÷àåì (T3, U3) = (18, 23) è (T6, U6) = (322, 24 ·32). Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî åñëè 3 | N1, òî ν (T3, N1) = 0 è ν2(T6, N1) =

2
7ν (T3, N1) >

2
11ν (T3, N1) � â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåìàÿ îöåíêà äîêàçàíà.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäëîæåíèÿ 3.3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 2α ≥ s, ïîñêîëüêó â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå ν (L,N) = 0. Çàïèøåì (2.19) â âèäå

ν (L,N) = (p[s/2] + p[(s−1)/2])ν (L,N1)− r(p, s, α)ν (L,N1) +R(L,N),

ãäå

r(p, s, α) =
(p[s/2] + p[(s−1)/2])(p[(s+1)/2] + p[s/2] − 2)

pα+1 + pα − 2
.

Ïîêàæåì, ÷òî ν (L,N1) ≥ R(L,N)/r(p, s, α), îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü îöåíêà (3.7). Äëÿ
ν (Tk, N1) èñïîëüçóåì ðàçáèåíèå (2.8) è ïîëó÷àåì

νp(Tk, N1) = ν (Tk, N1)−
pα0+γ+1 + pα0+γ − p− 1

pα0+γ+1 + pα0+γ − 2

∑
l|m0

(l,m1)=1

1

l
ν (Tk

l
, N1)

− pα0+γ+1 − pα0+γ−1

pα0+γ+1 + pα0+γ − 2

γ∑
i=1

 1

pi
νp(T k

pi
, N1) +

∑
l|m0,l>1
(l,m1)=1

1

lpi
ν (T k

lpi
, N1)

 . (3.8)

Äëÿ ν (L,N1) âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3.8) ïðè γ = α − α0. Òîãäà ðàçíîñòü ν (L,N1) −
R(L,N)/r(p, s, α) çàïèøåòñÿ â âèäå(

pα+1 + pα − p− 1

p− 1
− δ(p, s, α)

r(p, s, α)

) ∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

k
ν (Tm

k
, N1)

+

(
pα + pα−1 − η2(p, s, α)

r(p, s, α)

) α−α0∑
i=1

∑
k|m0,k>1
(k,m1)=1

1

kpi
ν (T m

kpi
, N1) +

{
(pα + pα−1)×

α−α0∑
i=1

1

pi
νp(Tm

pi
, N1) +

pα+1 + pα − 2

p− 1
νp(Tm, N1)−

η2(p, s, α)

r(p, s, α)

α−α0∑
i=1

1

pi
ν (Tm

pi
, N1)

}
. (3.9)

Ïîêàæåì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïåðåä ñóììàìè è âûðàæåíèå â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ íåîòðèöà-
òåëüíû. Ïîñêîëüêó

(pα+1 + pα − p− 1)r(p, s, α)

(p− 1)δ(p, s, α)
=

(pα+1 + pα − p− 1)(p[(s+1)/2] + p[s/2] − 2)

(pα+1 + pα − p[(s+1)/2] − p[s/2])(p− 1)
≥ 1,
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òî ïåðâûé êîýôôèöèåíò íåîòðèöàòåëåí è ðàâåí íóëþ ïðè s = 1.

(pα + pα−1)r(p, s, α)

η2(p, s, α)
=


pα + pα−1 − 2

p− 1
≥ 1, åñëè 2α > s;

2(p+ 1)(ps/2 − 1)

p2 − p
> 2, åñëè 2α = s,

è ñëåäîâàòåëüíî, âòîðîé êîýôôèöèåíò òàêæå íåîòðèöàòåëåí è îáðàùàåòñÿ â íóëü ïðè
α = s = 1. Äëÿ îöåíêè ïîñëåäíåãî ñëàãàåìîãî èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî ëåììû 3.2. Èç íåãî
ñëåäóåò, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå íå ìåíüøå(

pα−1(pα+1 + pα − 2)

pα + pα−1 − 2
− η2(p, s, α)

r(p, s, α)

)
1

p
ν (Tm

p
, N1)

+

α−α0∑
i=2

(
pα−i(pα+1 − pα−1)

pα−i+1 + pα−i − 2
− η2(p, s, α)

r(p, s, α)

)
1

pi
ν (Tm

pi
, N1).

Â ïîëó÷åííîé ñóììå íàèìåíüøèì ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ïðè ν (Tm
p
, N1)/p, è äëÿ íåãî,

ó÷èòûâàÿ, ÷òî α ≥ 2, ïîëó÷àåì îöåíêó

pα−1(pα+1 + pα − 2)r(p, s, α)

(pα + pα−1 − 2)η2(p, s, α)
=


pα+1 + pα − 2

p2 − 1
> pα−1, åñëè 2α > s;

2(pα − 1)(pα+1 + pα − 2)

(p2 − p)(pα + pα−1 − 2)
> 2p, åñëè 2α = s,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî.
Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé p | D.
Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü p | D, òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà (3.7).

Ëåììà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 3.4 è pm0 | m, òîãäà

νp(Tm, N1) ≥
pα−1 − pα−2

pα − 1
ν (Tm

p
, N1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé m0 = 1. Èç (3.2) ñëåäóåò îöåíêà

νp(Tm, N1) ≥

(
Um

pUm
p

− 1

)
α−α0∑
i=1

1

pi
νp(Tm

pi
, N1). (3.10)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (2.35) ïðè γ = α− α0 − 1 ïîëó÷àåì

ν (Tm
p
, N1) =

pα − 1

p− 1
νp(Tm

p
, N1) + pα

α−α0∑
i=2

1

pi
νp(Tm

pi
, N1). (3.11)

Òîãäà

p νp(Tm, N1)−
pα − pα−1

pα − 1
ν (Tm

p
, N1) ≥

(
Um

Um
p

− pα − p

)
α−α0∑
i=1

1

pi
νp(Tm

pi
, N1). (3.12)

Êîýôôèöèåíò ïåðåä ñóììîé â (3.12), êàê ïîêàçàíî â ëåììå 3.1, íåîòðèöàòåëåí, è ñëåäîâà-
òåëüíî, ëåììà 3.3 âåðíà ïðè m0 = 1. Ïóñòü m0 = p. Â ýòîì ñëó÷àå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (3.10)
è (3.11) ïîÿâëÿåòñÿ ïî îäíîìó äîïîëíèòåëüíîìó ñëàãàåìîìó, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ â
(3.12) ñëåäóþùåãî ñëàãàåìîãî: Um

Um
p
log2(

Um
pUm

p

+ 2)
− pα

 1

pα−α0+1
ν (T m

pα−α0+1
, N1).
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Â ëåììå 3.1 ïîêàçàíî, ÷òî ïåðâûé ñîìíîæèòåëü ïîëîæèòåëåí ïðè p ̸= 2. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ
ðàññìîòðåòü òîëüêî ñëó÷àé p = 2, m0 = 2. Ïðåäñòàâèì m â âèäå m = 2α−α0+1m1. Òîãäà
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Tm
2

2α log2(Tm
2
/2 + 2)

≥ T
m
2
−2

1

2α−α0 m
2 log2 T1

. (3.13)

Ïðàâàÿ ÷àñòü (3.13), î÷åâèäíî, åñòü âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ m1 è α. Ïðè m1 = 3 è α =
α0 + 1 ïðàâàÿ ÷àñòü (3.13) áîëüøå 1, ïîýòîìó îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m1 = 1. Ïóñòü
m = 8. Äëÿ ïàðû (T1, U1) = (8, 1), êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò D = 60, ïðàâàÿ ÷àñòü (3.13)
áîëüøå 1, è ñëåäîâàòåëüíî, ýòî âåðíî äëÿ âñåõ T1 > 8. Äëÿ ïàðû (T1, U1) = (4, 1), êîòîðîé
ñîîòâåòñòâóåò D = 12, ïîëó÷àåì α = 4, T4 = 174, è çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü (3.13) áîëüøå
1. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé m = 4. Ïðè T1 ≥ 16 ïðàâàÿ ÷àñòü (3.13) áîëüøå 1, à
ïðè T1 = 12 ïîëó÷àåì α = 3, T2 = 142, è ñëåäîâàòåëüíî, ëåâàÿ ÷àñòü (3.13) áîëüøå 1.
Äëÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ äèñêðèìèíàíòîâ D = 12, 60 ëåâàÿ ÷àñòü (3.13) ìåíüøå 1, è äëÿ íèõ
ν2(T4, N1) è ν (T2, N1) âû÷èñëèì íåïîñðåäñòâåííî ïî ôîðìóëàì (2.5) è (2.4). Åñëè D = 60, òî
U4 = 24 ·31, U2 = 23. Òîãäà åñëè 31 | N1, òî ν (T2, N1) = 0, ïîñêîëüêó

(
D
31

)
= −1. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïîëó÷àåì ν2(T4, N1) =
30
14ν (T2, N1) >

4
15ν (T2, N1). Åñëè D = 12, òî U4 = 23 · 7, U2 =

22. Åñëè 7 | N1, òî òàêæå ν (T2, N1) = 0, èíà÷å ν2(T4, N1) = ν (T2, N1) >
2
7ν (T2, N1).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î Ïðåäëîæåíèÿ 3.4. ν (L,N) = 0 ïðè α < [s/2], ïîýòîìó äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî α ≥ [s/2]. Ïðè ýòîì óñëîâèè ν (L,N) = (p[s/2] + p[(s−1)/2])ν (L,N1) −
r(p, s, α)ν (L,N1) +R(L,N), ãäå

r(p, s, α) =
(p[s/2] + p[(s−1)/2])(p[(s+1)/2] + p[s/2] − 2)

2(pα+1 − 1)

è R(L,N) åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ν (Tm

pi
, N1)/p

i. Ïîêàæåì, ÷òî ν (L,N1) ≥ R(L,N)/

r(p, s, α). Ïîñêîëüêó R(L,N) èìååò ðàçëè÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå â çàâèñèìîñòè
îò óñëîâèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò α, s è m0, òî íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü 4 ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àÿ.
1. α = 0, s = 1.
Òîãäà ν (L,N) = ν (L,N1), è (3.7) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûïîëíÿåòñÿ.
2. m0 = p, α = α0, s = 1.
Â ýòîì ñëó÷àå R(L,N) îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.23), à ν (L,N1), ñîãëàñíî (2.33), èìååò âèä

ν (L,N1) =
pα+1 − 1

p− 1
νp(L,N1) +

pα − 1

p− 1
ν (Tm

p
, N1).

Îòñþäà ïîëó÷àåì îöåíêó

ν (L,N1)−
R(L,N)

r(p, s, α)
≥
(
pα − 1

p− 1
− pα − 1

(pα+1 − 1)r(p, s, α)

)
ν (Tm

p
, N1) = 0.

3. m0 = p, α = α0, s > 1.
Â ýòîì ñëó÷àå R(L,N) îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.24), à ν (L,N1) èìååò òîò æå âèä, ÷òî è â ïðåäû-
äóùåì ñëó÷àå, ïîýòîìó

ν (L,N1)−
R(L,N)

r(p, s, α)
≥
(
pα − 1

p− 1
− δ(p, s, α)

p r(p, s, α)

)
ν (Tm

p
, N1)

è
p(pα − 1)r(p, s, α)

(p− 1)δ(p, s, α)
=

(pα − 1)(p[(s+1)/2] + p[s/2] − 2)

(p− 1)(2pα − p[(s−1)/2] − p[(s−2)/2])
≥ 1.
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4. m0 = 1 èëè m0 = p è α > α0.
Â ýòîì ñëó÷àå R(L,N) îïðåäåëÿåòñÿ èç (2.25), à ôîðìóëà äëÿ ν (L,N1) ñëåäóåò èç (2.35)
ïðè γ = α− α0 è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

ν (Tm, N1) =
pα+1 − 1

p− 1
νp(Tm, N1) + pα

β∑
i=1

1

pi
νp(Tm

pi
, N1).

Ñîãëàñíî ëåììå 3.3 ïîëó÷àåì

νp(Tm

pi
, N1) ≥

pα−i − pα−i−1

pα−i+1 − p
ν (T m

pi+1
, N1)

äëÿ i ≤ β − 1 ïðè m0 = 1 è äëÿ i ≤ β − 2 ïðè m0 = p, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå νp(T m

pβ
, N1) =

ν (T m

pβ
, N1). Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

ν (Tm, N1) ≥
p2α − pα−1

pα − 1

1

p
ν (Tm

p
, N1) +

β−1∑
i=2

pα(pα−i+1 − pα−i)

pα−i+1 − 1

1

pi
ν (Tm

pi
, N1)

+


pα

1

pβ
ν (T m

pβ
, N1), åñëè m0 = p;

pα(pα−β+1 − pα−β)

pα−β+1 − 1

1

pβ
ν (T m

pβ
, N1), åñëè m0 = 1.

Â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ν (Tm

pi
, N1)/p

i, íàè-

ìåíüøèì ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ñ èíäåêñîì i = 2 (çäåñü ñëåäóåò ó÷åñòü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå
α ≥ 2). Òîãäà ïîëó÷àåì îöåíêó

ν (L,N1)−
R(L,N)

r(p, s, α)
≥
(
p2α−1 − p2α−2

pα−1 − 1
− η3(p, s, α)

r(p, s, α)

) β∑
i=1

1

pi
ν (Tm

pi
, N1).

Êîýôôèöèåíò ïåðåä ñóììîé íåîòðèöàòåëåí, ïîñêîëüêó

(p2α−1 − p2α−2)r(p, s, α)

(pα−1 − 1)η3(p, s, α)
=


(pα−1 − pα−2)(pα − 1)

(p− 1)(pα−1 − 1)
> p+ 1, åñëè 2α > s− 1;

pα−2(pα+1 + pα − 2)

pα−1 − 1
> p2, åñëè 2α = s− 1,

÷òî â ðåçóëüòàòå è ïðèâîäèò ê îöåíêå (3.7)
Èç ïðåäëîæåíèé 3.2, 3.3 è 3.4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò òåîðåìà 2, à èç ñëåäñòâèÿ 2.1

ïðåäëîæåíèÿ 2.4 è îöåíêè (3.7) ïîëó÷àåì òåîðåìó 3.

4. ×èñëåííûe ýêñïåðèìåíòû ïî îöåíêå îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â

àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ B(L,N).

Â ðàáîòå [7] äëÿ êîíãðóýíö-ïîäãðóïï ìîäóëÿðíîé ãðóïïû ïîëó÷åíî ñòåïåííîå ïîíèæåíèå
îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëå (1.4):

Ψ(X) = X +
∑

0<κj<1/2

X1/2+κj

1/2 + κj
+ON (X7/10+ε). (4.1)
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Òîãäà â ñèëó (4.1) ∑
L≤X

B(L,N) = X +
∑

0<κj<1/2

X2κj

2κj
+ON (X2/5+ε). (4.2)

Ñëåäñòâèå 2 òåîðåìû 1 äàåò ðàâíîìåðíóþ ïî L îöåíêó îòíîøåíèÿ B(L,N)/B(L, 1), ïîýòî-
ìó ïîðÿäîê ðîñòà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà â (4.2) ïî óðîâíþ N îöåíèâàåòñÿ âåëè÷èíîé A(N) (ñì
(1.9)), è ýòà îöåíêà òî÷íà. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 4. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêîâ èñòèííûé
ïîðÿäîê ðîñòà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ïî X? Â ðàáîòå àâòîðîâ [1] äëÿ ÷èñëà êëàññîâ ν(L, 1)
ïîëó÷åíà îöåíêà ν(L, 1) ≪ L lnL, îäíàêî, ïî-âèäèìîìó, òî÷íàÿ îöåíêà ν(L, 1) ≪ L. Òî-
ãäà äëÿ B(L, 1) áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà B(L, 1) ≪ lnL è, â ñèëó ñëåäñòâèÿ 2 òåîðåìû
1, B(L,N) ≪ A(N) lnL. Ìû ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó î òîì, ÷òî îñòàòî÷íûé ÷ëåí ïî âåëè÷èíå
íå ïðåâîñõîäèò ïåðâîå îòáðîøåííîå ñëàãàåìîå, óìíîæåííîå íà íåêîòîðóþ àáñîëþòíóþ êîí-
ñòàíòó. Ïîýòîìó äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:

R(X,N) =

∑
L≤X B(L,N)−X

A(N) lnX
.

B(L, 1) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

B(L, 1) =
log((L+

√
L2 − 4)/2)√

L2 − 4

h(D)

m

∑
q|Q

q
∏
p|q

(
1− j(D, p)

1

p

)
,

à B(L,N) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå

B(L,N) =
∏
pi|N

δ(pi, si, αi)B(L, 1).

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðèâåäåíû â ãðàôè÷åñêîé ôîðìå. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ L ≤ 21000.
Íà ïåðâîì ðèñóíêå èçîáðàæåíî ïîëå çíà÷åíèé B(L, 1), íà ïîñëåäóþùèõ � ãðàôèêè ôóíê-
öèé R(X,N) äëÿ çíà÷åíèé N = 1, 5051, 10039, 6300 = 2232527. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé
ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðîâåðÿåìîé ãèïîòåçîé.

5000 10000 15000 20000
L
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2
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ABSTRACT

An arithmetical forms of Selberg's trace formula and Selberg's zeta-function for the

congruence subgroup Γ0(N), explicit expression for the number of classes of primitive

hyperbolic elements in the congruence subgroup level N in terms of the number of

classes of primitive elements in the congruence subgroup level N1 = N/P i, (N,N1) =

1 and sharp upper bound of the number classes by level N are obtained.

Key words: congruence subgroup of modular group, classes of primitive hyperbolic

elements, Pell's equation, Selberg's trace formula.


