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Äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû ÷àñòèö ïîêàçàíî, ÷òî âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà íåå èçìåíÿåò

òèï è ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïîòåíöèàëà ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìîëåêóëÿðíàÿ äèíàìèêà, ïîòåíöèàë ëåííàðä-äæîíñîâñêîãî òèïà, êðè-

òè÷åñêèå òî÷êè

Ââåäåíèå

Áóðíîå ðàçâèòèå êîìïüþòåðíîé òåõíèêè çà ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå ïîçâîëèëî èññëåäîâà-
òåëÿì ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ ðåàëèçîâàòü ìíîãèå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðèðîäíûõ è òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îòíîñèòñÿ ê ìåòîäó
ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Â ñîîòâåòñòâèè ñ åãî îáùåé èäååé èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü âçàèìîäåéñòâóþùèõ ÷àñòèö. Äëÿ íèõ ôîðìóëèðóþòñÿ äèíàìè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ, íà îñíîâå êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííûé ðàñ÷åò òðàåêòîðèé ÷àñòèö.
Ïåðåõîä îò ìèêðîõàðàêòåðèñòèê (êîîðäèíàòû è ñêîðîñòè ÷àñòèö) ê ìàêðîâåëè÷èíàì, îïðå-
äåëÿþùèì ïîâåäåíèå ñèñòåìû â öåëîì, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì óñðåäíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ
ìèêðîñêîïè÷åñêèõ àíàëîãîâ (ñì, íàïðèìåð, [1�3]).

Îïûò ðåàëèçàöèè ìåòîäà ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè ïîêàçàë, ÷òî îòäåëüíîé çàäà÷åé ÿâ-
ëÿåòñÿ âûáîð ïîòåíöèàëà âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö. Ìíîãèå èññëåäîâàòåëè èñïîëüçóþò ïî-
òåíöèàë ëåííàðä-äæîíñîâñêîãî òèïà äëÿ îïèñàíèÿ ïàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö. Ìîëå-
êóëÿðíûå öåïî÷êè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ ïîâåäåíèÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ïðîÿâëåíèå êîëëåêòèâíûõ ýôôåêòîâ. Ïîñêîëüêó îò ñâîéñòâ ïîòåíöè-
àëà çàâèñèò ñòðóêòóðà ôàçîâûõ òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, òî èçó÷åíèå õàðàêòå-
ðèñòèê ïîòåíöèàëà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ¾êèðïè÷èêîâ¿ ïðè àíàëèçå êîëëåêòèâíûõ ýôôåêòîâ
ïîâåäåíèÿ.

Â ðàìêàõ îáùåãî ïîäõîäà òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [4] çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòó-
ðû ïîòåíöèàëà ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ îòëè÷èÿ åãî òîïîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ
îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ïàðíîãî ïîòåíöèàëà. Â íàøåé ðàáîòå ýòà çàäà÷à ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû ÷àñòèö. Äëÿ íåå ïîêàçàíî, ÷òî âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó
èçìåíÿåò òèï è ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïîòåíöèàëà ñèñòåìû.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ñèñòåìó ÷àñòèö, ïîëîæåíèå êàæäîé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçó-
åòñÿ êîîðäèíàòîé xi. Ïóñòü äâèæåíèå ñèñòåìû îãðàíè÷åíî ñëåâà ñòåíêîé, à âçàèìîäåéñòâèå
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Ðèñ. 1. Ïîòåíöèàë ëåííàðä-äæîíñîâñêîãî òèïà V (x).

ïåðâîé ÷àñòèöû ñ íåé îïðåäåëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì V (x1). Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó ÷àñòèöàìè
äàåòñÿ ïàðíûì ïîòåíöèàëîì V (xi−xi−1), à ïîñëåäíÿÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî èçâåñòíîìó çà-
êîíó: xn+1 = L(t). C òî÷êè çðåíèÿ ôèçèêè ïàðàìåòð L = L(t) çàäàåò äëèíó ìàòåðèàëüíîãî
îáðàçöà è èçìåíÿåòñÿ â íåêîòîðîì èíòåðâàëå [L0, L1], òîãäà çíà÷åíèÿ L0, L1 ìîæíî èíòåð-
ïðåòèðîâàòü êàê äëèíó â íà÷àëüíûé ìîìåíò è â êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè ñîîòâåòñòâåííî
ïðè íåêîòîðîì ìåõàíè÷åñêîì âîçäåéñòâèè íà ìàòåðèàë. Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû
÷àñòèö ðàâíà

Wn(x1, . . . , xn) = V (x1) +

n−1∑
i=1

V (xi+1 − xi) + V (L(t)− xn). (1)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî V (x) ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëîì ëåííàðä-äæîíñîâñêîãî òèïà. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî îí èìååò åäèíñòâåííóþ íåâûðîæäåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà a > 0 è íåâûðîæäåííóþ
òî÷êó ïåðåãèáà b > a, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû óñëîâèÿ

∂V (x)

∂x

∣∣∣
x=a

= 0,
∂2V (x)

∂x2

∣∣∣
x=a

> 0,
∂2V (x)

∂x2

∣∣∣
x=b

= 0,
∂3V (x)

∂x3

∣∣∣
x=b

̸= 0. (2)

Âåëè÷èíû V (a), V (b) < 0; íà èíòåðâàëå (0, a) ôóíêöèÿ V (x) ìîíîòîííî óáûâàåò, ïðè
ýòîì V (x) → +∞ äëÿ x → +0, ÷òî îçíà÷àåò íàëè÷èå îòòàëêèâàíèÿ â ñèñòåìå. Íà èíòåðâàëå
(b,+∞) ôóíêöèÿ V (x) ìîíîòîííî ðàñòåò, à ïîòåíöèàë V (x) → −0 ïðè x → +∞ (Ðèñ. 1).

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîòåíöèàëàWn(x1, . . . , xn) îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâ-
íåíèé

V I(x1) = V I(x2 − x1),

V I(xi+1 − xi) = V I(xi+2 − xi+1), i = 1, . . . , n− 3, (3)

V I(xn − xn−1) = V I(L− xn),

ãäå çíàê ¾I¿ îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî àðãóìåíòó ôóíêöèè. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ìå-
õàíèêè ñîîòíîøåíèÿ (3) îçíà÷àþò, ÷òî ìîëåêóëÿðíàÿ öåïî÷êà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè ðàâ-
íîâåñèÿ. Íàáîð ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé çàâèñèò îò âûáîðà âíåøíåãî ïàðàìåòðà L. Åñëè
L = (n + 1)a, òî ïðè x1 = a è xi−1 − xi = a âñå ïðîèçâîäíûå â (3) ðàâíû íóëþ, à ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, êàê ñëåäóåò èç (2), ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé. Òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì; ïîëó÷åííûé íàáîð òî÷åê
íàçîâåì îñíîâíûì. Ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ L íàáîð ðàâíîâåñèé îïðåäåëÿåòñÿ êîíêóðåíöèåé

75



Ðèñ. 2. Ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïîòåíöèàëà V (x).

âõîäÿùèõ â ïðàâóþ ÷àñòü (1) âêëàäîâ, ðåçóëüòèðóþùåå äåéñòâèå êîòîðûõ çàâèñèò êàê îò
âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö, òàê è âíåøíåãî ïàðàìåòðà L.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â îïèñàíèè êðèòè÷å-
ñêèõ òî÷åê ïîòåíöèàëà Wn(x1, . . . , xn) â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà L. Â íàøåé ðàáîòå îíà
ðåøåíà äëÿ ñëó÷àåâ n = 1, 2.

2. Îäíî÷àñòè÷íûé ïîòåíöèàë

Èç (1) ñëåäóåò, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îäíîé ÷àñòèöû äàåòñÿ ôîðìóëîé

W1(x1) = V (x1) + V (L− x1). (4)

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà x1 = x0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

V I(x0) = V I(L− x0). (5)

ßñíî, ÷òî óðàâíåíèþ (5) âñåãäà ìîæíî óäîâëåòâîðèòü ïðè x0 = L/2. ×òîáû îïðåäåëèòü
òèï êðèòè÷åñêîé òî÷êè, ïðîäèôôåðåíöèðóåì (4) äâàæäû è ïîëàãàåì x1 = x0 = L/2, òîãäà
W II

1 (L/2) = 2V II(L/2). Îòñþäà è èç (2) ñëåäóåò, ÷òî ïðè L/2 < b òî÷êà x0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà W1, à ïðè L/2 > b � òî÷êîé åãî ìàêñèìóìà.

×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ î íàëè÷èè äðóãèõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (5), ðàññìîòðèì ïîâå-
äåíèå ïðîèçâîäíîé V I(x) (Ðèñ. 2). Íèæå óðîâíÿ V I(b) ïðîâåäåì ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ îñè
x. Îòñþäà âèäíî, ÷òî ãðàôèê V I(x) ïåðåñåêàåòñÿ ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé â äâóõ òî÷êàõ c,
d. Îáîçíà÷èì d − c = α > 0, òîãäà óðàâíåíèå (5) èìååò äâà ðåøåíèÿ � x01, x02, êîòîðûå
ìîæíî íàéòè èç ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé: L − 2x01 = α, 2x02 − L = α, � ò.å. ýòè ðåøåíèÿ
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî òî÷êè L/2. Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå õîòÿ áû îäíîãî ðå-
øåíèÿ óðàâíåíèÿ (5) àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ âòîðîãî ðåøåíèÿ. ×òîáû â ýòîì
óáåäèòüñÿ, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ñèììåòðèþ ïîòåíöèàëà W1(x1) îòíîñèòåëüíî òî÷êè L/2. Ñ
ýòîé öåëüþ ïåðåéäåì â (4) ê ïåðåìåííîé t = L/2−x1, òîãäàW1(x1) = V (L/2−t)+V (L/2+t)
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé ïðè çàìåíå t → −t.

Ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå: äîïîëíèòåëüíûå ïî ñðàâíåíèþ ñ x0 êðèòè÷åñêèå òî÷êè x01,
x02 äëÿ ïîòåíöèàëà (4) ñóùåñòâóþò ïðè óñëîâèè L/2 > b è ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà.

Äåéñòâèòåëüíî, âûøå áûëî óêàçàíî, ÷òî ïðè L/2 > b â òî÷êå x0 ïîòåíöèàë (4) äîñòèãàåò
ìàêñèìóìà. Ïðè x1 → +0 è x1 → L− 0 ôóíêöèÿ W1(x1) → +∞ , òîãäà, â ñèëó ñâîåé íåïðå-
ðûâíîñòè è ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî òî÷êè L/2, îíà èìååò íå ìåíåå äâóõ òî÷åê ìèíèìóìà.
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Ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè, òî äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå (5).
Îäíàêî âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïàðàìåòðèçóþòñÿ íàáîðîì x0, x01, x02. Òàêèì îáðàçîì, x01,
x02 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà.

Â îêðåñòíîñòè òî÷êè L/2 çíà÷åíèå α ìîæíî îöåíèòü, èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèÿ.
Ïóñòü |α| ≪ L , òîãäà ðàçëîæèì V I(L/2±α/2) â ðÿä Òåéëîðà âïëîòü äî ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà
ïî α âêëþ÷èòåëüíî:

V I(L/2± α/2) =

= V I(L/2)± α

2
V II(L/2) +

1

2!

(α
2

)2
V III(L/2)± 1

3!

(α
2

)3
V IV (L/2) +

1

4!

(α
3

)4
V V (L/2) + · · ·

Îòñþäà è èç (4) ñðàçó èìååì

W I
1 (x01) = V I(L/2− α/2)− V I(L/2 + α/2) = −αV II(L/2)− 2

3!

(α
3

)3
V IV (L/2) = 0,

W I
1 (x02) = −W I

1 (x01).

Ðåøåíèå ïåðâîãî óðàâíåíèÿ äàåòñÿ ôîðìóëàìè

α = 0, α = 2

√
−3V II(L/2)

V IV (L/2)
. (6)

Ïîñêîëüêó L/2 > b, òî çíàê V II(L/2), V IV (L/2) ìîæíî óêàçàòü íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêîãî
ðàññìîòðåíèÿ ïîâåäåíèÿ ôóíêöèè V (x) (Ðèñ. 3): V II(L/2) < 0, V IV (L/2) > 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ïðàâàÿ ÷àñòü ñîîòíîøåíèÿ (6) ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé.

Òàêèì îáðàçîì, îäíî÷àñòè÷íûé ïîòåíöèàë, èìåþùèé ñíà÷àëà îäíó òî÷êó ìèíèìóìà,
ïåðåñòðàèâàåòñÿ, åñëè çíà÷åíèå âíåøíåãî ïàðàìåòðà L > 2b. Òîãäà ïîÿâëÿþòñÿ òðè êðèòè-
÷åñêèõ òî÷êè: äâå óñòîé÷èâûõ òî÷êè ìèíèìóìà è íåóñòîé÷èâàÿ òî÷êà ìàêñèìóìà.

3. Äâóõ÷àñòè÷íûé ïîòåíöèàë

Äâóõ÷àñòè÷íûé ïîòåíöèàë, êàê ñëåäóåò èç (1), èìååò âèä

W2(x1, x2) = V (x1) + V (x2 − x1) + V (L− x2).

Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì

y = x1 −
L

3
, z = x2 −

2

3
L, (7)

òîãäà W2 = V (L/3 + y) + V (L/3 + z − y) + V (L/3− z). Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ïîòåíöèàëà W2

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
∂W2

∂y
= 0,

∂W2

∂z
= 0, (8)

êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì

V I(L/3 + y) = V I(L/3 + z − y), V I(L/3 + z − y) = V I(L/3− z). (9)

ßñíî, ÷òî ðåøåíèå y = z = 0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (9) òîæäåñòâåííî, òîãäà êðèòè÷åñêàÿ
òî÷êà ïîòåíöèàëà W2 èìååò êîîðäèíàòû (L/3, L/3) (ñëó÷àé 0). ×òîáû âûÿñíèòü òèï êðè-
òè÷åñêîé òî÷êè, íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü ñïåêòð ìàòðèöû âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ:

B =

∥∥∥∥∥∥∥∥
∂2W2

∂y2
∂2W2

∂y∂z

∂2W2

∂y∂z

∂2W2

∂z2

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (10)
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à) á)

â)

Ðèñ. 3. Ïîòåíöèàë V (x): à) âòîðàÿ, á) òðåòüÿ è â) ÷åòâåðòàÿ ïðîèçâîäíûå.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî íàìè ñëó÷àÿ ìàòðèöà (10) èìååò âèä

B =

∥∥∥∥∥ 2V II(L/3) −V II(L/3)

−V II(L/3) 2V II(L/3)

∥∥∥∥∥ .
Åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ðàâíû

λ1 = V II(L/3), λ2 = 3V II(L/3).

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà (2) ïîòåíöèàëà V (x), èìååì òî, ÷òî ïðè L/3 < b êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ïîòåíöèàëà, à ïðè L/3 > b êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà îáåñïå÷èâàåò
ïîòåíöèàëó ìàêñèìóì. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâåå òî÷êè L/3 > b ïîòåíöèàë W2 èñïûòûâàåò ïå-
ðåñòðîéêó, ïðèâîäÿùóþ ê èçìåíåíèþ õàðàêòåðà êðèòè÷åñêîé òî÷êè, à çíà÷èò, ê ïîÿâëåíèþ
äîïîëíèòåëüíûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Ïîñòðîåíèå äðóãèõ ðåøåíèé ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (9) ìîæíî ñâåñòè ê
ïàðàìåòðè÷åñêîìó ïðîèçâîëó ïî àíàëîãèè ñ òåì, êàê ýòî ñäåëàíî äëÿ îäíî÷àñòè÷íîãî ïî-
òåíöèàëà. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðèòü îäíîìó èç ñîîòíîøåíèé (9).
ßñíî, ÷òî ýòî äîñòèãàåòñÿ ïðè ñîâïàäåíèè â íåì ôóíêöèîíàëüíûõ àðãóìåíòîâ. Íåçàâèñè-
ìûé íàáîð ñîîòíîøåíèé, îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíåíèå ýòîãî óñëîâèÿ, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

y = 2z, z = 2y, y = −z.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè y = 2z, òî âòîðîå óðàâíåíèå â (9) óäîâëåòâîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî (ñëó-
÷àé A). Åñëè z = 2y, òî ïåðâîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî (ñëó÷àé B). Åñëè
z = −y, òî óðàâíåíèÿ â (9) ñîâïàäàþò (ñëó÷àé C).

Äëÿ êàæäîãî èç ñëó÷àåâ èññëåäóåì íà çíàêîîïðåäåëåííîñòü ñïåêòð ìàòðèöû âòîðûõ
ïðîèçâîäíûõ (10).

Â ñëó÷àå A ìàòðèöà BA èìååò âèä

BA =

(
a+ b −a
−a 2a

)
,

ãäå a = V II(L/3 − z), b = V II(L/3 + 2z). Cîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäàþòñÿ
ôîðìóëîé

λ1,2 =
3a+ b±

√
(3a+ b)2 − 4(a2 + 2ab)

2
. (11)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà V (x) íåëüçÿ ïîëó÷èòü îáùóþ ôîðìóëó äëÿ êðèòè÷åñêèõ
òî÷åê, ïîýòîìó ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñïåöèôèêîé çàäà÷è. Ïîñêîëüêó ïðàâåå òî÷êè L/3 > b
ïîòåíöèàë W2 èñïûòûâàåò ïåðåñòðîéêó, òî ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà â îêðåñòíîñòè òî÷êè L/3
ìîæíî èññëåäîâàòü, èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíóþ òåîðèþ âîçìóùåíèé. Ïóñòü |2z| ≪ L/3, òîãäà,
îïóñêàÿ ïðîñòûå âû÷èñëåíèÿ, èìååì

W2 = V (L/3 + 2z) + 2V (L/3− z) ∼= 3V + z2
(
3V II + zV III +

3

4
z2V IV

)
, (12)

ãäå ïîòåíöèàë V è åãî ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå L/3. Äëÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè
ñïðàâåäëèâî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (8), êîòîðîå ñ ó÷åòîì (12) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

z2V IV + zV III + 2V II = 0. (13)

Êîðíè z1,2 ýòîãî óðàâíåíèÿ ðàâíû

z1,2 =
−V III ±

√
D

2V IV
, D =

(
V III

)2 − 8V IIV IV . (14)

Èñïîëüçóÿ òåîðèþ âîçìóùåíèé è óðàâíåíèå (13), âû÷èñëèì âåëè÷èíû a, b:

a = −3

2
V IIIz, b = −3V II . (15)

Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî â ìàëîé îêðåñòíîñòè L/3 > b ïðîèçâîäíûå V II < 0, V III < 0, V IV > 0.
Ó÷èòûâàÿ ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà, èìååì D > 0, z1 > 0, z2 < 0 â (14), ïðè ýòîì ïàðàìåòð
a > 0 äëÿ z1, a < 0 äëÿ z2, à ïàðàìåòð b > 0. Òîãäà ÿñíî, ÷òî

a+ 2b = −3

2
V IIIz − 6V II = −3V II +

3

2
z2V IV (16)

è ïðàâàÿ ÷àñòü â (16) áîëüøå íóëÿ. Ïîñêîëüêó λ1λ2 = a(a+2b), òî λ1, λ2 èìåþò îäèí çíàê,
åñëè a > 0, è ðàçíûå çíàêè � ïðè a < 0.

Ðàññìîòðèì λ1, λ2 (11). Ïóñòü a > 0, òîãäà 3a + b > 0. Åñëè äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå
ïîä êîðíåì â (11) íåîòðèöàòåëüíî, òî λ1,2 > 0. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî âûðàæåíèå ðàâíî

(3a+ b)2 − 4a(a+ 2b) = 5a2 − 2ab+ b2.

Îíî íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùèé
äèñêðèìèíàíò ìåíüøå íóëÿ:

4a2 − 20a2 = −16a2 < 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a > 0 êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì, à ïðè a < 0 � êðèòè-
÷åñêîé òî÷êîé òèïà ¾ñåäëî¿. Âû÷èñëèì ïîòåíöèàë â êðèòè÷åñêîé òî÷êå: ïîäñòàâëÿÿ z2V IV

èç (13) â (12), ïîëó÷àåì

W2
∼= 3V + z2

(
3

2
V II +

z

4
V III

)
. (17)

Äëÿ ñëó÷àÿ A ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèå äëÿ çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà â òî÷êàõ z1,2:

VA,1 ≡ W2

∣∣∣
z=z1

, VA,2 = W2

∣∣∣
z=z2

. (18)

Èññëåäîâàíèå òèïà êðèòè÷åñêîé òî÷êè äëÿ ñëó÷àÿ B âûïîëíÿåòñÿ ïî ñõåìå, èçëîæåííîé
âûøå. Âû÷èñëÿåì ìàòðèöó âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ:

BB =

∥∥∥∥ 2c −c
−c d+ c

∥∥∥∥ ,
ãäå c = V II(L/3 + y), d = V II(L/3− 2y). Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû äàþòñÿ ôîðìó-
ëàìè

Λ1,2 =
3c+ d±

√
(3c+ d)2 − 4c(c+ 2d)

2
.

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ÷àñòèö îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì W2 = V (L/3 − 2y) +
2V (L/3 + y). Îòñþäà è èç (12) âèäíî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûðàæåíèå äëÿ ýíåð-
ãèè ñëåäóåò èç (12) ñ ïîìîùüþ çàìåíû z → −y. Ó÷èòûâàÿ (8), íàõîäèì óðàâíåíèå äëÿ
êðèòè÷åñêîé òî÷êè:

y2V IV − yV III + 2V II = 0. (19)

Ñðàâíèâàÿ (19) ñ (13), ïîëó÷àåì, ÷òî çíà÷åíèÿ y1,2, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêîé òî÷êå,
äàþòñÿ ôîðìóëàìè y1 = −z2, y2 = −z1. Ïî àíàëîãèè ñ (18) îáîçíà÷èì

VB,1 = W2

∣∣∣
y=y1

, VB,2 = W2

∣∣∣
y=y2

. (20)

Ðàññìîòðèì ñîáñòâåííûå ÷èñëà Λ1, Λ2. Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ óïðîùàþòñÿ, åñëè çà-
ìåòèòü, ÷òî a = c

∣∣
y=−z

, b = d
∣∣
y=−z

, è âûïîëíèòü ñîîòâåòñòâóþùèå çàìåíû â ôîðìóëàõ (15),

(16). Çàòåì ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ðåçóëüòàòàìè ñëó÷àÿ A. Òîãäà Λ1, Λ2 íåîòðèöàòåëüíû,
åñëè c < 0, è èìåþò ðàçíûå çíàêè, åñëè c > 0.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé C. Ìàòðèöà âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ äàåòñÿ ôîðìóëîé

BC =

∥∥∥∥ a+ b −b
−b a+ b

∥∥∥∥ .
Ñîáñòâåííûå ÷èñëà ýòîé ìàòðèöû

µ1 = a+ 2b, µ2 = a.

Âåëè÷èíû a, b âû÷èñëåíû ïðè ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ A. Ëîêàëüíîå ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà
èìååò âèä (12), çíà÷åíèÿ z1,2, ñîîòâåòñòâóþùèå êðèòè÷åñêèì òî÷êàì, îïðåäåëÿþòñÿ èç (14).
Ó÷èòûâàÿ âûïîëíåííûé äëÿ ñëó÷àÿ A àíàëèç, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè a > 0 êðèòè÷å-
ñêàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì, à ïðè a < 0 � êðèòè÷åñêîé òî÷êîé òèïà ¾ñåäëî¿. Ââåäåì
îáîçíà÷åíèå äëÿ ýíåðãèè â ðàññìàòðèâàåìîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå:

VC,1 = W2

∣∣∣
z=z1

, VC,2 = W2

∣∣∣
z=z2

. (21)

80



Ðåçþìèðóÿ âûïîëíåííûå âû÷èñëåíèÿ, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìó-
ìîâ è êðèòè÷åñêèõ òî÷åê òèïà ¾ñåäëî¿ äëÿ ñëó÷àåâ A, B, C. Êîîðäèíàòû òî÷åê õàðàêòåðè-
çóþòñÿ âåëè÷èíàìè z1, z2. Òîãäà ìàðêèðîâêà êàæäîé òî÷êè äàåòñÿ ïàðîé: áóêâàìè (A, B,
C) è ïîðÿäêîâûì íîìåðîì ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ.

Èñïîëüçóÿ (7), çàïèøåì ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîîðäèíàò ýòèõ òî÷åê ìèíèìóìà:

(A, 1) → (L/3 + 2z1, 2L/3 + z1),
(B, 2) → (L/3− z1, 2L/3− 2z1),
(C, 1) → (L/3− z1, 2L/3 + z1).

(22)

Ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû òî÷åê òèïà ¾ñåäëî¿ äàþòñÿ ôîðìóëàìè

(A, 2) → (L/3 + 2z2, 2L/3 + z2),
(B, 1) → (L/3− z2, 2L/3− 2z2),
(C, 2) → (L/3− z2, 2L/3 + z2).

(23)

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (12), (18), (20), (21), òî íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
çíà÷åíèÿ ýíåðãèé, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì (22), (23), ñëåäóþùèå:

WA,1 = WB,2 = WC,1, WA,2 = WB,1 = WC,2.

4. ×èñëåííûé ïðèìåð

Äëÿ èëëþñòðàöèè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåì ÷èñëåííûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ïî-
òåíöèàëà W1 è W2 ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàðíûé ïîòåíöèàë V ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîì Ëåí-
íàðäà � Äæîíñà:

V (x) =

[(a
x

)12
− 2

(a
x

)6
]
.

Äëÿ ïîòåíöèàëà W1 ìû âûáðàëè L = 2a(1 + ε) ≥ 2a. Ïðè ìîíîòîííîì èçìåíåíèè ïà-
ðàìåòðà L ïîëîæåíèå ìèíèìóìà ìîíîòîííî ñìåùàåòñÿ âïðàâî, îñòàâàÿñü â öåíòðå ÿ÷åéêè
x̄1 ≈ a(1 + 0.10868) âïëîòü äî äîñòèæåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ðàñòÿæåíèÿ (Ðèñ. 4). Â
îáëàñòè 2a < L ≤ 2a(1+0.10868) íàáëþäàåòñÿ ôîðìèðîâàíèå ¾ïëàòî¿ ó ôóíêöèè W1, à çíà-
÷åíèå âòîðîé ïðîèçâîäíîé W II

1 áëèçêî ê íóëþ. Äàëüíåéøèé ÷èñëåííûé àíàëèç ïîêàçûâàåò,
÷òî ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ðàñòÿæåíèÿ L∗/2a ≈ 2a(1 + 0.10868), à ïðè L > L∗
âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ W II

1 ìåíÿåò çíàê è ïîòåíöèàë ïåðåñòðàèâàåòñÿ: âìåñòî ìèíèìóìà ïî-
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìóì, îêðóæåííûé äâóìÿ äîïîëíèòåëüíûìè ìèíèìóìàìè.

Äëÿ ïîòåíöèàëà W2 ïàðàìåòð L = 3a(1 + ε). Ôóíêöèÿ W2 èìååò îñíîâíîé ìèíèìóì ïðè
ε = 0. Ïðè óâåëè÷åíèè ε ëèíèè óðîâíÿ äåôîðìèðóþòñÿ, à êîîðäèíàòû óðîâíÿ ñìåùàþòñÿ.
Ñîîòâåòñòâóþùåå ïîâåäåíèå íàáëþäàåòñÿ â îáëàñòè 3a < L < 3a(1 + 0.10868).

Àíàëîãè÷íî ïîâåäåíèþ ïîòåíöèàëà W1 ñóùåñòâóåò êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå L∗ ≈ 3a(1 +
0.10868), ïðè ïðîõîæäåíèè ÷åðåç êîòîðîå èçìåíÿåòñÿ òîïîëîãèÿ ïîòåíöèàëà W2. Ðàñ÷åòû
ïîêàçûâàþò (Ðèñ. 5), ÷òî â öåíòðàëüíîé ÷àñòè êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ñòàíîâèòñÿ òî÷êîé ìàê-
ñèìóìà, â óãëàõ íàõîäÿòñÿ òðè òî÷êè ìèíèìóìà. Ìåæäó òî÷êàìè ìèíèìóìà ðàñïîëîæåíû
òðè òî÷êè òèïà ¾ñåäëî¿.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð áëàãîäàðåí Ê.Â. Êîøåëþ çà îáñóæäåíèå âîïðîñîâ, çàòðîíóòûõ â ðàáîòå, èÞ.Ã. Èç-
ðàèëüñêîìó çà ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû.
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Ðèñ. 4. Ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà W1 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε.

ε = 0.1 ε = 0.108683

ε = 0.15

Ðèñ. 5. Ëèíèè óðîâíÿ ïîòåíöèàëà W2 ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ε.
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ABSTRACT

One-dimensional system of particles is considered. It is shown that an external action
changes type and a number of the critical points of particle system potential.
Key words: molecular dynamics, Lennard � Jones type potential, critical points.


