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Åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ è ñèììåòðèçàöèÿ

â çàäà÷àõ îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè

Ïîñâÿùàåòñÿ Í.Â. Êóçíåöîâó â ñâÿçè ñ 70-ëåòèåì

Åìêîñòíîé ïîäõîä è ñèììåòðèçàöèÿ Øòåéíåðà ïðèìåíÿþòñÿ ê ðåøåíèþ äâóõ çàäà÷ îá

ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè íà ñôåðå Ðèìàíà. Â ïåðâîé çàäà÷å ñ ôèêñèðîâàííûìè ïîëþ-

ñàìè ðå÷ü èäåò î íåðàâåíñòâå ìåæäó ïðèâåäåííûìè ìîäóëÿìè îòíîñèòåëüíî âíóòðåííèõ

òî÷åê è ïðèâåäåííûìè ìîäóëÿìè ïîëîñ è ïîëóïîëîñ. Âòîðàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê ýêñòðå-

ìàëüíûì ðàçáèåíèÿì ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè íà äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòÿõ.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äîïîëíÿþò è óòî÷íÿþò íåêîòîðûå êëàññè÷åñêèå è ñîâðåìåííûå

óòâåðæäåíèÿ òàêîãî ðîäà â ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: åìêîñòü êîíäåíñàòîðà, ïðèâåäåííûé ìîäóëü, ñèììåòðèçàöèÿ Øòåé-

íåðà, ôóíêöèÿ Ãðèíà, ôóíêöèÿ Ðîáåíà, ýêñòðåìàëüíûå ðàçáèåíèÿ

1. Ââåäåíèå è îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ

Óêàçàííûå â çàãëàâèè çàäà÷è áîëåå èëè ìåíåå íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíû ñ ðàçëè÷íûìè
ýêñòðåìàëüíûìè âîïðîñàìè ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé [1]. Çíà÷èòåëüíûå ðåçóëüòàòû
â ðåøåíèè òàêîãî ðîäà çàäà÷ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ ïðåäñòàâèòåëåé ïåòåðáóðæñêîé ìàòåìàòè-
÷åñêîé øêîëû: Ã.Ì. Ãîëóçèíà, Í.À. Ëåáåäåâà, Þ.Å. Àëåíèöûíà, Ã.Â. Êóçüìèíîé, Å.Ã. Åìå-
ëüÿíîâà è äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïðîäîëæàþòñÿ äî ñèõ
ïîð [1�4]. Íåêîòîðûå óñïåõè â ðåøåíèè çàäà÷ îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè äîñòèãíóòû ñ
ïîìîùüþ ðàçäåëÿþùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíäåíñàòîðîâ [5�7]. Îäèí èç íàèáîëåå ÿðêèõ ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì ýêñòðåìàëüíûõ ìåòðèê, ïðèíàäëåæèò Å.Ã. Åìåëüÿíîâó [8].
Ïî ñóùåñòâó, èì óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó çàäà÷àìè îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè íà îäíî-
ñâÿçíûå êðóãîâûå îáëàñòè è çàäà÷àìè î ðàçáèåíèè íà ïîëîñîîáðàçíûå îáëàñòè (ïîëîñû). Â
íàñòîÿùåé çàìåòêå ðàçâèâàþòñÿ åìêîñòíîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîäîáíîãî ðîäà çàäà÷ è ìåòîä
ñèììåòðèçàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ðåçóëüòàòû Å.Ã. Åìåëüÿíîâà [8] íà ñëó÷àé
ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé ñ âîçìîæíûì íàëåãàíèåì èõ äðóã íà äðóãà. Ïîìèìî ïîëîñ ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ òàêæå ïîëóïîëîñû, è íàðÿäó ñ âíóòðåííèìè ðàäèóñàìè â [8] ââîäÿòñÿ ðàäèóñû
Ðîáåíà.

Ïóñòü B � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Îáîáùåííûì êîíäåíñà-
òîðîì â B íàçîâåì òðîéêó C = (B, E ,△), ãäå E = {Ek}nk=1 � ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ íåïó-
ñòûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Ek ⊂ B, k = 1, . . . , n, à △ = {δk}nk=1 � ñîâîêóï-

íîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë δk, k = 1, . . . , n, n > 2 [9,10]. Îòêðûòîå â B ìíîæåñòâî B \
n∪

k=1

Ek

áóäåì íàçûâàòü ïîëåì êîíäåíñàòîðà C, ìíîæåñòâà Ek � ïëàñòèíàìè ýòîãî êîíäåíñàòîðà, à
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÷èñëà δk � óðîâíÿìè ïîòåíöèàëà èëè, êîðî÷å, ïîòåíöèàëàìè ïëàñòèí Ek, k = 1, . . . , n. Åì-
êîñòü capC êîíäåíñàòîðà C îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà èíòåãðàëîâ Äèðèõëå

I(v,B \
n∪

k=1

Ek) ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì v, ò.å. âåùåñòâåííîçíà÷íûì ôóíêöèÿì v,

íåïðåðûâíûì â B, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ëèïøèöà âíóòðè ìíîæåñòâà B è ðàâíûì δk

íà Ek, k = 1, . . . , n. Åñëè ó÷àñòêè ãðàíèöû (∂B) \
n∪

k=1

Ek ãëàäêèå è ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ u,

íåïðåðûâíàÿ â B, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ â B \
n∪

k=1

Ek, ãàðìîíè÷åñêàÿ â B \
n∪

k=1

Ek,

ðàâíàÿ δk íà Ek, k = 1, . . . , n, è òàêàÿ, ÷òî ∂u/∂n = 0 íà (∂B) \
n∪

k=1

Ek, òî óêàçàííóþ ôóíê-

öèþ áóäåì íàçûâàòü ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé êîíäåíñàòîðà C, à ñàì êîíäåíñàòîð C �
äîïóñòèìûì. Â ñèëó ïðèíöèïà Äèðèõëå

capC = I(u,B).

Â äàëüíåéøåì ñëîâî �îáîáùåííûé� â íàçâàíèè êîíäåíñàòîðà áóäåì îïóñêàòü. Â ñëó÷àå,
êîãäà B � êîíå÷íîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà C, áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàêæå êîíäåíñàòîðû âèäà
C = (B, E ,△), îïðåäåëåííûå, êàê è âûøå, íî ñ çàìåíîé ìíîæåñòâà B íà [B] � êîìïàêòèôè-
êàöèþ îáëàñòè B ïîñðåäñòâîì ïðîñòûõ êîíöîâ Êàðàòåîäîðè; ãðàíèöà ∂[B] � ñîâîêóïíîñòü
ïðîñòûõ êîíöîâ. Ïîä îêðåñòíîñòüþ â ýòîì ñëó÷àå ïîíèìàåòñÿ ëþáîå îòêðûòîå â [B] ìíîæå-
ñòâî, à ïëàñòèíû ñîâîêóïíîñòè E ñóòü çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà [B]. Â ïðèëîæåíèÿõ âàæíî
ðàçëè÷àòü äîñòèæèìûå ãðàíè÷íûå òî÷êè îáëàñòè B, èìåþùèå îäèí è òîò æå íîñèòåëü.
Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ âñå óòâåðæäåíèÿ â ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ñôîðìóëèðîâàíû â
òåðìèíàõ êîíäåíñàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ ñ òîïîëîãèåé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C.

Ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îáëàñòåé D(z0, r), 0 < r < r0, íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè

êðóãîâûì, åñëè âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

U(z0, s(r)) ⊂ D(z0, r) ⊂ U(z0, t(r))

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé s(r) è t(r), 0 < r < r0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì s(r) ∼ t(r) ∼ r, r → 0. Ýëåìåíò àñèìïòîòè÷åñêè êðóãîâîãî ñåìåéñòâà D(z0, r) áóäåì
íàçûâàòü ïî÷òè êðóãîì ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ðàäèóñà r. Ïóñòü B � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà
C; Z = {zk}nk=1 � ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê ìíîæåñòâà B; △ = {δk}nk=0 � ñîâîêóï-
íîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, δ0 = 0; è ïóñòü Ψ = {ψk}nk=1, ãäå ψk = ψk(r) ≡ µkr

νk , µk, νk, k =
1, . . . , n � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïóñòü D(zk, ψk(r)), 0 < r < r0, k =
1, . . . , n, � àñèìïòîòè÷åñêè êðóãîâûå ñåìåéñòâà îáëàñòåé. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r > 0
îïðåäåëåí êîíäåíñàòîð

C(r;B, ∂B,Z,△,Ψ) = (B, {Ek}nk=0,△),

ãäå E0 = ∂B, Ek = D(zk, ψk(r)), k = 1, . . . , n. Â ðàáîòå [9] ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà

capC(r;B, ∂B,Z,△,Ψ) = −2π
n∑

k=1

δ2k
νk log r

+

+R(B, ∂B,Z,△,Ψ)

(
1

log r

)2

+ o

((
1

log r

)2
)
, r → 0, (1)

ãäå

R(B, ∂B,Z,△,Ψ) = −2π


n∑

k=1

δ2k
ν2k

log
r(B, zk)

µk
+

n∑
k=1

n∑
l=1
l ̸=k

δkδl
νkνl

gB(zk, zl)

 .
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà B èìååò ôóíêöèþ Ãðèíà;
gB(z, zk) � ôóíêöèÿ Ãðèíà ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ìíîæåñòâà B ñ ïîëþñîì â òî÷êå zk, äîîïðå-
äåëåííàÿ íóëåì âíå ýòîé êîìïîíåíòû; r(B, zk) � âíóòðåííèé ðàäèóñ ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
ìíîæåñòâà B, ñîäåðæàùåé òî÷êó zk. Âåëè÷èíà R(B, ∂B,Z,△,Ψ) ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ
ìíîæèòåëÿ ñ ïðèâåäåííûì ìîäóëåì ìíîæåñòâà B îòíîñèòåëüíî ñîâîêóïíîñòåé Z,△ è Ψ
[9]. Ïóñòü òåïåðü B � êîíå÷íîñâÿçíàÿ îáëàñòü êîìïëåêñíîé ñôåðû C áåç èçîëèðîâàííûõ
ãðàíè÷íûõ òî÷åê; Γ � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî ãðàíèöû ∂B, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷-
íîãî ÷èñëà íåâûðîæäåííûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò; Z = {zk}nk=1 � ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ
òî÷åê îáëàñòè B, k = 1, . . . , n; △ = {δk}nk=0 � ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, δ0 = 0; è
Ψ = {ψk}nk=1, ãäå ψk = ψk(r) ≡ µkr

νk , µk, νk, k = 1, . . . , n, � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà. Ïóñòü D(zk, ψk(r)), 0 < r < r0, k = 1, . . . , n, � àñèìïòîòè÷åñêè êðóãîâûå ñåìåéñòâà
îáëàñòåé. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r > 0 îïðåäåëåí êîíäåíñàòîð

C(r;B,Γ, Z,△,Ψ) = (B, {Ek}nk=0,△),

ãäå íà ýòîò ðàç E0 = Γ è Ek = D(zk, ψk(r)), ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà [10]:

capC(r;B,Γ, Z,△,Ψ) = −2π
n∑

k=1

δ2k
νk log r

+

+R(B,Γ, Z,△,Ψ)

(
1

log r

)2

+ o

((
1

log r

)2
)
, r → 0, (2)

ãäå êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

R(B,Γ, Z,△,Ψ) = −2π


n∑

k=1

δ2k
ν2k

log
r(B,Γ, zk)

µk
+

n∑
k=1

n∑
l=1
l ̸=k

δkδl
νkνl

gB(zk, zl,Γ)

 ,

gB(z, zk,Γ) � ôóíêöèÿ Ðîáåíà îáëàñòè B îòíîñèòåëüíî Γ è ñ ïîëþñîì â òî÷êå zk [11�12], à
ðàäèóñ Ðîáåíà îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

r(B,Γ, zk) = exp

{
lim
z→zk

[gB(z, zk,Γ) + log |z − zk|]
}
, êîãäà zk ̸= ∞,

è
r(B,Γ,∞) = exp

{
lim
z→∞

[gB(z,∞,Γ)− log |z|]
}
.

Ïðè ÷àñòíûõ çíà÷åíèÿõ B,Γ, Z,△ è Ψ âåëè÷èíà R(B,Γ, Z,△,Ψ) ëèøü ìíîæèòåëåì îòëè-
÷àåòñÿ îò èçâåñòíûõ ïðèâåäåííûõ ìîäóëåé. Íàì ïîíàäîáÿòñÿ òàêæå ïðèâåäåííûå ìîäóëè
ïîëîñ è ïîëóïîëîñ. Ïîëîñîé íàçûâàåòñÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ñ äâóìÿ
îòìå÷åííûìè ðàçëè÷íûìè äîñòèæèìûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè, íàçûâàåìûìè âåðøèíàìè.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òå ïîëîñû P , ó êîòîðûõ âåðøèíû z1 è z2 îáëàäàþò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì. Åñëè ôóíêöèÿ w = f(z) êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò P íà ïðÿìîëè-
íåéíóþ ïîëîñó {w : 0 < Rew < 1} òàê, ÷òî f(z1) = −i∞, f(z2) = +i∞, òî â îêðåñòíîñòè
êàæäîé òî÷êè zk ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(z) =
(−1)k+1i

φkπ
log(z − zk) + ck + o(1), z → zk, (3)

ãäå φk > 0 è ck � ïîñòîÿííûå, k = 1, 2 (â ñëó÷àå zk = ∞ ëîêàëüíûé ïàðàìåòð z−zk çàìåíÿåì
íà 1/z). ßñíî, ÷òî φkπ � âíóòðåííèé óãîë îáëàñòè P â òî÷êå zk, k = 1, 2. Òðàåêòîðèÿ
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ïîëîñû P îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîîáðàç ëþáîé ïðÿìîé Rew = u, 0 < u < 1, ïðè îòîáðàæåíèè
f . Ñëåäóÿ [13,14], ïðèâåäåííûì ìîäóëåì îáëàñòè P íàçîâåì âåëè÷èíó

M(P ) = Im(c2 − c1).

Àíàëîãè÷íî ñêàçàííîìó î ïîëîñå, ïîëóïîëîñà � ýòî îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü ãèïåðáîëè÷åñêîãî
òèïà P, P ⊂ C, ñ òðåìÿ îòìå÷åííûìè ðàçëè÷íûìè äîñòèæèìûìè ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè
z1, z2 è z3, ðàñïîëîæåííûìè â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè îáõîäà ãðàíèöû P , îäíà èç êî-
òîðûõ (ïóñòü z1) íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé. Ðàññìàòðèâàåì òîëüêî òå ïîëóïîëîñû P , ó êîòîðûõ
âåðøèíà z1 îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè ôóíêöèÿ w = f(z) êîíôîðìíî è îäíî-
ëèñòíî îòîáðàæàåò îáëàñòü P íà ïðÿìîëèíåéíóþ ïîëóïîëîñó {w : 0 < Rew < 1, Imw < 0}
òàê, ÷òî f(z1) = −i∞, f(z2) = 1, f(z3) = 0, òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè z1 âûïîëíÿåòñÿ ðàçëî-
æåíèå (3) ïðè k = 1. Ñëåäóÿ [15], ïðèâåäåííûé ìîäóëü ïîëóïîëîñû P îïðåäåëÿåì êàê

M(P ) = −Im c1.

Â ðàáîòå [15] ôèãóðèðóåò ýêâèâàëåíòíîå ïîíÿòèå ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ òðåóãîëüíèêà (à íå
ïîëóïîëîñû), ÷òî, íà íàø âçãëÿä, ìåíåå òî÷íî, òàê êàê òðåóãîëüíèê ïðåäïîëàãàåò íàëè÷èå
òðåõ óãëîâûõ òî÷åê, à íå îäíîé, êàê â íàøåì ñëó÷àå. Òðàåêòîðèþ ïîëóïîëîñû P îïðåäåëèì
êàê ïðîîáðàç ëþáîé ïîëóïðÿìîé Rew = u, Imw 6 0, 0 < u < 1, ïðè îòîáðàæåíèè f . Â
÷àñòíîñòè, òðàåêòîðèÿ ñîäåðæèò ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàíè÷íûé ýëåìåíò íà �ñòîðîíå� z2z3.
×èñëî φk â ðàçëîæåíèè (3) â ñëó÷àå ïîëîñû (k = 1, 2) ëèáî ïîëóïîëîñû (k = 1) íàçîâåì
ïîêàçàòåëåì âåðøèíû zk îáëàñòè P .

2. Íåðàâåíñòâî äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê {zk}nk=1 íà ñôåðå C è êîíå÷íóþ ñîâîêóï-
íîñòü ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëîñ è ïîëóïîëîñ {P}, íîñèòåëè âåðøèí êîòîðûõ ðàñ-
ïîëîæåíû â òî÷êàõ èç {zk}nk=1 òàê, ÷òî êàæäàÿ òî÷êà zk ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì íåêîòîðîé
âåðøèíû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç zkl, l = 1, . . . ,mk, âñå âåðøèíû îáëàñòåé èç {P}, äëÿ êîòîðûõ
òî÷êà zk ÿâëÿåòñÿ íîñèòåëåì, k = 1, . . . , n. Ïóñòü φkl � ïîêàçàòåëü âåðøèíû zkl, à Pkl �
îáëàñòü ñ âåðøèíîé zkl, l = 1, . . . ,mk, k = 1, . . . , n. ßñíî, ÷òî ïðè òàêîé íóìåðàöèè ïîëîñû
ó÷èòûâàþòñÿ äâàæäû, à ïîëóïîëîñû � îäèí ðàç.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ñîâîêóïíîñòè {zk}nk=1 è {P} îïðåäåëåíû âûøå, è ïóñòü B åñòü

îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîíå÷íîñâÿçíûõ îáëàñòåé áåç èçî-

ëèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê, zk ∈ B, k = 1, . . . , n; Γ � íåïóñòîå çàìêíóòîå ïîäìíî-

æåñòâî ãðàíèöû ∂B, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâûðîæäåííûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò,

Pkl ⊂ C \ ((∂B) \ Γ), k = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,mk. Ïóñòü {xk}nk=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ñîâîêóï-

íîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1)
mk∑
l=1

φkl = 2, k = 1, . . . , n;

2) äëÿ ëþáîé ïîëîñû Pkl ñîâîêóïíîñòè {P} ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî |xkφkl| = |xk′φk′l′ |,
ãäå φkl è φk′l′ � ïîêàçàòåëè âåðøèí ýòîé ïîëîñû;

3) åñëè Pkl � ïîëóïîëîñà, ëèáî Pkl � ïîëîñà ñ âåðøèíàìè zkl è zk′l′, ïðè÷åì xkxk′ > 0,
òî íè îäíà èç òðàåêòîðèé îáëàñòè Pkl íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó B, 1 6 l, l′ 6 mk, 1 6
k, k′ 6 n.
Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

n∑
k=1

x2k log r(Bk,Γk, zk) +
n∑

k=1

n∑
l=1
l ̸=k

xkxlgBk
(zl, zk,Γk) 6
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6
n∑

k=1

x2k

[
π

2

mk∑
l=1

λklφ
2
klM(Pkl)

]
, (4)

ãäå λkl = 1/2, åñëè Pkl � ïîëîñà, è λkl = 1, åñëè Pkl � ïîëóïîëîñà, Bk � ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà

ìíîæåñòâà B, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó zk, Γk = Γ ∩ (∂Bk) è ôóíêöèÿ Ðîáåíà gBk
(z, zk,Γk)

äîîïðåäåëåíà íóëåì âíå Bk, k = 1, . . . , n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà ìíîæåñòâà
B îãðàíè÷åíà êîíå÷íûì ÷èñëîì ãëàäêèõ êðèâûõ è ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó òî÷êó
zk, 1 6 k 6 n. Êðîìå òîãî, òåîðåìó 1 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòè ñîâîêóï-
íîñòè {P} îãðàíè÷åíû êóñî÷íî-ãëàäêèìè êðèâûìè, à ÷èñëà xk, k = 1, . . . , n, îòëè÷íû îò
íóëÿ. Ïóñòü w = fkl(z) � ôóíêöèÿ èç îïðåäåëåíèÿ îáëàñòè Pkl ∈ {P}, fkl(zkl) = −i∞, äî-
îïðåäåëåííàÿ íà ãðàíèöå Pkl â ñìûñëå ãðàíè÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ, l = 1, . . . ,mk, k = 1, . . . , n.
Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Ek = U(zk, r1/|xk|), k = 1, . . . , n;

C(r) = (B, {Γ, E1, . . . , En}, {1, signx1, . . . , signxn});

ω � ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ êîíäåíñàòîðà C(r);

γ = {z ∈ B : ω(z) = 0}.

Ckl(r) = (Pkl, {γ ∩ P kl, Ek ∩ P kl, Ek′ ∩ P kl}, {0, signxk, signxk′}), åñëè Pkl � ïîëîñà ñ âåð-
øèíàìè zkl è zk′l′ ;

Ckl(r) = (Pkl, {γ ∩ P kl, Ek ∩ P kl}, {0, signxk}), åñëè Pkl � ïîëóïîëîñà ñ âåðøèíîé zkl.

Èç ïðèíöèïà êîìïîçèöèè (òåîðåìà 4 ñòàòüè [10]) ñëåäóåò

capC(r) = cap (C \ ((∂B) \ Γ), {γ,E1, . . . , En}, {0, signx1, . . . , signxn}) >

>
n∑

k=1

mk∑
l=1

λklcapCkl(r).

Ïóñòü
C̃kl(r) = (Pkl, {γ ∩ P kl, (Ek ∪ Ek′) ∩ P kl, {0, 1}) â ñëó÷àå ïîëîñû Pkl

è
C̃kl(r) = (Pkl, {γ ∩ P kl, Ek ∩ P kl}, {0, 1}), åñëè Pkl − ïîëóïîëîñà.

Î÷åâèäíî, ÷òî

capCkl(r) = cap C̃kl(r) = cap fkl(C̃kl(r)), k = 1, . . . , n, l = 1, . . . ,mk.

Íàêîíåö, â ñëó÷àå ïîëîñû Pkl îáîçíà÷èì ÷åðåç SCkl(r) ðåçóëüòàò ñèììåòðèçàöèè Øòåéíå-
ðà îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè êîíäåíñàòîðà fkl(C̃kl(r)), à åñëè Pkl � ïîëóïîëîñà, òî
SCkl(r) � ðåçóëüòàò òàêîé ñèììåòðèçàöèè ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé îñè
êîíäåíñàòîðà â ïîëîñå 0 6 Rew 6 1, ñîâïàäàþùåãî â ïîëóïîëîñå {w : 0 6 Rew 6 1, Im z 6
0} ñ êîíäåíñàòîðîì fkl(C̃kl(r)). Èç òåîðåìû Ïîëèà è Ñåãå [5] äëÿ ïîëîñ èìååì

cap fkl(C̃kl(r)) > capSCkl(r),

à äëÿ ïîëóïîëîñ ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà ñèììåòðèè âûïîëíÿåòñÿ

cap fkl(C̃kl(r)) >
1

2
capSCkl(r)
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(äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïîëèà è Ñåãå â èçâåñòíîé íàì ëèòåðàòóðå ïðèâîäèòñÿ òîëüêî äëÿ
êîíäåíñàòîðîâ íà êîìïëåêñíîé ñôåðå C. Îäíàêî îíî ëåãêî ïåðåíîñèòñÿ òàêæå íà ñëó÷àé
êîíäåíñàòîðîâ, çàäàííûõ â ïîëîñå).

Îêîí÷àòåëüíî

capC(r) > 1

2

n∑
k=1

mk∑
l=1

capSCkl(r).

Åñëè Pkl � ïîëîñà ñ âåðøèíàìè zkl, zk′l′ è xkxk′ < 0, òî ââèäó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ω
ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ýòîé ïîëîñû ïåðåñåêàåòñÿ ñ γ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ
îáëàñòè Pkl ïåðåñåêàåòñÿ ñ γ ïî óñëîâèþ 3) òåîðåìû 1. Ïîýòîìó ïëàñòèíà êîíäåíñàòîðà
SCkl(r), ãäå ïîääåðæèâàåòñÿ íóëåâîé ïîòåíöèàë, ñîäåðæèò îòðåçîê [0, 1]. Âòîðàÿ ïëàñòèíà
ýòîãî êîíäåíñàòîðà åñòü îáúåäèíåíèå äâóõ ïî÷òè ïðÿìîëèíåéíûõ ïîëóïîëîñ, �óõîäÿùèõ� â
áåñêîíå÷íîñòü ïðè r → 0. Ïðèâëåêàÿ ðàçëîæåíèå (3) è âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû 1, çàêëþ÷à-
åì, ÷òî

capSCkl(r) >
2

(− log r)
1

|xkφkl|π
+ λklM(Pkl) + o(1)

=

=
2|xkφkl|π
− log r

{
1− λklM(Pkl)|xkφkl|π

− log r
+ o

(
1

log r

)}
, r → 0,

l = 1, . . . ,mk, k = 1, . . . , n. Ñóììèðóÿ âûïèñàííûå ñîîòíîøåíèÿ è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå 1),
ïîëó÷àåì

capC(r) > 2π

n∑
k=1

|xk|
(

−1

log r

)
−

−
n∑

k=1

mk∑
l=1

λklM(Pkl)x
2
kφ

2
klπ

2

(
1

log r

)2

+ o

((
1

log r

)2
)
, r → 0. (5)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åìêîñòü êîíäåíñàòîðà C(r) ðàâíà ñóììå åìêîñòåé êîíäåíñàòîðîâ âè-
äà C(r;Bk,Γk, Zk,△k,Ψk), ãäå Zk = {zl : zl ∈ Bk}, à △k è Ψl � ñîâîêóïíîñòè ÷èñåë èç
{0, signx1, . . . , signxn} è ôóíêöèé èç {r1/|x1|, . . . , r1/|xn|}, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì zl èç îá-
ëàñòè Bk, k = 1, . . . , n. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ òàêèõ åìêîñòåé (2) ñîâìåñòíî ñ
íåðàâåíñòâîì (5) äàåò òðåáóåìóþ îöåíêó (4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî B ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå n ïîïàðíî íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ îäíîñâÿçíûõ îáëàñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò òîëüêî îäíó òî÷êó zk è íå
ñîäåðæèò íåêîòîðûå òî÷êè ak, k = 1, . . . ,m, Γ = ∂B, à ñîâîêóïíîñòü {P} ñîñòîèò òîëüêî
èç ïîëîñ, íå ñîäåðæàùèõ ak, íåðàâåíñòâî (4) ïîëó÷åíî âïåðâûå Å.Ã. Åìåëüÿíîâûì [8]. Åñëè
B � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, Γ = ∂B, n = 1 è ñîâîêóïíîñòü {P} ñîñòîèò òîëüêî èç ïîëóïîëîñ,
òî íåðàâåíñòâî (4) ñîäåðæèòñÿ â òåîðåìå 3 èç ñòàòüè À.Þ. Ñîëûíèíà [15]. Îòìåòèì, ÷òî
Å.Ã. Åìåëüÿíîâûì [8] áûëî ïîêàçàíî, êàê ðàçáèåíèå íà ïîëîñû äàåò îáùóþ òåîðåìó ïîêðû-
òèÿ îòðåçêîâ, èëè îöåíêó òðàíñôèíèòíîãî äèàìåòðà êîíòèíóóìà [5]. À.Þ. Ñîëûíèí [15]
ðåøèë çàäà÷ó Ïîëèà � Ñåãå î âíóòðåííåì ðàäèóñå n-óãîëüíèêà ôèêñèðîâàííîé ïëîùàäè
ïóòåì ðàçáèåíèÿ ýòîãî n-óãîëüíèêà íà ïîëóïîëîñû. Íåòðèâèàëüíûå ïðèìåðû ðàçáèåíèé íà
ïîëîñû è ïîëóïîëîñû ñ ïðèëîæåíèÿìè ê îäíîëèñòíûì ôóíêöèÿì äàíû â êíèãå À.Þ. Âàñè-
ëüåâà [16]. Âñå ýòî âìåñòå âçÿòîå ãîâîðèò î øèðîòå ïðèìåíåíèÿ íåðàâåíñòâ âèäà (4) â ãåî-
ìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Òåîðåìà 1 äàåò â òàêèõ ñëó÷àÿõ
íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ëèáî óòî÷íåíèÿ. Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå êëàññè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà
Ì.À. Ëàâðåíòüåâà:

r(B1, a1)r(B2, a2) 6 |a1 − a2|2,

ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé B1 è B2 [5]. Åñëè â òåîðåìå 1 âçÿòü
äâå êîíå÷íûå òî÷êè z1 è z2 (n = 2), åäèíñòâåííóþ ïîëîñó P = C \ [z1, z2] ñ âåðøèíàìè
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â òî÷êàõ z1, z2 è x1 = x2 = 1, òî íåðàâåíñòâî (4) îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò, ïîëó÷åííûé
Ì.À. Ëàâðåíòüåâûì, ñïðàâåäëèâ òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ëþáàÿ äóãà îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè â
òî÷êàõ z1 è z2 íå ïðèíàäëåæèò B = B1∪B2. Áîëåå òîãî, ïðè ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ âûïîëíÿåòñÿ

r(B, z1)r(B, z2) exp(2gB(z1, z2)) 6 |a1 − a2|2.

Äàëåå ïóñòü {γ} � ñîâîêóïíîñòü âñåõ îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè z1 è z2. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç B∗

1 ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê îáëàñòè B1, z1 ∈ B1, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü
ñ òî÷êîé z1 äóãîé îêðóæíîñòè γ ∈ {γ}, öåëèêîì ëåæàùåé â B1 è íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç z2.
Àíàëîãè÷íî ñêàçàííîìó, B∗

2 � ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê B2, z2 ∈ B2, êîòîðûå ìîæíî ñîåäèíèòü
ñ z2 äóãîé îêðóæíîñòè γ ∈ {γ}, ëåæàùåé â B2 è íå ïåðåñåêàþùåé òî÷êó z1. Ïðèìåíÿÿ òåî-
ðåìó 1 äëÿ ïîäõîäÿùåãî ðàçáèåíèÿ ïîëîñû P = C \ [z1, z2] íà ïîëóïîëîñû, âíîâü ïðèõîäèì
ê íåðàâåíñòâó Ì.À. Ëàâðåíòüåâà, íî ïðè áîëåå ñëàáîì îãðàíè÷åíèè: B∗

1 ∩B∗
2 = ∅.

3. Çàäà÷à ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè

Îáçîð çàäà÷ îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè ñî ñâîáîäíûìè ïîëþñàìè ïðåäñòàâëåí â ñòà-
òüÿõ [1] è [5]. Ñëåäóþùåå íèæå óòâåðæäåíèå îáîáùàåò ïîñòàíîâêó íåêîòîðûõ çàäà÷ ñî ñâî-
áîäíûìè ïîëþñàìè íà îêðóæíîñòè (ñì [5], [8]).

Òåîðåìà 2. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê zk, ζk, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ arg zk = arg ζk, |zk| =
ρ, |ζk| = R, k = 1, . . . , n (n > 2), 0 < ρ < R < ∞, è ëþáûõ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ

îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Bk, zk, ζk ∈ Bk ⊂ C, k = 1, . . . , n, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∏
k=1

r(Bk, zk)r(Bk, ζk) exp(−2gBk
(zk, ζk)) 6

[
4
√
ρR(Rn/2 − ρn/2)

n(Rn/2 + ρn/2)

]2n
. (6)

Ðàâåíñòâî â (6) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáëàñòåé B∗
k = {z : 2πk/n < arg z < 2π(k+1)/n} è òî÷åê

z∗k = ρ exp(i(π/n+ 2πk/n)), ζ∗k = R exp(i(π/n+ 2πk/n)), k = 1, . . . , n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ θk = arg zk, k = 1, . . . , n, θ0 = θn −
2π, θn+1 = 2π, φk = θk+1 − θk, k = 0, 1, . . . , n. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 0 = θ1 < θ2 < . . . < θn <
2π. Ïîëîæèì

Dk = {reiθ : 0 < r <∞, θk < θ < θk+1},

ζ = pk(z) ≡ −i(ze−iθk)π/φk , z ∈ Dk, Re ζ > 0, k = 0, 1, . . . , n.

Êàæäàÿ ïàðà ôóíêöèé {pk−1, pk} îáðàçóåò äîïóñòèìîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé äëÿ ðàçäåëÿþ-

ùåãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îáëàñòåé îòíîñèòåëüíî òî÷êè zk (ζk). Ïóñòü {B(1)
k , B

(2)
k } � ðåçóëüòàò

òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îáëàñòè Bk, k = 1, . . . , n, è ïóñòü B
(1)
n+1 = B

(1)
1 . Òåîðåìà 1.8 ðàáîòû

[5] ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ñëó÷àé îáîáùåííûõ êîíäåíñàòîðîâ. Ïðèìåíÿÿ ýòó òåîðåìó, à òàêæå
ïðèíöèï êîìïîçèöèè (òåîðåìà 5 ðàáîòû [10]), ïîëó÷àåì

n∑
k=1

capC(r;Bk, ∂Bk, {zk, ζk}, {1,−1}, {r, r}) >

> 1

2

n∑
k=1

[
capC

(
r;B

(1)
k , ∂B

(1)
k ,

{
iρ

π
φk , iR

π
φk

}
, {1,−1},

{
π

φk
ρ

π
φk

−1
r,
π

φk
R

π
φk

−1
r

})
+ capC

(
r;B

(2)
k , ∂B

(2)
k ,

{
−iρ

π
φk ,−iR

π
φk

}
,
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{1,−1},
{
π

φk
ρ

π
φk

−1
r,
π

φk
R

π
φk

−1
r

})]
=

1

2

n∑
k=1

[
capC

(
r;B

(1)
k+1, ∂B

(1)
k+1,{

iρ
π
φk , iR

π
φk

}
, {−1, 1},

{
π

φk
ρ

π
φk

−1
r,
π

φk
R

π
φk

−1
r

})
+

+capC

(
r;B

(2)
k , ∂B

(2)
k ,

{
−iρ

π
φk ,−iR

π
φk

}
, {1,−1},{

π

φk
ρ

π
φk

−1
r,
π

φk
R

π
φk

−1
r

})]
> 1

2

n∑
k=1

capC

(
r;C, ∅,

{
−iR

π
φk ,−iρ

π
φk , iρ

π
φk , iR

π
φk

}
,

{−1, 1,−1, 1},
{
π

φk
R

π
φk

−1
r,
π

φk
ρ

π
φk

−1
r,
π

φk
ρ

π
φk

−1
r,
π

φk
R

π
φk

−1
r

})
.

Çàìåíÿÿ åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ èõ àñèìïòîòè÷åñêèìè ðàçëîæåíèÿìè (1), à òàêæå ïðèìåíÿÿ
(2) èç ñòàòüè [17], ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

log
n∏

k=1

r(Bk, zk)r(Bk, ζk) exp(−2gBk
(zk, ζk)) 6

6 2
n∑

k=1

log
4
(φk
2π

)√
ρR
(
1−

( ρ
R

)π/φk
)

(
1 +

( ρ
R

)π/φk
) 6 2n log

4
√
ρR
(
1−

( ρ
R

)n/2)
n
(
1 +

( ρ
R

)n/2) .

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè ìû âîñïîëüçîâàëèñü âûïóêëîñòüþ ââåðõ ôóíêöèè

log
x(1− τ1/x)

1 + τ1/x

íà ïðîìåæóòêå 0 < x < 1 (0 < τ < 1). Äëÿ îáëàñòåé B∗
k è òî÷åê z∗k, ζ

∗
k , k = 1, . . . , n, âñå

ïðèâåäåííûå âûøå íåðàâåíñòâà ïðåâðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåðàâåíñòâî(6) ïîÿâèëîñü âïåðâûå â ðàáîòå [9]. Íàìå÷åííûé òàì ïóòü äîêàçàòåëüñòâà
ýòîãî íåðàâåíñòâà èñïîëüçóåò, ïîìèìî åìêîñòíîé òåõíèêè, ìåòîä ñèììåòðèçàöèè è ñïåöè-
àëüíûå ñâîéñòâà ïîäõîäÿùèõ êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëîâ.

Âûáèðàÿ â òåîðåìå 2 â êà÷åñòâå îòêðûòûõ ìíîæåñòâ Bk íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè B′
k

è B′′
k , ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå 1.

Ñëåäñòâèå 1. (Å.Ã. Åìåëüÿíîâ, [8]) Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2 Bk = B′
k ∪ B′′

k , zk ∈
B′

k, ζk ∈ B′′
k , B

′
k ∩ B′′

k = ∅, k = 1, . . . , n, ãäå B′
k, B

′′
k , k = 1, . . . , n, � îäíîñâÿçíûå îáëàñòè,

òî ñïðàâåäëèâà òî÷íàÿ îöåíêà

n∏
k=1

r(B′
k, zk)r(B

′′
k , ζk) 6

[
4
√
ρR(Rn/2 − ρn/2)

n(Rn/2 + ρn/2)

]2n
.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè òðåáîâàíèå îäíîñâÿçíîñòè îáëàñòåé B′
k, B

′′
k çäåñü èçëèøíå.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáûõ òî÷åê zk íà îêðóæíîñòè |z| = ρ, 0 < ρ < 1, è ëþáûõ ïîïàðíî
íåïåðåñåêàþùèõñÿ îáëàñòåé Bk, zk ∈ Bk ⊂ {z : |z| < 1}, k = 1, . . . , n (n > 2) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

n∏
k=1

r(Bk, zk) 6
[
4ρ(1− ρn)

n(1 + ρn)

]n
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ òî÷åê ρ exp(i(π/n + 2πk/n)) è îáëàñòåé {z : |z| < 1, 2πk/n <
arg z < 2π(k + 1)/n}, k = 1, . . . , n.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î âûòåêàåò èç òåîðåìû 2, ïðèìåíåííîé ê òî÷êàì zk, 1/zk è
ìíîæåñòâàì Bk ∪ {z : 1/z ∈ Bk}, k = 1, . . . , n.
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ABSTRACT

Capacity approach and Steiner symmetrization are applied to the solution of two
extremal decomposition problems on the Riemann sphere. First, the inequality be-
tween generalized reduced moduli with respect to the inner points and the reduced
moduli of the strips and half�strips are established. The second problem comes under
the heading of extremal decompositions with the free poles on the concentric circles.
The results obtained are complementary to some classical and recent theorems in
various ways.
Key words: Key words: capacity of condenser, reduced modulus, Steiner symmetriza-
tion, Green's function, Robin function, extremal decomposition


