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Òåîðåìû èñêàæåíèÿ äëÿ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé

â ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòÿõ

Ïîñâÿùàåòñÿ Í.Â. Êóçíåöîâó â ñâÿçè ñ 70-ëåòèåì

Äîêàçûâàåòñÿ n�òî÷å÷íàÿ òåîðåìà èñêàæåíèÿ äëÿ ìåðîìîðôíûõ è îäíîëèñòíûõ ôóíê-

öèé â êîíå÷íîñâÿçíîé îáëàñòè. Êàê ñëåäñòâèÿ â êðóãîâîì êîëüöå ïîëó÷åíû íîâûå îöåí-

êè øâàðöèàíîâ. Äëÿ ïðîèçâîäíûõ êîíôîðìíûõ è îäíîëèñòíûõ îòîáðàæåíèé íåíàëåãà-

þùèõ îáëàñòåé íà ïëîñêîñòü ñ ðàäèàëüíûìè ðàçðåçàìè óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî, àíàëî-

ãè÷íîå èçâåñòíîìó íåðàâåíñòâó Ëàâðåíòüåâà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû âûðàæåíû

â òåðìèíàõ ôóíêöèè Íåéìàíà, äëÿ äîêàçàòåëüñòâ èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà îáîáùåííûõ

êîíäåíñàòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè, îäíîëèñòíûå ôóíêöèè, òåîðåìû èñêàæåíèÿ,

ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà, êðóãîâîå êîëüöî, åìêîñòü êîíäåíñàòîðà, ôóíêöèÿ Íåéìàíà.

1. Ââåäåíèå è âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû

Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì ôóíêöèè Ãðèíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ðîáåíà, èçó÷åíèþ êîòîðîé
â ïîñëåäíåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå (ñì, íàïðèìåð, [1�3]). Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå
[3] â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ðîáåíà ñ ïîìîùüþ òåõíèêè îáîáùåííûõ êîíäåíñàòîðîâ ïîëó÷åíû
äîñòàòî÷íî îáùèå òåîðåìû èñêàæåíèÿ äëÿ ðåãóëÿðíûõ ôóíêöèé. Âìåñòå ñ òåì ðàçâèòèå
ìåòîäà ýêñòðåìàëüíûõ ìåòðèê [4] è òåîðèè îáîáùåííûõ êîíäåíñàòîðîâ [5] ïðèâîäèò ê íåîá-
õîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü òàêæå ôóíêöèþ Íåéìàíà. Â îòëè÷èå îò ôóíêöèè Ðîáåíà, ðîëü
ôóíêöèè Íåéìàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ â òåîðèè îäíîëèñòíûõ îòîáðàæåíèé íåäîñòà-
òî÷íî èçó÷åíà. Íàøà çàìåòêà ÷àñòè÷íî âîñïîëíÿåò ýòîò ïðîáåë è ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ
[5], [6].

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ôóíêöèè Íåéìàíà [5]. Ðàññìîòðèì ñïåðâà æîðäàíî-
âó îáëàñòü B ⊂ Cz, îãðàíè÷åííóþ êîíå÷íûì ÷èñëîì àíàëèòè÷åñêèõ êðèâûõ. Ïóñòü φ(z) �
âåùåñòâåííàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ∂B òàêàÿ, ÷òî∫

∂B
φ(z) = −2π.

Îáîçíà÷èì äëÿ ζ ∈ B ÷åðåç NB,φ(z; ζ) ôóíêöèþ îò z ∈ B, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:
1)NB,φ(z; ζ) ãàðìîíè÷åñêàÿ â B \ {ζ} è äèôôåðåíöèðóåìà íà ∂B;
2) NB,φ(z; ζ) + log |z − ζ| ãàðìîíè÷åñêàÿ â îêðåñòíîcòè ζ ̸= ∞, è â ñëó÷àå ζ = ∞ ãàðìî-

íè÷åñêîé â îêðåñòíîñòè ζ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ NB,φ(z; ζ)− log |z|;
3)

∂NB,φ(z;ζ)
∂n = φ(z) íà ∂B, ãäå ïðîèçâîäíàÿ áåðåòñÿ ïî âíåøíåé íîðìàëè ê B.

⋆ Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Äàëüíåâîñòî÷íîãî Îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, 690041, Âëàäèâîñòîê,

óë. Ðàäèî, 7. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: pril-elena@yandex.ru
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Îáîáùåííîé ôóíêöèåé Íåéìàíà NB(z, ζ) îáëàñòè B ñ ïîëþñîì â òî÷êå ζ íàçîâåì ëþáóþ
ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì 1)�3) äëÿ êàêèõ-íèáóäü ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé φ(z).

Ïóñòü òåïåðü B � ïðîèçâîëüíàÿ êîíå÷íîñâÿçíàÿ îáëàñòü ñôåðû Cz áåç èçîëèðîâàííûõ
ãðàíè÷íûõ òî÷åê; îáîáùåííóþ ôóíêöèþ Íåéìàíà äëÿ ýòîé îáëàñòè îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ
êîíôîðìíîãî è îäíîëèñòíîãî îòîáðàæåíèÿ f íà æîðäàíîâó îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ àíàëè-
òè÷åñêèìè êðèâûìè, ïî ôîðìóëå

NB(z, ζ) = Nf(B)(f(z); f(ζ)).

Â îáëàñòè B âûáåðåì ñîâîêóïíîñòü òî÷åê Z = {zk}nk=1 è îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå â
äàëüíåéøåì êîíñòàíòû

Nkl(B) := NB(zk, zl), k ̸= l,
Nkl(B) := lim

z→zk
(NB(z; zk) + log |z − zk|), k = l, zk ̸= ∞,

Nkl(B) := lim
z→zk

(NB(z; zk)− log |z|), k = l, zk = ∞
(1)

Â ñëó÷àå B = Cz ïîëàãàåì

Nkl(Cz) := − log |zk − zl|, åñëè k ̸= l, zk ̸= ∞, zl ̸= ∞,

Nkl(Cz) := 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [5], äâå îáîáùåííûå ôóíêöèè Íåéìàíà N1
B(z, ζ) è N

2
B(z, ζ) ñâÿçàíû

ñîîòíîøåíèåì N2
B(z, ζ) = N1

B(z, ζ) + h(z) + c(ζ). Òàêèì îáðàçîì, èìååì N2
kl(B) = N1

kl(B) +
h(zk) + c(zl). Ïóñòü äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë {δk}nk=1 âûïîëíÿåòñÿ

n∑
k=1

δk = 0, (2)

òîãäà äëÿ äâóõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé Íåéìàíà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n∑
k,l=1

δkδlN
1
kl(B) =

n∑
k,l=1

δkδlN
2
kl(B).

Ñëåäîâàòåëüíî, êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà
n∑

k,l=1

δkδlNkl(B) îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé, è ýòî ïîçâîëÿåò

âûáèðàòü íàèáîëåå óäîáíûé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ îáîáùåííîé
ôóíêöèè Íåéìàíà.

Êîíå÷íî, ìû ìîãëè îãðàíè÷èòñÿ âûáîðîì òîëüêî êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè Íåéìàíà äëÿ
ïîñòîÿííûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé φ(z). Ïîñêîëüêó êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Íåéìàíà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ êîíôîðìíûì èíâàðèàíòîì, òàêîé âûáîð íå âñåãäà óäîáåí. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà
âû÷èñëåíèÿ îáîáùåííîé ôóíêöèè Íåéìàíà.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü U := {z : |z| > 1} � âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà, ζ � êîíå÷íàÿ òî÷êà
U . Êëàññè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Íåéìàíà â ýòîì ñëó÷àå õîðîøî èçâåñòíà è èìååò âèä

NU (z, ζ) = − log |(z − ζ)(1− zζ)|.

Êîíñòàíòû Nkl(U) äëÿ òî÷åê {zk}nk=1 çàäàþòñÿ ðàâåíñòâîì

Nkl(U) = − log |zk − zl||1− zkzl|, k ̸= l, (3)

Nkl(U) = − log(|zk|2 − 1), k = l.
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Ïðèìåð 2. Ïóñòü K(R) := {z : 1 < |z| < R} � êîíöåíòðè÷åñêîå êðóãîâîå êîëüöî, ζ �
âåùåñòâåííàÿ òî÷êà êîëüöà. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè âåùåñòâåííûõ ζ íà äåéñòâèòåëü-
íîé îñè ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè îò ôóíêöèè NU (z, ζ) = − log |(z − ζ)(1− zζ)| ðàâíà íóëþ.
Ïóñòü òåïåðü ôóíêöèÿ w = G(z) ≡ G(z;R) êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò êîëüöî
K(R), R < ∞, íà âíåøíîñòü êðóãà |w| > 1 ñ ðàçðåçîì ïî âåùåñòâåííîé ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè îò íåêîòîðîé òî÷êè P (R) äî ∞ òàê, ÷òî G(R;R) = P (R). Òîãäà â êà÷åñòâå îáîá-
ùåííîé ôóíêöèè Íåéìàíà êîëüöà K(R) c ïîëþñîì â âåùåñòâåííîé òî÷êå ζ ìîæíî âûáðàòü
ôóíêöèþ

NK(R)(z, ζ) = − log
∣∣∣(G(z)−G(ζ))(1−G(z)G(ζ))

∣∣∣ .
Ñîîòâåòñòâåííî êîíñòàíòû Nkl(K(R)) äëÿ âåùåñòâåííîé ñîâîêóïíîñòè òî÷åê {zk}nk=1 âûðà-
æàþòñÿ ôîðìóëàìè

Nkl(K(R)) = − log |(G(zk)−G(zl))(1−G(zk)G(zl))| , k ̸= l,

Nkl(K(R)) = − log
∣∣G′(zk)(G(zk)

2 − 1)
∣∣ , k = l. (4)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèþ Ãðå÷à ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

G(z;R) = τsn2
((

i

π
log(zR) + 1

)
K(τ); τ

)
,

ãäå τ = τ(R) = 1/P (R) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

logR =
π

2
K
(√

1− τ2
)
/K(τ),

K(τ) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà ñ ìîäóëåì τ , sn(·; τ) � ýëëèïòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ßêîáè.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ åìêîñòåé êîí-
äåíñàòîðîâ. Ïóñòü B � êîíå÷íîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ñôåðå áåç èçîëèðîâàííûõ
ãðàíè÷íûõ òî÷åê ëèáî âñÿ êîìïëåêñíàÿ ñôåðà. Îáîáùåííûé êîíäåíñàòîð îïðåäåëèì êàê
òðîéêó C = (B, E ,∆), ãäå E = {Ek}nk=1 � ñîâîêóïíîñòü çàìêíóòûõ â B ïîïàðíî íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ìíîæåñòâ Ek, k = 1, . . . , n, à ∆ = {δk}nk=1 � ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
δk, k = 1, . . . , n. Ìíîæåñòâà Ek, k = 1, . . . , n, áóäåì íàçûâàòü ïëàñòèíàìè êîíäåíñàòîðà C.
Åìêîñòü cap C êîíäåíñàòîðà C îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü èíòåãðàëîâ Äèðèõëå

I(v, B) :=

∫ ∫
B
|∇v|2dxdy

ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì v(z) (z = x+ iy), ò.å. âåùåñòâåííîçíà÷íûì ôóíêöèÿì v(z),
íåïðåðûâíûì â B, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé
êîíå÷íîé òî÷êè ìíîæåñòâà B, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ òî÷åê,
è ðàâíûì δk â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ïëàñòèíû Ek, k = 1, . . . , n,.

Äëÿ êîíå÷íîé òî÷êè z0 êîìïëåêñíîé ñôåðû Cz îáîçíà÷èì ÷åðåç D(z0, r) çàìêíóòûé
êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ðàäèóñà r > 0. Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè îïðåäåëèì
D(∞, r) := {z : |z| ≥ 1/r}. Ïóñòü Z = {zk}nk=1 � ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ òî÷åê â B,

∆ = {δk}nk=1 � ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
n∑

k=1

δ2k ̸= 0, è ïóñòü Ψ = {ψk}nk=1, ãäå

ψk = ψk(r) ≡ µkr, µk � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, k = 1, . . . , n. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
C(r;B,Z,∆,Ψ) êîíäåíñàòîð

C(r;B,Z,∆,Ψ) := (B, {D(z1, ψ1(r)), . . . , D(zn, ψn(r))}, {δ1, . . . , δn}) , (5)

ãäå r > 0 äîñòàòî÷íî ìàëî.
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Â ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ (2) â ðàáîòå [5] äëÿ êîíå÷íîñâÿçíîé îáëàñòè B è â
[7] äëÿ B = Cz ïîëó÷åíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

1

2π
cap C(r;B,Z,∆,Ψ) = − 1

ν log r
+

M1

[log r]2
+O

(
[log r]−3

)
, r → 0, (6)

ãäå

ν :=

(
n∑

k=1

δ2k

)−1

,

M1 =
n∑

k=1

δ2k logµk −
n∑

k,l=1

δkδlNkl(B).

Ïðè îäíîëèñòíîì è êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè B íà îáëàñòü f(B) äëÿ êîíäåí-
ñàòîðà f(C(r;B,Z,∆,Ψ)) ïðè óñëîâèè (2) âûïîëíÿåòñÿ

1

2π
cap f(C(r;B,Z,∆,Ψ)) = − 1

ν log r
+

M2

[log r]2
+O

(
[log r]−3

)
, r → 0, (7)

ãäå

M2 =

n∑
k=1

δ2k log(|f ′(zk)|µk)−
n∑

k,l=1

δkδlNkl(f(B))

è êîíñòàíòû Nkl(f(B)), k, l = 1, n, âû÷èñëåíû äëÿ ñîâîêóïíîñòè òî÷åê {f(zk)}nk=1.
Ââåäåì âåëè÷èíó

r(B, z1, z2) = exp(N21(B) +N12(B)−N11(B)−N22(B)), (8)

ãäå êîíñòàíòû Nkl(B), k, l = 1, 2, îïðåäåëåíû äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê {z1, z2} îáëàñòè
B. Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî r(B, z1, z2) íå çàâèñèò îò âûáîðà îáîáùåííîé ôóíêöèè
Íåéìàíà NB(z, ζ). Íàçîâåì r(B, z1, z2) ðàäèóñîì Íåéìàíà îáëàñòè B îòíîñèòåëüíî òî÷åê

z1, z2.
Åñëè Z = {z1, z2}, µ1 = µ2 = 1, δ1 = −δ2 = 1, òî äëÿ åìêîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî

êîíäåíñàòîðà C(r;B,Z,∆,Ψ) ôîðìóëà (6) ïðèíèìàåò âèä

1

2π
cap C(r;B,Z,∆,Ψ) = − 2

log r
+

log r(B, z1, z2)

[log r]2
+O

(
[log r]−3

)
, r → 0. (9)

Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ðàäèóñà Íåéìàíà, âûòåêàþùèå íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.
1. Cèììåòðè÷íîñòü:

r(B, z1, z2) = r(B, z2, z1).

2. Ïðè îäíîëèñòíîì êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè îáëàñòè B íà îáëàñòü f(B) ñïðàâåäëèâî

r(B, z1, z2) = r(f(B), f(z1), f(z2))|f ′(z1)||f ′(z2)|. (10)

4. Èç ìîíîòîííîñòè åìêîñòè îáîáùåííîãî êîíäåíñàòîðà ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü ðàäèóñà
Íåéìàíà, òî åñòü

B ⊂ B′ =⇒ r(B, z1, z2) ≤ r(B′, z1, z2).

3. Ðàäèóñ Íåéìàíà åäèíè÷íîãî êðóãà V = {|z| < 1}

r(V, z1, z2) =
(1− |z1|2)(1− |z2|2)
|(z1 − z2)(1− z1z2)|2

.
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2. Òåîðåìû èñêàæåíèÿ è íåðàâåíñòâà äëÿ øâàðöèàíîâ

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà âûòåêàåò èç ìîíîòîííîñòè åìêîñòè ïðè ðàñøèðåíèè îáëàñòè è
àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë (6), (7).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü B � êîíå÷íîñâÿçíàÿ îáëàñòü áåç èçîëèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ òî-

÷åê ëèáî B = Cz, îáëàñòü D óäîâëåòâîðÿåò òåì æå óñëîâèÿì, è ïóñòü ôóíêöèÿ f(z)
ìåðîìîðôíà è îäíîëèñòíà â B, f(B) ⊂ D. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê zk ∈ B,
k = 1, . . . , n, è ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë δk, k = 1, . . . , n, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (2),

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n∑
k,l=1

δkδlNkl(B) ≥
n∑

k,l=1

δkδlNkl(D)−
n∑

k=1

δ2k log |f ′(zk)|, (11)

ãäå êîíñòàíòû Nkl(B), Nkl(D), k, l = 1, n, âû÷èñëåíû äëÿ ñîâîêóïíîñòè òî÷åê {zk}nk=1,
{f(zk)}nk=1 ñîîòâåòñòâåííî.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ðàñøèðåíèè îáëàñòè B åìêîñòü êîí-
äåíñàòîðà (5) íå óìåíüøàåòñÿ. Ïðèìåíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó (6) ê êîíäåíñàòîðàì
C(r; f(B), {f(zk)}nk=1,∆,Ψ) è C(r;D, {f(zk)}nk=1,∆,Ψ), èìååì

n∑
k,l=1

δkδlNkl(f(B)) ≥
n∑

k,l=1

δkδlNkl(D)).

Ïîëàãàÿ â (6), (7) µk = 1, k = 1, ..., n, è ó÷èòûâàÿ êîíôîðìíóþ èíâàðèàíòíîñòü åìêîñòè
êîíäåíñàòîðà, ïîëó÷èì

n∑
k,l=1

δkδlNkl(B) = −
n∑

k=1

δ2k log(|f ′(zk)|) +
n∑

k,l=1

δkδlNkl(f(B)). (12)

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå. Èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [8] ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî â (11) äëÿ ãëàäêèõ êî-

íå÷íîñâÿçíûõ îáëàñòåé B âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(B) = D è ìíîæåñòâî
f(B)

∩
D ñîñòîèò èç êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ, âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ

ïî íîðìàëè ôóíêöèè u(z) :=
n∑

k=1

δkNf(B)(z, zk) ðàâíà íóëþ.

Ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 1 â ñëó÷àå n = 2, δ1 = −δ2 = 1, D = Cz, ïîëó÷èì ñëåäñòâèå 1.
Ñëåäñòâèå 1. Åñëè f(z) ìåðîìîðôíà è îäíîëèñòíà â B, òî äëÿ ëþáûõ òî÷åê z1, z2 ∈ B

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
|f ′(z1)f ′(z2)|

|f(z1)− f(z2)|2
≥ r(B, z1, z2). (13)

Â ñëó÷àå, êîãäà B ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íûì êðóãîì, íåðàâåíñòâî (13) ýêâèâàëåíòíî èç-
âåñòíîìó íåðàâåíñòâó Ôàíà [9]:

|f ′(z1)||f ′(z2)|
|f(z1)− f(z2)|2

≥ (1− |z1|2)(1− |z2|2)
|(z1 − z2)(1− z1z2)|2

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(R), êëàññ ôóíêöèé f, ìåðîìîðôíûõ è îäíîëèñòíûõ â êîëüöå K(R),
äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî f(K(R)) çíà÷åíèé f(z) â K(R) ëåæèò â îáëàñòè U := {|w| > 1} è
êîòîðûå îòîáðàæàþò îêðóæíîñòü |z| = 1 íà ñåáÿ.

Ïîëàãàÿ â òåîðåìå 1 n = 2, δ1 = −δ2 = 1, B = K(R), D = U è èñïîëüçóÿ (3), (4), ïîëó÷èì
ñëåäñòâèå 2.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü f(z) ∈ M(R), z1, z2� âåùåñòâåííûå òî÷êè êîëüöà K(R), îòëè÷-
íûå îò ïîëþñîâ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f ′(z1)f ′(z2)|
|f(z1)− f(z2)|2

(|f(z1)|2 − 1)(|f(z2)|2 − 1)

|1− f(z1)f(z2)|2
≥ |G′(z1)G

′(z2)|
|G(z1)−G(z2)|2

(G(z1)
2 − 1)(G(z2)

2 − 1)

(1−G(z1)G(z2))2
. (14)

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [10] äëÿ ìåðîìîðôíûõ è îäíîëèñòíûõ â êîëüöå K(R) ôóíêöèé
è âåùåñòâåííûõ z1, z2 áûëî ïîëó÷åíî íåðàâåíñòâî

|f ′(z1)f ′(z2)|
|f(z1)− f(z2)|2

≥ |T ′(z1)T
′(z2)|

|T (z1)− T (z2)|2
, (15)

ãäå ôóíêöèÿ T (z) îòîáðàæàåò êîëüöîK(R) íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè.
Ó÷èòûâàÿ àíàëèòè÷åñêîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè f êëàññà M(R) ïî ïðèíöèïó ñèììåòðèè
÷åðåç îêðóæíîñòü |z| = 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî â êëàññå M(R) ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|f ′(z1)f ′(z2)|
|f(z1)− f(z2)|2

≥ |G′(z1)G
′(z2)|

|G(z1)−G(z2)|2
. (16)

Çíà÷åíèÿ àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè f â òî÷êàõ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè |z| = 1, ñâÿçàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: f(z) = 1/f(1/z), z ∈ K(R). Ïîëàãàÿ
z1 = |z|, z2 = 1/|z|, èç (16) ïîëó÷àåì∣∣∣∣∣ f ′(|z|)2

f2(|z|)(1/f(|z|)− f(|z|))2

∣∣∣∣∣ ≥
∣∣∣∣∣ G′(|z|)2

G2(|z|)(1/G(|z|)−G(|z|))2

∣∣∣∣∣ .
Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, ïðèìåíåííîå ê ôóíêöèè fz(ζ) = f(ei arg zζ) â òî÷êå ζ = z, äàåò
îöåíêó

|f ′(z)|2

(|f(z)|2 − 1)
≥ |G′(|z|)|2

(G(|z|)2 − 1)
. (17)

Ïðèìåíåíèåì åìêîñòíîãî ïîäõîäà è ìåòîäà ñèììåòðèçàöèè â ðàáîòå [6] áûëè ïîëó÷åíû
íåðàâåíñòâà ñ ó÷àñòèåì ïðîèçâîäíîé Øâàðöà Sf (z) = f ′′′(z)/f ′(z)− (3/2)(f ′′(z)/f ′(z))2 äëÿ
ôóíêöèé êëàññà M(R). Ïðèâåäåì äâå òåîðåìû, äîïîëíÿþùèå óêàçàííûå ðåçóëüòàòû.

Òåîðåìà 2. Åñëè f(z) ∈ M(R), òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî z ∈ K(R) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

ReSf (z) ≥ SG(z). (18)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü z0 � âåùåñòâåííàÿ òî÷êà êîëüöà K(R) íà ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè è ïóñòü ρ > 0 íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî òî÷êà z0 + ρ òàêæå ïðèíàäëåæèò êîëüöó K(R).
Ïîëîæèâ â íåðàâåíñòâå (16) z1 = z0, z2 = z0 + ρ, ïîëó÷èì

|f ′(z0)f ′(z0 + ρ)|
|f(z0)− f(z0 + ρ)|2

≥ |G′(z0)G
′(z0 + ρ)|

|G(z0)−G(z0 + ρ)|2
. (19)

Â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

f(z) = c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)
2 + c3(z − z0)

3 + . . .

è, ñëåäîâàòåëüíî,
f ′(z) = c1 + 2c2(z − z0) + 3c3(z − z0)

2 + . . .

Îòñþäà íåñëîæíî óñòàíîâèòü àñèìïòîòèêó ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (19):

|f ′(z0)f ′(z0 + ρ)|
|f(z0)− f(z0 + ρ)|2

=
1

ρ2

∣∣∣∣1 + (c3c1 − c22
c21

)
ρ2 + o(ρ2)

∣∣∣∣ = 1

ρ2

∣∣∣∣1 + 1

6
Sf (z0)ρ

2 + o(ρ2)

∣∣∣∣ .
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Ñëåäîâàòåëüíî,

|f ′(z0)f ′(z0 + ρ)|
|f(z0)− f(z0 + ρ)|2

=
1

ρ2

(
1 +

1

6
ReSf (z0)ρ

2 + o(ρ2)

)
, ρ→ 0. (20)

Àíàëîãè÷íàÿ àñèìïòîòèêà ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (19) ñ çàìåíîé f = G ïðèâîäèò ê
óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü f(z) ∈ M(R). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî z ∈ K(R) âûïîë-
íÿåòñÿ

ReSf (z)− SG(z) ≥ 6

(
|f ′(z)|2

|f(z)|2 − 1
− |G′(z)|2

G(z)2 − 1

)
≥ 0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê æå, êàê â òåîðåìå 2, ïóñòü z0 � âåùåñòâåííàÿ òî÷êà êîëüöà
K(R) íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè è z0+ρ ïðèíàäëåæèò êîëüöó K(R), c0 = f(z0), c1 = f(z0),
c2 = f ′′(z0)/2. Ïðèìåíÿÿ (14) ê z1 = z0, z2 = z0 + ρ, çàêëþ÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ f = G äàåò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

|f ′(z0)f ′(z0 + ρ)|
|f(z0)− f(z0 + ρ)|2

· (|f(z0)|
2 − 1)(|f(z0 + ρ)|2 − 1)

|1− f(z0)f(z0 + ρ)|2
.

Îáîçíà÷èì t = |c0|2 − 1. Ýëåìåíòàðíûå âû÷èñëåíèÿ äàþò

|f(z0 + ρ)|2 − 1 =
(
c0 + c1ρ+ c2ρ

2 + o(ρ2)
) (
c0 + c1ρ+ c2ρ

2 + o(ρ2)
)
− 1 =

= |c0|2+2Rec1c0ρ+|c1|2ρ2+Re(2c2c0)ρ2−1+o(ρ2) = t

(
1 +

2Rec1c0
t

ρ+
|c1|2 + Re(2c2c0)

t
ρ2
)
+o(ρ2).

Àíàëîãè÷íî
|1− f(z0)f(z0 + ρ)|2 = (1− c0f(z0 + ρ))(1− c0f(z0 + ρ)) =

=
(
1− c0

(
c0 + c1ρ+ c2ρ

2 + o(ρ2)
)) (

1− c0
(
c0 + c1ρ+ c2ρ

2 + o(ρ2)
))

=

= t2
(
1 + 2

Re(c1c0)

t
ρ+

(
|c1|2|c0|2

t2
+
Re(2c2c0)

t

)
ρ2 + o(ρ2)

)
.

Îòñþäà, ïîñëå ñòàíäàðòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó

(|f(z0)|2 − 1)(|f(z0 + ρ)|2 − 1)

|1− f(z0)f(z0 + ρ)|2
= 1− |c1|2

(|c0|2 − 1)2
ρ2 + o(ρ2), ρ→ 0.

Ó÷èòûâàÿ (20), â èòîãå íàõîäèì

|f ′(z0)f ′(z0 + ρ)|
|f(z0)− f(z0 + ρ)|2

· (|f(z0)|
2 − 1)(|f(z0 + ρ)|2 − 1)

|1− f(z0)f(z0 + ρ)|2
=

1

ρ2
+

1

6
ReSf (z0)−

|c1|2

(|c0|2 − 1)2
+ o(1),

ρ→ 0. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü ñëåäóåò èç (14) è (17).

3. Î êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé

Çàäà÷è î êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèÿõ íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé âîñõîäÿò ê ðàáîòàì
Ì.À. Ëàâðåíòüåâà è èìåþò áîãàòóþ èñòîðèþ. Êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò Ëàâðåíòüåâà êàñàåòñÿ
êîíôîðìíûõ è îäíîëèñòíûõ îòîáðàæåíèé f1(z), f2(z) åäèíè÷íîãî êðóãà íà äâå íåíàëåãàþ-
ùèå îáëàñòè B1, B2 è çàêëþ÷àåòñÿ â íåðàâåíñòâå

|f ′1(0)f ′2(0)| ≤ |f1(0)− f2(0)|2.
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Äëÿ êîíå÷íîñâÿçíîé îáëàñòè B áåç âûðîæäåííûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü êîíôîðìíîå è îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå B íà ïëîñêîñòü ñ ðàäèàëüíûìè ðàçðåçàìè,
ïðè÷åì òàêîå, ÷òî çàäàííûå ðàçëè÷íûå êîíå÷íûå òî÷êè a, b ïåðåõîäÿò ñîîòâåòñòâåííî â 0
è ∞ è â îêðåñòíîñòè b èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå 1/(z− b)+a0+a1(z− b)+ . . . Îáîçíà÷èì ýòî
îòîáðàæåíèå φB(z; a, b). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò âûðàæåíèå ðàäèóñà Íåéìàíà r(B, a, b) â
òåðìèíàõ ôóíêöèè φB(z; a, b).

Òåîðåìà 4. Ìîäóëü ïðîèçâîäíîé îòîáðàæåíèÿ φB(z; a, b) â òî÷êå a ñîâïàäàåò ñ ðàäè-

óñîì Íåéìàíà r(B, a, b), òî åñòü

|φ′
B(a; a, b)| = r(B, a, b).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââèäó (10), äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà
îáëàñòü B îãðàíè÷åíà àíàëèòè÷åñêèìè êðèâûìè Æîðäàíà. Íåòðóäíî ïîêàçàòü (ñì òàêæå
[4]), ÷òî ôóíêöèÿ VB(z; a, b) = − log |φB(z; a, b)| óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

1) VB(z; a, b) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà íà B \ {a∪ b} è ãàðìîíè÷åñêàÿ â B \ {a∪ b};
2) ïðè z → a ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

VB(z; a, b) = − log |z − a|+ v(z),

ãäå v(z) � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ;
3) ïðè z → b ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

VB(z; a, b) = log |z − b|+ o(1);

4) ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè ∂VB(z;a,b)
∂n = 0 íà ∂B.

Âûáåðåì ôóíêöèþ Íåéìàíà c ïîñòîÿííûìè ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè íîðìàëüíîé ïðî-
èçâîäíîé è îáîçíà÷èì N(b) = lim

z→b
(NB(z, b)+log |z−b|). Óáåäèâøèñü, ÷òî ôóíêöèÿ NB(z, a)−

NB(z, b)−NB(b, a) +N(b) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1)�4), â ñèëó åäèíñòâåííîñòè, ïîëó÷àåì

VB(z; a, b) = NB(z, a)−NB(z, b)−NB(b, a) +N(b).

Îòñþäà íàõîäèì
N11 = − log |φ′

a,b(a)|+ 2NB(b, a)−N(b),

N22 = N(b),

N12 = N21 = NB(b, a).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ (8).
Êàê ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 4 âûòåêàåò õîðîøî èçâåñòíîå ýêñòðåìàëüíîå ñâîéñòâî îòîá-

ðàæåíèÿ φB(z; a, b) [11, ñòð. 217].
Ñëåäñòâèå 3. Ñðåäè ôóíêöèé f(z), êîíôîðìíûõ è îäíîëèñòíûõ â îáëàñòè B, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì f(a) = 0, f(b) = ∞ è òàêèõ, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè b ñïðàâåäëèâî
ðàçëîæåíèå f(z) = 1/(z−b)+a0+a1(z−b)+ . . ., íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîäóëÿ ïðîèçâîäíîé
â òî÷êå a äàåò ôóíêöèÿ φB(z; a, b), òî åñòü ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f ′(a)| ≥ |φ′
B(a; a, b)|.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ψ(z) = f(z)/(f(z) − 1). Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé
óáåæäàåìñÿ, ÷òî

|ψ′(a)ψ′(b)|
|ψ(a)− ψ(b)|2

= |f ′(a)|.

Îñòàåòñÿ òåïåðü ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1 è òåîðåìó 4.
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Òåîðåìà 5. Ïóñòü Bm, m = 1, ..., n, � ïîïàðíî íåíàëåãàþùèå êîíå÷íîñâÿçíûå îáëàñòè

áåç èçîëèðîâàííûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê, am, bm � ðàçëè÷íûå êîíå÷íûå òî÷êè Bm è φm(z) :=
φBm(z; am, bm). Òîãäà

n∏
m=1

|φ′
m(am)| ≤

∏′ |ai − aj ||bi − bj |∏
|ai − bj |2

,

ãäå ′ ó ïðîèçâåäåíèÿ îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íóëåâîãî ìíîæèòåëÿ è i = 1, n, j = 1, n.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü Z = {a1, b1, ..., an, bn}, ∆ = {1,−1, ..., 1,−1}. Ðàññìîòðèì

êîíäåíñàòîðû C := C(r;Cz, Z,∆, {r, r, ..., r}), Cm := C(r;Bm, {am, bm}, {1,−1}, {r, r}), m =
1, ..., n. Åñëè v � ïðîèçâîëüíàÿ äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ äëÿ C, òî åå ñóæåíèå íà Bm ÿâëÿåòñÿ
äîïóñòèìîé ôóíêöèåé äëÿ Cm. Ñëåäîâàòåëüíî,

I(v,Cz) ≥
n∑

m=1

I(v,Bm) ≥
n∑

m=1

capCm,

îòêóäà ñëåäóåò

capC ≥
n∑

m=1

capCm.

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû (6) è (9), à òàêæå òåîðåìó 4, ïîëó÷èì

1

2π

n∑
m=1

capCm =
−2n

log r
+

1

(log r)2
log

n∏
m=1

|φ′
m(am)|+O((log r)−3),

1

2π
capC =

−2n

log r
+

1

(log r)2
log

∏′ |ai − aj ||bi − bj |∏
|ai − bj |2

+O((log r)−3).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ABSTRACT

The n-point distortion theorem for meromorphic and univalent functions in multiply-
connected domains is proved. As the corollaries we derive the new estimates for
Schwarzian derivatives in an annulus. Also, we get the inequality for derivatives of
conformal and univalent mappings of non-overlapping domains on the plane with
radial slits similar the Lavrentev inequality. The main results are expressed in terms
of Newmann function and capacity of generalized condencers are applied to prove
theorems.
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