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Èññëåäîâàíèå ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ

òðåõ âèõðåé

Èññëåäóþòñÿ òèï, ÷èñëî è óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ òðåõ
òî÷å÷íûõ âèõðåé â äâóìåðíîé ìîäåëè íåîãðàíè÷åííîé èäåàëüíîé æèäêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òî÷å÷íûå âèõðè, îòíîñèòåëüíîå ðàâíîâåñèå, óñòîé÷èâîñòü, àëãåáðà-
è÷åñêàÿ ðåäóêöèÿ.

1. Ââåäåíèå

Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî íàèáîëåå ïîëíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ òðåõ
òî÷å÷íûõ âèõðåé ñîäåðæèòñÿ â [1]. Îäíàêî ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû íå î÷åíü íàãëÿäíû
(ñì. ñîîòâåòñòâóþùèå êîììåíòàðèè â [2, 3]): ýòî âûçâàíî ðåàëüíîé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è è
íåàäåêâàòíûì, ïî íàøåìó ìíåíèþ, ñïîñîáîì ðåäóêöèè àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ âèõðåé ê
îòíîñèòåëüíîìó. Íåäàâíÿÿ ðàáîòà [3] ÷àñòè÷íî èñïðàâèëà ñèòóàöèþ â êîíòåêñòå èññëåäîâà-
íèÿ óñòîé÷èâîñòè ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ òðåõ âèõðåé. Îäíàêî è â ýòîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ
¾íàèâíàÿ¿ ðåäóêöèÿ, è � êàê ñëåäñòâèå � àíàëèç îãðàíè÷åí ëèíåéíûì ïðèáëèæåíèåì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò ëîêàëüíîãî êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà îòíîñè-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ òðåõ âèõðåé, îñíîâàííûé íà ìåòîäå àëãåáðàè÷åñêîé ðåäóêöèè [2, 4�6],
óæå ïîêàçàâøåì ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ïîñòðîåíèè àñèìïòîòèê àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ
âèõðåé [7�9]. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîãî ìåòîäà íå âîçíèêàåò ïðîáëåì ñ îïðåäåëåíèåì îò-
íîñèòåëüíîé óñòîé÷èâîñòè òàê æå, êàê è ñî ñòðóêòóðèðîâàíèåì è íàãëÿäíîñòüþ ðåçóëü-
òàòîâ. Êðîìå òîãî, ïðåäñòàâëåíèå óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ â âèäå äâóìåðíîé
ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû óïðîùàåò âû÷èñëåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äâèæåíèÿ âû-
øå ëèíåéíîé ñòåïåíè è ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èçâåñòíûå ìåòîäû êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà
äâóìåðíûõ ñèñòåì [10].

Îáîçíà÷åíèÿ è ñîãëàøåíèÿ. Äëÿ óäîáñòâà ïðî÷òåíèÿ ïðèâåäåì ñïèñîê íåêîòîðûõ
èç èñïîëüçóåìûõ â ðàáîòå îáîçíà÷åíèé:

xi, yi � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû i-ãî âèõðÿ;
γi è ai = γ−1

i � èíòåíñèâíîñòü è îáðàòíàÿ èíòåíñèâíîñòü i-ãî âèõðÿ;
mi = (xj − xk)

2 + (yj − yk)
2 � êâàäðàò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âèõðÿìè, îòëè÷íûìè îò i-ãî;

m0 = (x1 − x2)(y2 − y3) − (y1 − y2)(x2 − x3) � óäâîåííàÿ îðèåíòèðîâàííàÿ ïëîùàäü
âèõðåâîãî òðåóãîëüíèêà;

γ = γ1γ2 + γ2γ3 + γ3γ1, a = a1a2 + a2a3 + a3a1;
sgn z � ñèãíàòóðà z ∈ R, sgn z = 1 ïðè z > 0, sgn z = −1 ïðè z < 0 è sgn 0 = 0.

1Òèõîîêåàíñêèé îêåàíîëîãè÷åñêèé èíñòèòóò ÄÂÎ ÐÀÍ, 690041, ã. Âëàäèâîñòîê, óë. Áàëòèéñêàÿ,
43. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: algud@poi.dvo.ru

106



Íàáîð èíäåêñîâ (i, j, k) â ôîðìóëàõ, åñëè èõ äèàïàçîí èçìåíåíèÿ íå çàäàí, ïðèíèìàåò
âñå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè òðîéêè ÷èñåë (1, 2, 3).

2. Óðàâíåíèÿ àáñîëþòíîãî äâèæåíèÿ è èíòåãðàëû

Äâèæåíèå òðåõ òî÷å÷íûõ âèõðåé îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé

ẋi = {xi,H}, ẏi = {yi,H} (1)

ñ ãàìèëüòîíèàíîì

H = − 1

4π

(
γ1γ2 lnm3 + γ2γ3 lnm1 + γ3γ1 lnm2

)
(2)

è ñêîáêîé Ïóàññîíà

{f, g} =

3∑
i=1

1

γi

( ∂f

∂xi

∂g

∂yi
− ∂g

∂xi

∂f

∂yi

)
. (3)

Ïîìèìî ãàìèëüòîíèàíà ýòà ñèñòåìà îáëàäàåò òðåìÿ íåçàâèñèìûìè ïåðâûìè èíòåãðàëà-
ìè

P =
3∑

i=1

γixi, Q =
3∑

i=1

γiyi, I =
3∑

i=1

γi(x
2
i + y2i ),

ñâÿçàííûìè ñ èíâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ è ïîâîðîòîâ
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòè èíòåãðàëû íå íàõîäÿòñÿ â èíâîëþöèè, îäíàêî èç íèõ ìîæíî ñêîí-
ñòðóèðîâàòü ïàðó èíâîëþòèâíûõ èíòåãðàëîâ, íàïðèìåð,

P 2 +Q2, D =
(γ1 + γ2 + γ3)I − P 2 −Q2

γ1γ2γ3
=

m1

γ1
+

m2

γ2
+

m3

γ3
, (4)

÷òî ïîçâîëÿåò ïîíèçèòü ïîðÿäîê ñèñòåìû íà ÷åòûðå åäèíèöû.
Ïðî ñèñòåìó (1)�(3) ãîâîðÿò, ÷òî îíà îïèñûâàþò àáñîëþòíîå äâèæåíèå âèõðåé. Ñ îòíî-

ñèòåëüíûì äâèæåíèåì àññîöèèðóþò ðåäóöèðîâàííóþ äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó.

3. Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ

Ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà. Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

{mi,mj} = −4akm0, {m0,mi} = (ak − aj)mi + (aj + ak)(mk −mj). (5)

Â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ mi, i = 0, 1, 2, 3, ýòè ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò ñòðóêòóðó ìíî-
ãîîáðàçèÿ Ëè � Ïóàññîíà ñ äâóìÿ öåíòðàëüíûìè ôóíêöèÿìè D è F , ãäå

F = 4m2
0 +m2

1 +m2
2 +m2

3 − 2(m1m2 +m2m3 +m3m1).

Ïîñëåäíÿÿ âîçíèêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ Ãåðîíà, ñâÿçûâàþùåãî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ äëè-
íàìè åãî ñòîðîí.

Ðåäóöèðîâàííàÿ ñèñòåìà îïðåäåëÿåòñÿ êàê îãðàíè÷åíèå íà ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò D =
const, F = 0 ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíèàíîì (2) è ñêîáêîé (5).

Â ÿâíîì âèäå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû çàäàþòñÿ ðàâåíñòâàìè

ṁ0 =
∑ (ai + aj)(mi −mj)

4πaiajmk
, ṁi = −m0(mj −mk)

πaimjmk
. (6)

Ñêîáêà (5) � ëèíåéíàÿ; ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé àëãåáðà Ëè íàçûâàåòñÿ âèõðåâîé àëãåáðîé
[2].
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Ñòðóêòóðà ñèìïëåêòè÷åñêîãî ëèñòà. Ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò â çàâèñèìîñòè îò çíà-
êà âåëè÷èíû a = a1a2 + a2a3 + a3a1 ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì âèõðåâîé àëãåáðû ìîæåò
áûòü òðàíñôîðìèðîâàí â ýëëèïñîèä (a > 0), ïàðàáîëîèä (a = 0) èëè ãèïåðáîëîèä (a < 0).

Òàê, ïðè a ̸= 0, ïîëàãàÿ

e0 =
∑ aimi

4a
, e1 =

m0

2
√

|a|
, e2 = e0 −

m3

2(a1 + a2)
,

e3 =
a1(m1 −m2 +m3) + a2(m1 −m2 −m3)

4
√

|a|(a1 + a2)
.

(7)

Íàõîäèì, ÷òî

{e0, ei} = 0, {e1, e2} = e3, {e2, e3} = e1, {e3, e1} = sgn (a)e2, (8)

è, êîëü ñêîðî F = 0,
e21 + sgn (a)e22 + e23 − sgn (a)e20 = 0. (9)

Ìû âèäèì, ÷òî â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû
ðàññëîåíî íà ñôåðû ïðè a > 0 è äâóïîëîñòíûå ãèïåðáîëîèäû ïðè a < 0. Ïðè e0 = 0
ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåííî òî÷êó è êîíóñ. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà íà ýòèõ ïîâåðõíîñòÿõ
çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (8).

Òî, ÷òî îáðàçóþùèå (7) íå îïðåäåëåíû ïðè a1 + a2 = 0, íå ñêàçûâàåòñÿ íà îáùíîñòè
ðàññìîòðåíèÿ, èáî, ïåðåíóìåðîâûâàÿ âèõðè, âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü a1 + a2 ̸= 0.

Ïðè a = 0 ìû ïîëàãàåì

e0 =
∑

aimi, e1 = m0, e2 =
m3

2(a1 + a2)
,

e3 =− a1(m1 −m2 +m3) + a2(m1 −m2 −m3)

2(a1 + a2)

(10)

è íàõîäèì

{e0, ei} = 0, {e1, e2} = e3, {e2, e3} = e1, {e3, e1} = −e0, (11)

e21 + e23 − 2e0e2 = 0. (12)

Òàêèì îáðàçîì, â íîâûõ êîîðäèíàòàõ ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàññëîåíî íà ïàðàáîëîèäû
ñ ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (11). Ïðè e0 = 0 ïàðàáîëîèä âûðîæäàåòñÿ â ëó÷.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ âèõðåâîé àëãåáðû. Êîñíåìñÿ âîïðîñà î ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíè-
ÿõ âèõðåâîé àëãåáðû, ñîõðàíÿþùèõ ðàññëîåííóþ ñòðóêòóðó ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ (8),
(9) èëè (11), (12). Ïðè a > 0 ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóòü âðàùåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå e0 = const,
ïðè a < 0 � êîìïîçèöèÿ ïîäõîäÿùèõ îáû÷íûõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ âðàùåíèé, ïðè a = 0 �
ýòî ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

e0′ = e0,

e1′ = Ae0 cos θ + e1 cosϕ+ e3 sinϕ,

e2′ =
1
2A

2e0 +Ae1 cos(θ + ϕ) + e2 +Ae3 sin(θ + ϕ),

e3′ = Ae0 sin θ − e1 sinϕ+ e3 cosϕ,

ãäå A, θ è ϕ � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Ýòîò âîïðîñ íàì èíòåðåñåí ñ òî÷êè çðåíèÿ âûáîðà îáðàçóþùèõ âèõðåâîé àëãåáðû. Ïðè
e0 ̸= 0 óêàçàííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ëþáóþ òî÷êó ñèìïëåêòè÷åñêîãî ëèñòà ìîæíî ïåðå-
ìåñòèòü â åãî ¾îñíîâàíèå¿ � òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè e1 = e3 = 0. Òàê, ïðè a ̸= 0 ìîæíî
ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, îáðàçóþùèå

e0 =
∑ ai

4a
mi, e1 =

m0

2
√

|a|
, e2 =

E0

E2
e0 +

∑ Mi −Mj −Mk

16aE2
mi,

e3 =
∑ (ai + aj)Mj − (ak + ai)Mk

16a
√

|a|E2

mi,

(13)

ïåðåâîäÿùèå â îñíîâàíèå E1 = E3 = 0 ïîâåðõíîñòè (9) òî÷êó, îòâå÷àþùóþ êîíôèãóðàöèè
âèõðåé ñ íóëåâîé ïëîùàäüþ è êâàäðàòàìè äëèí ñòîðîí M1, M2 è M3 (çàãëàâíûå áóêâû ìû
ñâÿçûâàåì ñ âûäåëåííîé òî÷êîé).

Îáðàòíîå ê (13) ïðåîáðàçîâàíèå äàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

m0 = 2
√

|a|e1, mi = 2(aj + ak)
(
e0 −

E0

E2
e2

)
+

2aMie2 −
√
|a|

(
(aj(Mk −Mi −Mj)− ak(Mj −Mk −Mi)

)
e3

2aE2
. (14)

Êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ïðè ôèêñèðîâàííîì e0 íà ïîâåðõíîñòè (9) ìîæíî ââå-
ñòè (ìíîãèìè ñïîñîáàìè [2]) êàíîíè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Ìû èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå:

x = −
√
2e1√

|e0|+ sgn (a)e2
, y =

√
2e3√

|e0|+ sgn (a)e2
. (15)

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî {x, y} = 1. Îáðàùåíèå (15) äàåòñÿ âûðàæåíèÿìè

e2 = sgn (a)|e0| −
x2 + y2

2
,

e1 = −
√

|e0|+ sgn (a)e2√
2

x, e3 =

√
|e0|+ sgn (a)e2√

2
y.

Ïðè a = 0 â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàò ìû áåðåì

x =
e1√
|e0|

, y =
e3√
|e0|

. (16)

4. Îñîáûå òî÷êè ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû

Ó ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû èìååòñÿ òðè âèäà îñîáûõ òî÷åê [2]. Ýòî òî÷êè, îòâå÷àþùèå
ñèíãóëÿðíîé (mi = mj , mk = 0), ðàâíîñòîðîííåé (m1 = m2 = m3) è êîëëèíåàðíîé (m0 = 0,
ṁ0 = 0) êîíôèãóðàöèÿì âèõðåé. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà è òèïà îñîáûõ
òî÷åê íà ôàçîâîì ïîðòðåòå ñèñòåìû ïðè âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðîâ γ1, γ2, γ3 è D. Áóäåì
ïðåäïîëàãàòü 0 < γ1 ≤ γ2.

Îñîáûå òî÷êè, îòâå÷àþùèå ñèíãóëÿðíûì è ðàâíîñòîðîííèì êîíôèãóðàöèÿì.

Ïîëîæèì
Di = aj + ak, De = a1 + a2 + a3.

Ýòè âåëè÷èíû ñóòü èíòåãðàë D, âçÿòûé â îñîáûõ òî÷êàõ, îòâå÷àþùèõ ñèíãóëÿðíîé, mi = 0,
mj = mk = 1, è ðàâíîñòîðîííåé, m1 = m2 = m3 = 1, êîíôèãóðàöèÿì âèõðåé.
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Ïðè çàäàííûõ γ1, γ2, γ3 è D íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ñèíãóëÿðíîé êîíôèãóðàöèè òèïà
mi = 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì sgnD = sgnDi. Â ñëó÷àå ðàâíîñòîðîííåé êîíôèãó-
ðàöèè � sgnD = sgnDe. Åñëè ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ � êîíôèãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Îñîáûå òî÷êè, îòâå÷àþùèå êîëëèíåàðíûì êîíôèãóðàöèÿì. Òèïîëîãèÿ êîëëè-
íåàðíîé êîíôèãóðàöèè íå ñòîëü ïðîçðà÷íà, êàê ñèíãóëÿðíîé è ðàâíîñòîðîííåé êîíôèãóðà-
öèé.

Êîëëèíåàðíûå êîíôèãóðàöèè ïðèíÿòî ïàðàìåòðèçîâàòü âåëè÷èíîé z ∈ R, ïîëàãàÿ

m1 = z2m3, m2 = (1− z)2m3.

Ïðè z > 1 ïåðâûé âèõðü ëåæèò ìåæäó âòîðûì è òðåòüèì, ïðè z < 0 âòîðîé ëåæèò
ìåæäó òðåòüèì è ïåðâûì, è ïðè 0 < z < 1 òðåòèé � ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì. Ýòè êîíôè-
ãóðàöèè ìû íàçûâàåì ñîîòâåòñòâåííî êîíôèãóðàöèÿìè ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî òèïà

è îáîçíà÷àåì I, II è III.
×åðåç ïàðàìåòð z íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðåàëèçàöèè êîëëèíåàðíîé êîíôèãóðàöèè ṁ0 = 0

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå

γ3 =
z2(z − 2)γ1 + (z + 1)(z − 1)2γ2

2z − 1
. (17)

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè (17) ïðè γ1 = 1 è γ2 = 1.1.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Ôóíêöèÿ (17) èìååò åäèíñòâåííûé êîíå÷íûé ìèíèìóì zc. Åñëè
γ1 ̸= γ2, òî

1
2 < zc < 1, èíà÷å zc = 1

2 . Íà èíòåðâàëàõ z < 1
2 è 1

2 < z < zc ôóíêöèÿ

ìîíîòîííî óáûâàåò, íà èíòåðâàëå z > zc � ìîíîòîííî âîçðàñòàåò.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü γ1 ̸= γ2. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ (17) ïî z:

γ̇3 =
z(4z2 − 7z + 4)γ1 + (z − 1)(4z2 − z + 1)γ2

(2z − 1)2
. (18)

Òàê êàê 4z2 − 7z + 4 > 0 è 4z2 − z + 1 > 0 ïðè ëþáîì z, òî γ̇3 < 0 ïðè z ≤ 0. Íà èíòåðâàëå
0 < z < 1

2 ñïðàâåäëèâà îöåíêà γ̇3 < γ̇3|γ1=γ2 < 0. Íà èíòåðâàëå z > 1
2 ïðîèçâîäíàÿ èìååò

â òî÷íîñòè îäèí íóëü zc, èáî ÷èñëèòåëü (18) íà ýòîì èíòåðâàëå âîçðàñòàåò è ïðèíèìàåò â
ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ çíà÷åíèÿ ðàçíûõ çíàêîâ. Èíòåðâàë, ãäå ÷èñëèòåëü ìåíÿåò çíàê, ìîæíî
îãðàíè÷èòü ñâåðõó çíà÷åíèåì z = 1.

Ñëó÷àé γ1 = γ2 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ïîëîæèì γc = γ3(zc). Âîïðîñ î ïîëîæåíèè γc íà îñè γ3 ðåøàåò
Ïðåäëîæåíèå 4.2. Âåëè÷èíà γc óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì

−γ2 ≤ γc < −γ1, åñëè γ1 ≤
√
3

2
γ2; (19)

−γ1 − γ2 < γc < −γ2, åñëè γ1 >

√
3

2
γ2; (20)
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ïðè÷åì ðàâåíñòâà â (19) äîñòèãàþòñÿ îäíîâðåìåííî. Åñëè γ1 = γ2, òî γc = −5
4γ1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ßñíî, ÷òî γc < γ3(1) = −γ1. Òî, ÷òî γc > −γ1 − γ2, ñëåäóåò èç
íåðàâåíñòâà

γ1 + γ2 + γ3 =
(z2 − z + 1)(γ1z + γ2z − γ1)

2z − 1
> 0,

âåðíîãî ïðè z > 1
2 . Íàêîíåö, èç ñîîòíîøåíèé

γ2 + γ3
γ1 + γ2

=
z(z − z1)(z − z2)

2z − 1
, z1,2 =

2γ1 + γ2 ±
√

4γ21 − 3γ22
2(γ1 + γ2)

≥ 1

2
, (21)

ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè z > 1
2 , ñëåäóåò, ÷òî γ2 + γc = inf(γ2 + γ3) > 0, åñëè ïîäêîðåííîå

âûðàæåíèå â (21) îòðèöàòåëüíî; γ2 + γc = 0 � åñëè îíî ðàâíî íóëþ; è γ2 + γc < 0 � åñëè
îíî ïîëîæèòåëüíî.

Òî, ÷òî γc = −5
4γ1 ïðè γ1 = γ2, ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Îáëàñòè èíòåðâàëà (0, 1), ãäå ôóíêöèÿ (17) îáðàòèìà, � (0, 12), (
1
2 , zc) è (zc, 1), ìû îáî-

çíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî III2, III3 è III1. Â ýòèõ îáëàñòÿõ, êàê è â îáëàñòÿõ z < 0 è z > 1,
êîëëèíåàðíûå êîíôèãóðàöèè îäíîçíà÷íî ïàðàìåòðèçóþòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ γ3 ïðè ôèêñè-
ðîâàííûõ γ1 è γ2. Îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êîíôèãóðàöèé ââåäåííûõ òèïîâ êàê ôóíêöèé γ3
ïîêàçàíû íà ðèñ. 2 Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ïðèíÿëè −γ2 < γc.

> γ3
−∞ −γ1−γ2 −γ2 γc −γ1 −γ1γ2/(γ1+γ2) 0 ∞

I

II

III1

III2

III3

Ðèñ. 2. Îáëàñòè ðåàëèçàöèè êîëëèíåàðíûõ êîíôèãóðàöèé (îòìå÷åíû ñïëîøíîé ëèíèåé).

Ïîëîæèì
Dc = a1z

2 + a2(1− z)2 + a3

è îïðåäåëèì âåëè÷èíû DI, DII, DIII è DIIIiêàê îãðàíè÷åíèÿ Dc íà ñîîòâåòñòâóþùèå îáëàñòè
èçìåíåíèÿ z.

Àíàëîãè÷íî, êàê è äëÿ ïðî÷èõ îñîáûõ òî÷åê, ïðè çàäàííûõ γ1, γ2, γ3 è D êîëëèíåàðíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ z ðåàëèçóåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà sgnD = sgnDc.

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 4.3.

sgnDI = sgnDII = sgnDe, sgnDIII = sgn a.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

Dc =
z(z − 1)(γ1z + γ2z − γ1)De

γ1z + γ2z − γ2
=

z(z − 1)(γ1z
2 + γ2z

2 − 2γ1z − γ2)a

z2 − z + 1
.

Êîýôôèöèåíò ïðè De â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïîëîæèòåëåí ïðè z < 0 è z > 1, êîýôôèöèåíò
ïðè a âî âòîðîì ðàâåíñòâå ïîëîæèòåëåí ïðè 0 < z < 1.
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Ðàñïðåäåëåíèå îñîáûõ òî÷åê ïî ÷èñëó è òèïó. Óäîáíî î íàëè÷èè èëè îòñóòñòâèè
êîíôèãóðàöèè äàííîãî òèïà ñóäèòü ïî äèàãðàììàì, ïîäîáíûì ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 2 è
ðèñ. 3 äëÿ ñëó÷àÿ −γ2 < γc. Ðèñ. 2 ìû óæå êîììåíòèðîâàëè. Íà ðèñ. 3 ïðè ôèêñèðîâàííûõ
γ1 è γ2 èçîáðàæåíû îáëàñòè èçìåíåíèÿ γ3, â êîòîðûõ çíàê ñîîòâåòñòâóþùåãî D ïîñòîÿ-
íåí. Èíòåðâàëû D > 0 îòìå÷åíû ñïëîøíîé ëèíèåé, èíòåðâàëû D < 0 îñòàâëåíû ïóñòûìè.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòè äèàãðàììû ïîñòðîåíû â ïðåäïîëîæåíèè −γ2 < γc, èíà÷å γc ñëåäóåò
ïåðåìåñòèòü â ïðîìåæóòîê −γ1 − γ2 < γ3 ≤ −γ2 (ñì. ïðåäëîæåíèå 4.2).

> γ3
−∞ −γ1−γ2 −γ2 γc −γ1 −γ1γ2/(γ1+γ2) 0 ∞

D1

D2

D3

De, DI , DII

DIII, a

Ðèñ. 3. Îáëàñòè ïîñòîÿííîãî çíàêà èíòåãðàëà D, âû÷èñëåííîãî â îñîáûõ òî÷êàõ. Èíòåðâàëû
D > 0 îòìå÷åíû ñïëîøíûìè ëèíèÿìè, èíòåðâàëû D < 0 îñòàâëåíû ïóñòûìè.

Íàïðèìåð, ïðîèçâîëüíîìó γ3 èç îáëàñòè −γ1 − γ2 < γ3 < γ2 ïðè D > 0 îòâå÷àþò
òðè ñèíãóëÿðíûå è äâå (ïî ÷èñëó îðèåíòàöèé) ðàâíîñòîðîííèå êîíôèãóðàöèè. Êîëëèíåàð-
íûå êîíôèãóðàöèè íå ðåàëèçóþòñÿ. Ïðè D < 0 íàáëþäàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ êîëëèíåàðíàÿ
êîíôèãóðàöèÿ òèïà III2 ïðè îòñóòñòâóþùèõ ñèíãóëÿðíûõ è ðàâíîñòîðîííåé. Ïðè D = 0
ñòàöèîíàðíûå êîíôèãóðàöèè îòñóòñòâóþò.

5. Óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òî÷åê

Èññëåäóåì óñòîé÷èâîñòü îñîáûõ òî÷åê ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû ê âîçìóùåíèÿì, ñîõðà-

íÿþùèì èíòåãðàë D. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü D ̸= 0. Ñëó÷àé D = 0 ðàññìîòðèì îòäåëüíî.

Ñèíãóëÿðíûå îñîáûå òî÷êè. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè èññëåäóåì îñîáóþ òî÷êó òèïà
m1 = 0 ïðè a ̸= 0. Âñå ïðî÷èå âîçìîæíîñòè àíàëèçèðóþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Âûáåðåì îáðàçóþùèå (13) òàê, ÷òîáû îñîáàÿ òî÷êà îêàçàëàñü â îñíîâàíèè íèæíåé âåòâè
ïàðàáîëîèäà (9), ò. å. ïîëîæèì â îáðàçóþùèõ M1 = 0, M2 = M3 è E2 = −|E0|. Â êàíîíè÷å-
ñêèõ êîîðäèíàòàõ (15) ýòîé òî÷êå îòâåòÿò çíà÷åíèÿ x = y = 0. Â ïîëÿðíûõ (îòíîñèòåëüíî
x, y) êîîðäèíàòàõ r, ϕ äëÿ óðàâíåíèÿ ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû ïðè r → 0

ṙ = O(r), ϕ̇ =
γ2γ3
2πr2

+O(r).

Ó÷èòûâàÿ ãàìèëüòîíîâîñòü ñèñòåìû, äåëàåì âûâîä, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îñîáàÿ òî÷êà �
öåíòð.

Îñîáûå òî÷êè, îòâå÷àþùèå ðàâíîñòîðîííèì êîíôèãóðàöèÿì. Äëÿ àíàëèçà
ýòèõ òî÷åê óäîáíî èñïîëüçîâàòü ðåäóöèðîâàííóþ ñèñòåìó â ôîðìå (6). Ëèíåàðèçóÿ ñèñòåìó
â òî÷êå m1 = m2 = m3, äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðèðàùåíèé ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

µ̇0 = −
∑ aj − ak

4πajakmi
µi, µ̇i = − m0

πaimi
(µj − µk).

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû èìåþò âèä

λ1 = λ2 = 0, λ3,4 = ± m0

πm2
1

√
−γ.
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Íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñâÿçàíû ñ èíòåãðàëàìè F = 0 è D = const è èñ÷åçàþò
ïðè îãðàíè÷åíèè íà ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò ñèñòåìû. Âèä îñòàâøèõñÿ êîðíåé ïðèâîäèò ê
ñëåäóþùåìó óòâåðæäåíèþ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Óñòîé÷èâîñòü îñîáîé òî÷êè, îòâå÷àþùåé ðàâíîñòîðîííåé êîí-

ôèãóðàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì âåëè÷èíû γ: ïðè γ > 0 òî÷êà óñòîé÷èâà, ïðè γ < 0 �

íåóñòîé÷èâà.

Ïðè γ = 0 ðàâíîñòîðîííÿÿ êîíôèãóðàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ, î÷åâèäíî, ëèøü ïðè D = 0.

Îñîáûå òî÷êè, îòâå÷àþùèå êîëëèíåàðíûì êîíôèãóðàöèÿì. Äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ñëó÷àé a ̸= 0, èáî ïðè a = 0 ðåàëèçóåòñÿ ëèøü êîíôèãóðàöèÿ z = γ1

γ1+γ2
, à òîãäà

D = 0. Èññëåäîâàíèå ïðîâåäåì â êîîðäèíàòàõ (13) ïðè

M1 = z2M3, M2 = (1− z)2M3,

ãäå z ïðåäñòàâëÿåò ðàññìàòðèâàåìóþ òî÷êó. Â ýòîé òî÷êå e1 = e3 = 0.
Èñêëþ÷àÿ ñ ïîìîùüþ (9) èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ êîîðäèíàòó e2 è ëèíåàðèçóÿ óðàâíå-

íèÿ, íàõîäèì äëÿ âîçìóùåíèé

ϵ̇1 = − AE0

2πE2M1M2M3
ϵ3, ϵ̇3 = − BE0

2πE2M1M2M3
ϵ1,

ãäå

A =
∑

(γi + γj)MiMj , B =
∑ γi

3
(Mj −Mk)

2.

Òàêèì îáðàçîì, íàìè äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Ïðåäëîæåíèå 5.2. Óñòîé÷èâîñòü îñîáîé òî÷êè, îòâå÷àþùåé êîëëèíåàðíîé êîíôèãó-

ðàöèè âèõðåé, ïðè A ̸= 0 è B ̸= 0 îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ AB: ïðè AB < 0
òî÷êà óñòîé÷èâà, ïðè AB > 0 � íåóñòîé÷èâà.

Â ïðèìåíåíèè ê êîëëèíåàðíûì êîíôèãóðàöèÿì òèïà I, II è III äàííîå ïðåäëîæåíèå
êîíêðåòèçèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.3. Êîíôèãóðàöèè òèïà I è II óñòîé÷èâû ïðè γ < 0 è íåóñòîé÷èâû

ïðè γ > 0. Êîíôèãóðàöèè òèïà III1 è III2 âñåãäà óñòîé÷èâû, êîíôèãóðàöèÿ òèïà III3 âñåãäà
íåóñòîé÷èâà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðè M3 = 1 ñïðàâåäëèâû ïðåäñòàâëåíèÿ

A = z(z − 1)(2z − 1)γ̇3, (22)

B = z(z − 1)(γ1z
2 + γ2z

2 − 2γ1 − γ2) =
z(z − 1)(2z − 1)

γ1z + γ2z − γ2
γ. (23)

Èç (22), â ñâåòå ïðåäëîæåíèÿ 4.1, ñëåäóåò, ÷òî A > 0 íà èíòåðâàëàõ z < 0, 1
2 < z < zc è

z > 1 è A < 0 íà èíòåðâàëàõ 0 < z < 1
2 è zc < z < 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (23) ñëåäóåò, ÷òî

B > 0 íà èíòåðâàëå 0 < z < 1, à âíå åãî çíàêè B è γ ñîâïàäàþò.
Ïðè γ = 0 ðåàëèçóþòñÿ (ñì. ðèñ. 2, 3) ëèáî êîíôèãóðàöèÿ òèïà III3, ëèáî òå, ó êîòîðûõ

D = 0. Êîíôèãóðàöèÿ z = 1
2 ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî ïðè γ1 = γ2, à â ýòîì ñëó÷àå zc =

1
2 .

Ïðè z = zc ëèíåéíîãî àíàëèçà íåäîñòàòî÷íî äëÿ ñóæäåíèÿ îá óñòîé÷èâîñòè êîíôèãóðà-
öèè. Ó÷åò ïåðâûõ íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì: ïðè γ1 ̸= γ2 �

ϵ̇1 = −γ1
√
−a(z − 2)(2z − 1)(z + 1)

πz(4z2 − z + 1)(z − 1)2
(ϵ21 − ϵ23),

ϵ̇3 = − 3γ1(z
2 − z + 1)

π(4z2 − z + 1)(z − 1)
ϵ1,
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è ïðè γ1 = γ2 �

ϵ̇1 =
48

5πγ1
(3ϵ21 − ϵ23)ϵ3, ϵ̇3 =

3γ1
π

ϵ1.

Â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ óðàâíåíèé êîýôôèöèåíòû ïðè ìíîæèòåëÿõ, ñîäåðæàùèõ âîçìó-
ùåíèÿ, ïîëîæèòåëüíû. Îòñþäà äåëàåì ñëåäóþùèé âûâîä [10].

Ïðåäëîæåíèå 5.4. Êðèòè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ zc íåóñòîé÷èâà ïðè γ1 ̸= γ2 è óñòîé-

÷èâà ïðè γ1 = γ2.

Ñëó÷àé D = 0. Ïðè D = 0 îñîáûå òî÷êè ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî â òðåõ ñëó÷àÿõ (ñì.
ðèñ. 3):

1) γ1 + γ3 = 0 èëè γ2 + γ3 = 0 (ñèíãóëÿðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ);

2) γ = 0 (ðàâíîñòîðîííÿÿ è êîëëèíåàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ);

3) a = 0 (êîëëèíåàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ).

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé γ2 + γ3 = 0 (ñëó÷àé γ1 + γ3 = 0 ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî). Â
êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ âèõðåâîé àëãåáðû ïðèìåì îáðàçóþùèå (7), ïåðåéäåì ê êàíîíè÷åñêèì
êîîðäèíàòàì (15), à îò íèõ � ê ïîëÿðíûì r, ϕ. Èç èíòåãðàëà ýíåðãèè è óðàâíåíèé äâèæåíèÿ
íàõîäèì

r2 =
h

(γ21 + γ22 − 2γ1γ2 sinϕ)γ1/γ2(sinϕ+ 1)
, ϕ̇ = − γ2

2πr2

ãäå h > 0 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ìû âèäèì, ÷òî îñîáûå òî÷êè ðåäóöèðîâàííîé ñèñòå-
ìû ñîñòàâëÿþò ñèíãóëÿðíûé ëó÷ ϕ = −1

2π è âñå ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû íåîãðàíè÷åíû.
Äâèæåíèå âáëèçè ñèíãóëÿðíîãî ëó÷à, à òàêæå ïðè áîëüøèõ îòðèöàòåëüíûõ y è ïðè γ1 = γ2
ïðîèñõîäèò ïî çàêîíó

ẋ = 0, ẏ = − γ22
2πx

.

Ïðè γ = 0 èíòåãðàëüíûå êðèâûå ðåäóöèðîâàííîé èìåþò âèä

mi = mi1t+mi0, i = 0, 1, 2, 3,

ñ ïîäõîäÿùèìè êîýôôèöèåíòàìè mi0 è mi1. Â êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ ôàçîâûé ïîðò-
ðåò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ëó÷åé, èñõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò. Îñîáûå òî÷êè,
îòâå÷àþùèå êîëëèíåàðíûì êîíôèãóðàöèÿì, îáðàçóþò ëó÷è ϕ = ±1

2π, à îñîáûå òî÷êè, îò-
âå÷àþùèå ðàâíîñòîðîííèì êîíôèãóðàöèÿì � ïàðó ëó÷åé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè:

sinϕ =
γ2 − γ1

2
√

γ21 + γ1γ2 + γ22

Ïðè a = 0 ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû öåëèêîì ñîñòîèò èç îñîáûõ òî÷åê, îòâå÷àþùèõ
êîëëèíåàðíîé êîíôèãóðàöèè

z =
γ1

γ1 + γ2
.

Âûâîäû. Ñîáåðåì âìåñòå ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè.
Òåîðåìà 5.1. Ñèíãóëÿðíûå êîíôèãóðàöèè íåóñòîé÷èâû òîëüêî ïðè D = 0. Ðàâíîñòî-

ðîííèå êîíôèãóðàöèè óñòîé÷èâû ïðè γ > 0, èíà÷å � íåóñòîé÷èâû. Êîëëèíåàðíûå êîíôè-

ãóðàöèè òèïà I è II óñòîé÷èâû ïðè γ < 0, èíà÷å � íåóñòîé÷èâû. Êîíôèãóðàöèè òèïà III1
è III2 âñåãäà óñòîé÷èâû, òèïà III3 � âñåãäà íåóñòîé÷èâû. Êîíôèãóðàöèÿ zc óñòîé÷èâà ïðè
γ1 = γ2, èíà÷å � íåóñòîé÷èâà.

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ïî ðàñïðåäåëåíèþ ÷èñëà è òèïà îñîáûõ òî÷åê íà ôàçîâîì ïîðò-
ðåòå, ïîëó÷àåì òàáëèöó 1.
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> γ3

1

−∞

2

a=0

3

γc

I

−γ2

II

−γ1

III1

γ=0

III2

0

III3

∞

E

−γ2 γc

s+ s+ s+ u0 s− s−

s+ s+ s+ s+ s+ s+

s+ s+ s+ s+ s+ s+

− − − − − −
− − − − s+ s+

− − − − − −
s+ s0 s− − − −
− − − − − −
u+ u+ u+ u+ u+ u+

s− s− s− s− s− s+

s+ u0 s− s− s− s+

s+ s+ s+ s+ s+ s+

− − s+ u0 u− u+

s+ s+ s+ u0 u− u+

s− − − − − −
− − − − − −
u− u− u− u− u− u+

u+ u+ u+ u0 s− s+

s+ s+ u0

s+ s+ s+

s+ s+ s+

− − −
− − −
− s− s−

s− s− −
− u− u−

u+ u+ u+

(a) (b)

Òàáëèöà 1. Òèï è óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíûõ êîíôèãóðàöèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ âèõðåé êàê
ôóíêöèÿ γ3: (a) γc < −γ2; (b) γc > −γ2 (ïîêàçàí ôðàãìåíò òàáëèöû � öåëèêîì òàáëèöà ïîëó÷àåòñÿ

èç (a) çàìåíîé ôðàãìåíòà [γc,−γ2] íà äàííûé). Îáîçíà÷åíèÿ: ¾s¿ � stable, ¾u¿ � unstable, âåðõíèé

èíäåêñ ïðåäñòàâëÿåò ñèãíàòóðó D.

Ñî ñëåäóþùèìè çàìå÷àíèÿìè îíà äàåò èñ÷åðïûâàþùóþ èíôîðìàöèþ î ëîêàëüíîé ñòðóê-
òóðå ôàçîâîãî ïîðòðåòà ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìû.

1) Èç òàáëèöû èñêëþ÷åíà êîíôèãóðàöèÿ zc. Îíà ðåàëèçóåòñÿ ïðè γ3 = γc è îòíîñèòñÿ ê
òèïó u−, åñëè γ1 ̸= γ2, è òèïó s−, åñëè γ1 = γ2.

2) Ñòîëáöû, ñîîòâåòñòâóþùèå áèôóðêàöèîííûì çíà÷åíèÿì γ3 (a = 0, γc, −γ2, γ1, γ = 0),
âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ñòîëáöàì, íåïîñðåäñòâåííî (ñëåâà è ñïðàâà) ê íèì ïðèìûêàþ-
ùèì, è èíôîðìàöèè îá óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê ïðè D = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ
êàæäîé êîíôèãóðàöèè ñèãíàòóðà D â òî÷êå áèôóðêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîì D íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåâà è ñïðàâà îò ýòîé òî÷êè. Åñëè ýòîò çíàê îäèíàêîâ, òî îí òîò æå è
â òî÷êå áèôóðêàöèè, åñëè ðàçíûé, òî sgnD = 0. Òèï óñòîé÷èâîñòè ïðè ïðîõîæäåíèè
áèôóðêàöèîííîãî çíà÷åíèÿ â ïåðâîì ñëó÷àå ñîõðàíÿåòñÿ, âî âòîðîì � îïðåäåëÿåòñÿ
òèïîì óñòîé÷èâîñòè îñîáîé òî÷êè ïðè D = 0. Êîíôèãóðàöèÿ íå ðåàëèçóåòñÿ â òî÷êå
áèôóðêàöèè, åñëè îíà íå ðåàëèçóåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåâà èëè ñïðàâà îò íåå.

3) Ìû íå ïðèâåëè òàáëèöû ïðè γ1 = γ2 è γc = −γ2. Îíè ñîâïàäàþò ñ òàáëèöåé 1(a),
çà èñêëþ÷åíèåì ñîîòâåòñòâåííî ôðàãìåíòîâ [−γ2,−γ1] è [γc,−γ2]. Ïîñëåäíèå ñëåäóåò
çàìåíèòü íà äîëæíûì îáðàçîì ìîäèôèöèðîâàííûå ñòîëáöû −γ1 è γc.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü ïðè çàäàííûõ γ1, γ2, γ3 è D ðåàëèçóåòñÿ êàê ðàâíîñòîðîííÿÿ,

òàê è êîëëèíåàðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ âèõðåé. Òîãäà, åñëè îäíà èç íèõ óñòîé÷èâà, òî äðóãàÿ

íåóñòîé÷èâà, è íàîáîðîò.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] J. Tavantzis, L. Ting, �The dynamics of three vortices revisited�, Phys. Fluids, 31:6, (1988), 1392�
1409.

[2] À.Â. Áîðèñîâ, È.Ñ. Ìàìàåâ, Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû äèíàìèêè âèõðåâûõ ñòðóêòóð, Èí-ò
êîìïüþòåð. èññëåä., Ìîñêâà � Èæåâñê, 2005.

[3] H. Aref, �Stability of relative equilibria of three vortices�, (Article 094101), Phys. Fluids, 21:9, (2009),
1�22.

[4] À.Â. Áîðèñîâ, À. Å. Ïàâëîâ, �Äèíàìèêà è ñòàòèêà âèõðåé íà ïëîñêîñòè è ñôåðå � I�, Reg. &
Chaot. Dyn, 3:1, (1998), 28�38.

115



[5] À.Â. Áîðèñîâ, Â. Ã. Ëåáåäåâ, �Äèíàìèêà òðåõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè è íà ñôåðå � II. Îáùèé
êîìïàêòíûé ñëó÷àé�, Reg. & Chaot. Dyn, 3:2, (1998), 99�114.

[6] À.Â. Áîðèñîâ, Â. Ã. Ëåáåäåâ, �Äèíàìèêà òðåõ âèõðåé íà ïëîñêîñòè è íà ñôåðå � III. Íåêîì-
ïàêòíûé ñëó÷àé. Ïðîáëåìà êîëëàïñà è ðàññåÿíèÿ�, Reg. & Chaot. Dyn, 3:4, (1998), 74�86.

[7] À.È. Ãóäèìåíêî, �Äèíàìèêà òðåõ âèõðåé â âîçìóùåííîé ñèíãóëÿðíîé êîíôèãóðàöèè�, Íåëè-
íåéíàÿ Äèíàìèêà, 4:2, (2008), 429�441.

[8] A. I. Gudimenko, �Dynamics of perturbed equilateral and collinear con�gurations of three point
vortices�, Reg. & Chaot. Dyn, 13:2, (2008), 85�95.

[9] À.È. Ãóäèìåíêî, Ê. Ã. Êóïöîâ, �Äâèæåíèå òðåõ òî÷å÷íûõ âèõðåé â ñëó÷àå, åñëè îäèí èç íèõ
ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð çàâèõðåííîñòè�, Âåñòí. Óäìóðä. ãîñ. óí-òà, 2009, �2, 38�52.

[10] À.À. Àíäðîíîâ, Å.À. Ëåîíòîâè÷, È.È. Ãîðäîí, À. Ã. Ìàéåð, Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà, Íàóêà, Ìîñêâà, 1966.

Ïðåäñòàâëåíî â Äàëüíåâîñòî÷íûé ìàòå-
ìàòè÷åñêèé æóðíàë 11 ôåâðàëÿ 2010 ã.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîä-
äåðæêå ÐÔÔÈ (êîä ïðîåêòà 08-05-
00061-à, 10-05-00646-à) è ÄÂÎ ÐÀÍ
(ãðàíòû 09-I-Ï17-07, 09-I-Ï4-04, 09-II-
ÑÎÏ4-04)

Gudimenko A.I., Zakharenko A.D. A study of relative equilibria of three vortices.
Far Eastern Mathematical Journal. 2010. V. 10. � 2. P. 106�116.

ABSTRACT

The positions of relative equilibrium of three point vortices on the unbounded plain
according to their type and stability are fully classi�ed.
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