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Îáðàòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíîãî

óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè � äèôôóçèè � ðåàêöèè

Èññëåäóåòñÿ êîýôôèöèåíòíàÿ îáðàòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâ-

íåíèÿ êîíâåêöèè � äèôôóçèè � ðåàêöèè, ðàññìàòðèâàåìîãî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè

ïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Äîêàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óêàçàííîé

çàäà÷è îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé � êàê ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, òàê è îäíîé èç çà-

äàííûõ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â èñõîäíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó. Ðàçâèâàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è. Îí îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà Íüþòîíà

è äèñêðåòèçàöèè ëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è îäíèì èç ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé èëè

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå, òðåòüÿ êðàåâàÿ çàäà÷à, ìàññîïåðåíîñ, êî-

ýôôèöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è, ðàçðåøèìîñòü, óñòîé÷èâîñòü, ÷èñëåííûé àëãîðèòì.

1. Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ
ïðîöåñû òåïëî- è ìàññîïåðåíîñà â æèäêèõ ñðåäàõ [1]. Óêàçàííûå ìîäåëè è ñîîòâåòñòâóþùèå
èì êðàåâûå çàäà÷è ñîäåðæàò ðÿä ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äîëæíû áûòü çàäàíû äëÿ îäíîçíà÷-
íîãî íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷. Îäíàêî íà ïðàêòèêå ÷àñòî âîçíèêàþò ñèòóàöèè, êîãäà
íåêîòîðûå èç ïàðàìåòðîâ íå èçâåñòíû ëèáî çàäàíû ïðèáëèæåííî è òðåáóþò äàëüíåéøåãî
óòî÷íåíèÿ. Òàêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó îáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè íåèçâåñòíûõ
ïëîòíîñòåé èñòî÷íèêîâ èëè êîýôôèöèåíòîâ, âõîäÿùèõ â ðàññìàòðèâàåìûå ìîäåëè. Îñîáóþ
òðóäíîñòü âûçûâàåò èññëåäîâàíèå êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó ïî ñâîèì
ïîñòàíîâêàì îíè îòíîñÿòñÿ ê íåëèíåéíûì è, êàê ïðàâèëî, íåêîððåêòíûì çàäà÷àì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îñëîæíÿåò êàê òåîðåòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå
îáðàòíûõ êîýôôèöèåíòíûõ çàäà÷, òàê è ðàçðàáîòêó âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ èõ ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

Èññëåäîâàíèå êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷ ÷àñòî ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ [2, 3]. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ õîðîøî
ðàçâèòûå ìåòîäû óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè � äèôôó-
çèè è äèôôóçèè � ðåàêöèè óêàçàííûé ïîäõîä ïðèìåíÿëñÿ â ðàáîòàõ [3]�[7] ñ èñïîëüçîâàíèåì
ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ èëè êâàçèíüþòîíîâñêîãî àëãîðèòìà. Îòìåòèì òàêæå ðàáîòû [8]�[11],
ïîñâÿùåííûå òåîðåòè÷åñêîìó è ÷èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ îáðàòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷
äëÿ íåëèíåéíûõ ñòàöèîíàðíûõ ìîäåëåé òåïëîìàññîïåðåíîñà.

1Èíñòèòóò ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, 690041,Âëàäèâîñòîê, óë. Ðàäèî, 7. Ýëåêòðîííàÿ
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Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé àíàëèç êîýôôèöèåíòíîé îáðàòíîé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè � äèôôóçèè � ðåàêöèè,
ðàññìàòðèâàåìîãî â îáëàñòè Ω ïðè ñìåøàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ íà ãðàíèöå îáëàñòè.

2. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω èç ïðîñòðàíñòâà Rd (d = 2, 3) ñ ëèïøèöåâîé
ãðàíèöåé Γ, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé � ΓD è ΓN , çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ êîíöåíòðàöèè C
çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà èç ñîîòíîøåíèé

− λ∆C + u · gradC − w0
∂C

∂z
+ kC = f, (2.1)

C|ΓD
= ψ, λ

(
∂C

∂n
+ αC

)
|ΓN

= χ. (2.2)

Çäåñü ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, λ � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, u � ñêîðîñòü âåùåñòâà â æèäêî-
ñòè, w0 � âåëè÷èíà âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ (èëè ïîäíÿòèÿ ïðè w0 < 0) ÷àñòèö
âåùåñòâà, k ≥ 0 � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñïàä çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà çà ñ÷åò õè-
ìè÷åñêèõ ðåàêöèé, f � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ, ψ � çàäàííàÿ íà ΓD ôóíêöèÿ
è χ, α � çàäàííûå íà ΓN ôóíêöèè, n � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ
îáëàñòè Ω.

Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà L2(D) èHs(D), s ∈ R, ãäåD ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ëèáî îáëàñòü Ω, ëèáî ãðàíèöó Γ, ëèáî íåêîòîðóþ ÷àñòü Γ0 ãðàíèöû Γ. Ñêàëÿðíûå ïðîèç-
âåäåíèÿ â L2(Ω), L2(Q), L2(Γ0) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (·, ·), (·, ·)Q, (·, ·)Γ0 ñîîòâåòñòâåííî.
Íîðìó â L2(Ω), L2(Q) ëèáî L2(Γ0) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∥ · ∥, ∥ · ∥Q ëèáî ∥ · ∥Γ0 , íîðìó
ëèáî ïîëóíîðìó â H1(Ω) è H1(Ω) ≡ H1(Ω)d � ÷åðåç ∥ · ∥1 ëèáî | · |1, íîðìó â H1/2(ΓD) �
÷åðåç ∥ · ∥1/2,ΓD

, íîðìó â H1(Q) � ÷åðåç ∥ · ∥H1(Q), îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïàðû X
è X∗ � ÷åðåç < ·, · >X∗×X èëè < ·, · > òàì, ãäå ýòî íå ïðèâåäåò ê ïóòàíèöå. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(i) Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rd, ãäå d = 2, 3 ñ ãðàíèöåé Γ ∈ C0,1 è
îòêðûòûå ó÷àñòêè ΓD è ΓN ãðàíèöû Γ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì: ΓD ∈ C0,1, ΓD ̸= ∅, ΓN ∈
C0,1, ΓD ∩ ΓN = ∅, Γ = ΓD ∪ ΓN .

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû ñëåäà
γ : H1(Ω) → H1/2(Γ) è γ|Γ0 : H1(Ω) → H1/2(Γ0), ãäå Γ0 ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
Γ0 = ΓD ëèáî Γ0 = ΓN . Ââåäåì îñíîâíîå äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ôóíêöèîíàëü-
íîå ïðîñòðàíñòâî T ≡ {S ∈ H1(Ω) : S = 0 íà ΓD}. T � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé
∥ · ∥T = ∥ · ∥1, ýêâèâàëåíòíîé ïîëóíîðìå | · |1 â ñèëó äåéñòâèÿ íåðàâåíñòâà Ôðèäðèêñà �
Ïóàíêàð�å |∇S|2 ≥ α1∥S∥21 ∀S ∈ T , α1 = const > 0. ×åðåç T ∗ îáîçíà÷èì äâîéñòâåííîå ê T
îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà L2(Ω). Ïîëîæèì òàêæå L2

+(ΓN ) = {α ∈ L2(ΓN ) : α ≥ 0 íà ΓN},
L2
+(Ω) ={k ∈ L2(Ω) : k ≥ 0 â Ω}. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà, âûòåêàþùèå

èç òåîðåì âëîæåíèÿ, íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà ñëåäà è íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà:

|(∇φ,∇h)| ≤ ∥φ∥1∥h∥1, |∇h|2 ≥ δ1∥h∥21 ∀(φ, h) ∈ H1(Ω)× T , (2.3)

|(u · ∇φ, h)| ≤ γ′0∥u∥L4(Ω)∥φ∥1∥h∥1 ≤ γ1∥u∥1∥φ∥1∥h∥1, (2.4)

|(χ, h)ΓN
| ≤ ∥χ∥ΓN

∥h∥ΓN
≤ γ2∥χ∥ΓN

∥h∥1, (2.5)

|(αφ, h)ΓN
| ≤ ∥α∥ΓN

∥φ∥L4(ΓN )∥h∥L4(ΓN ) ≤ γ3∥α∥ΓN
∥φ∥1∥h∥1, (2.6)

∥h∥Q ≤ γ4∥h∥1, |(φ, h)Q| ≤ γ4∥φ∥Q∥h∥1 ≤ γ24∥φ∥1∥h∥1, (2.7)

|(kφ, h)| ≤ ∥k∥∥φ∥L4(Ω)∥h∥L4(Ω) ≤ γ5∥k∥∥φ∥1∥h∥1. (2.8)
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Çäåñü Q � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäîáëàñòü â Ω, γ′0, γ1, ..., γ5 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò
Ω. Îïèñàíèå èñïîëüçóåìûõ çäåñü ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, íîðì è ïîëóíîðì, ñòðîãîãî
îïðåäåëåíèÿ ëèïøèöåâîé ãðàíèöû, à òàê æå ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû î ñëåäàõ è òåîðåì
âëîæåíèÿ áåç äîêàçàòåëüñòâ ìîæíî íàéòè â ãë. 1 êíèãè [12]. Áîëåå äåòàëüíîå îáñóæäåíèå
ñâîéñòâ ââåäåííûõ ïðîñòðàíñòâ è èñïîëüçóåìûõ îáîçíà÷åíèé ìîæíî íàéòè â êíèãå [13] è
[14]. Ââåäåì áèëèíåéíûå ôîðìû a, a1, cu : H1(Ω)×H1(Ω) → R, ãäå

a(C, h) =

∫
Ω
∇C · ∇hdΩ, a1(C, h) = λa(C, h) + λ(αC, h)ΓN

− w0(
∂C

∂z
, h) + (kC, h),

cu(C, h) = (u · ∇C, h) =
∫
Ω
(u · ∇C)hdΩ. (2.9)

Ïðåäïîëîæèì â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (i), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(ii) u ∈ H1(Ω), u · n ≥ 0 íà ΓN , ψ ∈ H1/2(ΓD), k ∈ L2

+(Ω); (iii) λ∗ = δ1λ− γ4|w0| > 0;
(iv) f ∈ L2(Ω), χ ∈ L2(ΓN ), α ∈ L2

+(ΓN ).
Óñëîâèå (iii) îçíà÷àåò ôèçè÷åñêè, ÷òî ñêîðîñòü îñåäàíèÿ w0 äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî

ìàëîé. Ýòî íóæíî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ êîýðöèòèâíîñòè.
Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.1) íà ôóíêöèþ h ∈ T è ïðîèíòåãðèðóåì ïî îáëàñòè Ω. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è âòîðîå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â (2.2), ïðèõîäèì ñ ó÷åòîì
ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â (2.2) ê ñîîòíîøåíèÿì

a1(C, h) + cu(C, h) =< l, h >≡ (f, h) + (χ, h)ΓN
, γ|ΓD

C = ψ. (2.10)

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1), (2.2) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ C ∈ H1(Ω), óäîâëå-
òâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿì (2.10).

Ïðîñòîé àíàëèç ñ ó÷åòîì (2.3)�(2.8) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i)�(iv)
âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|a1(C, h) + cu(C, h)| ≤ (λ+ γ3λ∥α∥ΓN
+ γ4|w0|+ γ5∥k∥+ γ1∥u∥1)∥C∥1∥h∥1, (2.11)

cu(h, h) =
1

2

∫
Ω
(u · ∇h2)dΩ = −1

2

∫
Ω
divuh2dΩ+

1

2

∫
ΓN

(u · n)h2dσ ≥ 0 ∀h ∈ T ,

a1(h, h) + cu(h, h) ≥ (δ1λ− γ4|w0|)∥h∥21 ≥ λ∗∥h∥21 ∀h ∈ T . (2.12)

Èç (2.11), (2.12) ñëåäóåò, ÷òî ôîðìà a1(·, ·) + cu(·, ·) íåïðåðûâíà íà H1(Ω) × H1(Ω) è
T -êîýðöèòèâíà ñ êîíñòàíòîé λ∗. ßñíî òàêæå â ñèëó (2.5) è (ii), (iv), ÷òî

|(χ, h)ΓN
| ≤ γ2∥χ∥ΓN

∥h∥1 ∀h ∈ T , ∥l∥T ∗ ≤M ≡ ∥f∥+ γ2∥χ∥ΓN
.

Èçâåñòíî [14], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) îïåðàòîð ñëåäà γ|ΓD
:H1(Ω) → H1/2(ΓD)

íåïðåðûâåí è ñþðúåêòèâåí. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé ïðàâûé îáðàòíûé îïåðàòîð
ñëåäà (γ|ΓD

)−1
r : H1/2(ΓD) → H1(Ω) òàêîé, ÷òî (γ|ΓD

) ◦ (γ|ΓD
)−1
r ψ = ψ ∀ψ ∈ H1/2(ΓD).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç γ6 íîðìó îïåðàòîðà (γ|ΓD
)−1
r è ïîëîæèì C0=(γ|ΓD

)−1
r ψ. ßñíî, ÷òî ∥C0∥1 ≤

γ6∥ψ∥1/2,ΓD
. Ïîëàãàÿ â (2.10) C = C0+C̃, ãäå C̃ ∈ T � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ïðèõîäèì

ê ñëåäóþùåé çàäà÷å äëÿ C̃:

a1(C̃, h) + cu(C̃, h) = ⟨l̂, h⟩ ≡ ⟨l, h⟩ − a1(C0, h)− cu(C0, h) ∀h ∈ T . (2.13)

Èç (2.11) ñëåäóåò, ÷òî

∥l̂∥T ∗ ≤ ∥l∥T ∗ + (λ+ λγ3∥α∥ΓN
+ γ4|w0|+ γ5∥k∥+ γ1∥u∥1)γ6∥ψ∥1/2,ΓD

. (2.14)

Ïîñêîëüêó ôîðìà a1(·, ·) + cu(·, ·) â (2.13) íåïðåðûâíà íà H1(Ω)2 è êîýðöèòèâíà íà T ñ
êîíñòàíòîé λ∗, òî èç òåîðåìû Ëàêñà � Ìèëüãðàìà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå C̃ ∈ T çàäà÷è

172



(2.13) ñóùåñòâóåò, îíî åäèíñòâåííî, è ñïðàâåäëèâà îöåíêà ∥C̃∥ ≤ (1/λ∗)∥l̂∥T ∗ , òîãäà êàê äëÿ
ôóíêöèè C = C0 + C̃, ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (2.10), âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

∥C∥1 ≤MC ≡ λ−1
∗ [M + (λ∗ + λ+ λγ3∥α∥ΓN

+ γ4|w0|+ γ5∥k∥+ γ1∥u∥1)γ6∥ψ∥1/2,ΓD
]. (2.15)

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå çàäà÷å (2.1), (2.2) îïåðàòîðíóþ ïàðó

(A, γ|ΓD
) : X → Y, X = H1(Ω), Y = (T ∗,H1/2(ΓD)), (2.16)

ñîñòîÿùóþ èç îïåðàòîðà A : H1(Ω) → T ∗, äåéñòâóþùåãî ïî ôîðìóëå

⟨AC, h⟩T ∗×T = a1(C, h) + cu(C, h) ∀C ∈ H1(Ω), h ∈ T , (2.17)

è îïåðàòîðà ñëåäà γ|ΓD
: H1(Ω) → H1/2(ΓD). Èç ñâîéñòâ ôîðìû a1 è îïåðàòîðà γ|ΓD

âûòå-
êàåò, ÷òî îïåðàòîð A : T → T ∗ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èçîìîðôèçì, à îïåðàòîð (2.16) ëèíååí,
íåïðåðûâåí, îáðàòèì è ñþðúåêòèâåí. Â òàêîì ñëó÷àå èç òåîðåìû Áàíàõà î ñóùåñòâîâàíèè
îáðàòíîãî îïåðàòîðà [15, c. 134] ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð (2.16) îáðàòèì è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
èçîìîðôèçì. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(iii). Òîãäà

1) áèëèíåéíàÿ ôîðìà a1 : H
1(Ω)×H1(Ω) → R íåïðåðûâíà è T -êîýðöèòèâíà ñ êîíñòàíòîé

λ∗, îïðåäåëåííîé â (iii); 2) äëÿ ëþáîé ïÿòåðêè (f, ψ, χ, α, k) ∈ L2(Ω)×H1/2(ΓD)×L2(ΓN )×
L2
+(ΓN ) × L2

+(Ω) çàäà÷à (2.1), (2.2) èìååò åäèíñòâåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå C ∈ H1(Ω)
è ñïðàâåäëèâà îöåíêà (2.15); 3) îïåðàòîð (2.16), (2.17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé è

íåïðåðûâíûé èçîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâ X è Y .

3. Ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è è îöåíêè óñòîé÷èâîñòè

Ðàññìîòðåííàÿ âûøå êðàåâàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò ðÿä ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå
äîëæíû áûòü çàäàíû äëÿ íàõîæäåíèÿ åå ðåøåíèÿ. Íî, êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, íåêîòîðûå
èç ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü íåèçâåñòíû. Òîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíûõ
çàäà÷ äëÿ ìîäåëè (2.1), (2.2), çàêëþ÷àþùèõñÿ â íàõîæäåíèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ è èñ-
êîìîãî ðåøåíèÿ, ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñðåäû. Â êà÷åñòâå óêàçàííîé
èíôîðìàöèè î ðåøåíèè ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ Cd(x) êîíöåíòðàöèè C, èç-
ìåðåííûå â òî÷êàõ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Q ⊂ Ω. Ðåøåíèå îáðàòíûõ çàäà÷ ìîæíî ñâåñòè
ê ðåøåíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà è
óïðàâëåíèÿ.

Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è (2.1), (2.2) íà äâå ãðóïïû: ãðóïïó ôèêñè-
ðîâàííûõ (èëè æåñòêèõ) äàííûõ, êóäà âíåñåì íåèçìåíÿåìûå äàííûå u, λ,w0, k, ψ, è ãðóïïó
óïðàâëåíèé, êóäà âíåñåì ôóíêöèè χ è α. ×òî êàñàåòñÿ ôóíêöèè f , òî â äàëüíåéøåì îíà
áóäåò èãðàòü îñîáóþ ðîëü, ïîñêîëüêó óñòîé÷èâîñòü ñôîðìóëèðîâàííîé íèæå ýêñòðåìàëü-
íîé çàäà÷è áóäåò èññëåäîâàòüñÿ îòíîñèòåëüíî ìàëûõ âîçìóùåíèé êàê ðàññìàòðèâàåìîãî
ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà, òàê è ôóíêöèè f â íîðìå ïðîñòðàíñòâà L2(Ω). Ïîëîæèì u = (χ, α),
v = (λ,w0, k, ψ,u). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëåíèÿ χ è α ìîãóò èçìåíÿòüñÿ â íåêîòîðûõ
ìíîæåñòâàõ K1 è K2. Âûðàæàÿñü áîëåå òî÷íî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

(j) K1 ⊂ L2(ΓN ), K2 ⊂ L2
+(ΓN ) � íåïóñòûå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü äàëåå K ≡ K1 × K2, µl ≥ 0, l = 0, 1, 2 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû, I : X → R �
çàäàííûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà. Ââåäåì ôóíêöèîíàë J : X ×K → R ôîðìóëîé

J(C, u) ≡ µ0
2
I(C) +

µ1
2
∥χ∥2ΓN

+
µ2
2
∥α∥2ΓN

. (3.1)

Â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå:

I1(C) = ∥C − Cd∥2L2(Q) ≡
∫
Q
|C − Cd|2 dx =

∫
Ω
r(C − Cd)

2 dΩ, I2(C) = ∥C − Cd∥2H1(Q).

173



Çäåñü r � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Q.
Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèîíàë J íà îáîáùåííûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è (2.1), (2.2), çàïèøåì îãðà-

íè÷åíèå, èìåþùåå âèä åå ñëàáîé ôîðìóëèðîâêè (2.10), â âèäå

F (C, u, f) ≡ F (C,χ, α, f) = 0. (3.2)

Çäåñü îïåðàòîð F = (F1, F2) : X×K → Y äåéñòâóåò ïî ôîðìóëàì ⟨F1(C, u, f), h⟩T ∗×T =
⟨AC, h⟩T ∗×T − ⟨l, h⟩, F2(C, u) = γ|ΓD

C − ψ. Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

J(C, u) ≡ J(C,χ, α) → inf , F (C, u, f) = 0, (C, u) ∈ X ×K. (3.3)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.3) (åå äîêàçàòåëüñòâî
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3.1 â ïðåïðèíòå [16]. Àíàëîãè÷íóþ òåîðåìó ìîæíî íàé-
òè â [12, ñ. 139]).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(iii), (j), ïðè÷åì f ∈ L2(Ω), µl > 0, l =
0, 1, 2; ëèáî µ0 > 0, µl ≥ 0 è Kl � îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà, l = 1, 2. Òîãäà çàäà÷à (3.3) ïðè

I = Ik, k = 1, 2 èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå (Ĉ, û) ∈ H1(Ω)×K.

Âûâåäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (3.3). Ïî àíàëîãèè ñ [9] âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ýêñòðåìàëüíûì ïðèíöèïîì â ãëàäêî-âûïóêëûõ çàäà÷àõ [17]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Y ∗ ≡ T ×H1/2(ΓD)

∗ äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî ê Y . Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷ [17] ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y∗ = (η, ζ) ∈ Y ∗, ãäå ýëå-
ìåíò η ∈ T èìååò ñìûñë �ñîïðÿæåííîé� êîíöåíòðàöèè, è ëàãðàíæèàí L : H1(Ω)×K×Y ∗ →
R ïî ôîðìóëå

L(C, u, y∗, f) ≡ J(C, u) + ⟨F1(C, u, f), η⟩T ∗×T + ⟨ζ, F2(C, u)⟩ΓD
.

Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî F (Ĉ,K, f) ≡ {F (Ĉ, u, f) : u ∈ K} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì
ïîäìíîæåñòâîì â Y , à îïåðàòîð (ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå) F ′

C(Ĉ, û, f) : X → Y îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé F ′
C(Ĉ, û, f) = (Â, γ|ΓD

), ãäå îïåðàòîð Â : H1(Ω) → T ∗ äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå

⟨Âτ, h⟩ = â1(τ, h) + cu(τ, h), â1(τ, h) ≡ λa(τ, h) + λ(α̂τ, h)ΓN
− w0(∂τ/∂z, h) + (kτ, h). (3.4)

Èç òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð F ′
C(Ĉ, û, f) : X → Y ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Â òàêîì

ñëó÷àå èç [17, ñ. 79] âûòåêàåò òåîðåìà 3.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i)�(iii) è (j) (Ĉ, û) ∈ H1(Ω)×K � ýëåìåíò,

íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì â çàäà÷å (3.3), è ïóñòü ôóíêöèîíàë I(·) : X ×K → R
íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåì ïî C â òî÷êå Ĉ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà

y∗ = (η, ζ) ∈ T ×H1/2(ΓD)
∗ òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ýéëåðà � Ëàãðàíæà

⟨y∗, F ′
C(Ĉ, û, f)τ⟩Y ∗×Y = −(µ0/2)⟨I ′C(Ĉ), τ⟩X∗×X ∀τ ∈ X, (3.5)

è âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ìèíèìóìà

L(Ĉ, û, y∗, f) ≤ L(Ĉ, u, y∗, f) ∀u ∈ K. (3.6)

Íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå (3.5) ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó

â1(τ, η) + cu(τ, η) + ⟨ζ, τ⟩ΓD
≡ λa(τ, η) + λ(α̂τ, η)ΓN

− w0(∂τ/∂z, η) + (kτ, η)+ (3.7)

+cu(τ, η) + ⟨ζ, τ⟩ΓD
= −(µ0/2)⟨I ′C(Ĉ), τ⟩ ∀τ ∈ X,
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òîãäà êàê ïðèíöèï ìèíèìóìà (3.6) ýêâèâàëåíòåí äâóì âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâàì

⟨L′
χ(C, u, y

∗, f), χ̃− χ⟩ ≡ µ1(χ, χ̃− χ)ΓN
− (χ̃− χ, η)ΓN

≥ 0 ∀χ̃ ∈ K1, (3.8)

⟨L′
α(C,α, y

∗, f), α̃− α⟩ ≡ µ2(α, α̃− α)ΓN
+ λ((α̃− α)C, η)ΓN

≥ 0 ∀α̃ ∈ K2, (3.9)

Òîæäåñòâî (3.7) âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè (3.8), (3.9) è îïåðàòîðíûì óðàâíåíèåì (3.2) ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (3.3), îïèñûâàþùóþ íåîáõîäèìûå óñëî-
âèÿ ýêñòðåìóìà.

Îñíîâûâàÿñü íà àíàëèçå ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (3.3), óñòàíîâèì äîñòàòî÷-
íûå óñëîâèÿ, íàëîæåííûå íà èñõîäíûå äàííûå, îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü è óñòîé-
÷èâîñòü åå ðåøåíèÿ äëÿ êîíêðåòíûõ ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà
I(C) = I1(C). Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå (I1)

′
C îò ôóíêöèîíàëà I1 â ëþáîé òî÷êå Ĉ ∈ X

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

⟨(I1)′C(Ĉ), τ⟩ = 2(Ĉ − Cd, τ)Q. (3.10)

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü íèæå, ÷òî îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü f èñòî÷íèêîâ âåùåñòâà, âõîäÿùàÿ â
óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ F (C, u, f) = 0, ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íà íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì ìíîæå-
ñòâå Z ⊂ L2(Ω), à K1 è K2 � îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà, òàê ÷òî ñ íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè
γi, i = 7, 8 âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

∥χ∥ΓN
≤ γ7 ∀χ ∈ K1, ∥α∥ΓN

≤ γ8 ∀α ∈ K2. (3.11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (C1, u1) = (C1, χ1, α1) ∈ X ×K (ïðîèçâîëüíîå) ðåøåíèå çàäà÷è

J(C, u) ≡ µ0
2
∥C − C

(1)
d ∥Q +

µ1
2
∥χ∥2ΓN

+
µ2
2
∥α∥2ΓN

→ inf, (3.12)

F (C, u, f1) = 0, (C, u) ∈ X ×K,

äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè f = f1 ∈ Z. ×åðåç (C2, u2) = (C2, χ2, α2) ∈ H1(Ω) × K îáîçíà÷èì
ðåøåíèå áëèçêîé ê (3.12) çàäà÷è

J(C, u) ≡ µ0
2
∥C − C

(2)
d ∥Q +

µ1
2
∥χ∥2ΓN

+
µ2
2
∥α∥2ΓN

→ inf, (3.13)

F (C, u, f2) = 0, (C, u) ∈ X ×K,

ïîëó÷åííîé çàìåíîé ôóíêöèè C
(1)
d áëèçêîé ôóíêöèåé C

(2)
d , à ôóíêöèè f1, âõîäÿùåé â óðàâ-

íåíèå ñîñòîÿíèÿ F (C, u, f1) = 0 â (3.12), çàìåíîé áëèçêîé ôóíêöèåé f2 ∈ Z.
Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 1 è óñëîâèé (3.11) äëÿ Ci ñïðàâåäëèâû îöåíêè

∥Ci∥ ≤M0
C = sup

u∈K,f∈Z
MC(u, f) <∞, i = 1, 2. (3.14)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç y∗i = (θi, ζi) ∈ Y ∗ îòâå÷àþùèå ðåøåíèÿì (Ci, ui) ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Â ñèëó óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 3 è (3.10) îíè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

λa(τ, ηi) + λ(αiτ, ηi)ΓN
− w0(∂τ/∂z, ηi) + (kτ, ηi) + cu(τ, ηi) + ⟨ζi, τ⟩ΓD

=

= −µ0(Ci − C
(i)
d , τ)Q ∀τ ∈ H1(Ω), i = 1, 2. (3.15)

Ïîëîæèì

C = C1 − C2, Cd = C
(1)
d − C

(2)
d , χ = χ1 − χ2, α = α1 − α2, f = f1 − f2, (3.16)

η = η1 − η2, ζ = ζ1 − ζ2.
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Âû÷òåì òîæäåñòâî (2.10), çàïèñàííîå äëÿ (C2, χ2, α2, f2), èç ýòîãî æå òîæäåñòâà, çàïè-
ñàííîãî äëÿ (C1, χ1, α1, f1). Ïîëó÷èì

λa(C, h) + λ(α1C, h)ΓN
− w0(∂C/∂z, h) + (kC, h) + cu(C, h) =

= −λ(αC2, h)ΓN
+ (χ, h)ΓN

+ (f, h) ∀h ∈ T . (3.17)

Ïîëîæèì â (3.17) h = C ∈ T . Èñïîëüçóÿ (2.12), (2.5), (2.6), (3.14) è óñëîâèå α1 ≥ 0, ïîëó÷èì

λ∗∥C∥21 ≤ λa(C,C) + λ(α1C,C)ΓN
− w0(∂C/∂z,C) + (kC,C) + cu(C,C) =

= −λ(αC2, C)ΓN
+ (χ,C)ΓN

+ (f, C) ≤ (γ3λM
0
C∥α∥ΓN

+ γ2∥χ∥ΓN
+ ∥f∥)∥C∥1.

Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ C:

∥C∥1 ≤ λ∗
−1∥u∥+ λ−1

∗ ∥f∥. (3.18)

Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

∥u∥ = γ2∥χ∥ΓN
+ γ3λM

0
C∥α∥ΓN

. (3.19)

Îáðàòèìñÿ äàëåå ê òîæäåñòâó (3.15), ãäå ïîëîæèì τ = ηi. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (2.12),
îöåíêè (2.7), (3.14) è óñëîâèÿ αi ≥ 0, ηi|ΓD

= 0, âûâîäèì, ÷òî

λ∗∥ηi∥21 ≤ λa(ηi, ηi) + λ(αiηi, ηi)ΓN
− w0(∂ηi/∂z, ηi) + (kηi, ηi) + cu(ηi, ηi) ≤

≤ −µ0(Ci − C
(i)
d , ηi)Q ≤ µ0(∥Ci∥Q + ∥C(i)

d ∥Q)∥ηi∥Q ≤ µ0γ4(γ4M
0
C + ∥C(i)

d ∥Q)∥ηi∥1. (3.20)

Èç (3.20) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå äëÿ ηi:

∥ηi∥1 ≤ µ0λ
−1
∗ γ4(γ4M

0
C + ∥C(i)

d ∥Q), i = 1, 2. (3.21)

Âû÷òåì òåïåðü òîæäåñòâî (3.15), çàïèñàííîå ïðè i = 2, èç ýòîãî æå òîæäåñòâà, çàïèñàí-
íîãî ïðè i = 1. Ïîëó÷èì

λa(τ, η) + λ(α1τ, η)ΓN
− w0(∂τ/∂z, η) + (kτ, η) + cu(τ, η) + ⟨ζ, τ⟩ΓD

=

= −λ(ατ, η2)ΓN
− µ0(C, τ)Q + µ0(Cd, τ)Q ∀τ ∈ H1(Ω). (3.22)

Ïîëîæèì çäåñü τ = η. Ó÷èòûâàÿ (2.6), (2.7) è óñëîâèå η|ΓD
= 0, èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ

(3.22) âûâîäèì, ÷òî

λ∗∥η∥21 ≤ −λ(αη, η2)ΓN
− µ0(C, η)Q + µ0(Cd, η)Q ≤ (3.23)

≤ γ3λ∥η2∥1∥η∥1∥α∥ΓN
+ µ0γ

2
4∥C∥1∥η∥1 + µ0γ4∥Cd∥Q∥η∥1.

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (3.21) äëÿ ∥η2∥1 è (3.18) äëÿ ∥C∥1, èç (3.23)

∥η∥1 ≤ λ−1
∗

[
∥η2∥1γ3λ∥α∥ΓN

+ µ0γ
2
4∥C∥1 + µ0γ4∥Cd∥Q

]
≤

≤ λ−2
∗

[
µ0γ4(γ4M

0
C + ∥C(2)

d ∥Q)γ3λ∥α∥ΓN
+ µ0γ

2
4∥u∥+ µ0γ

2
4∥f∥+ µ0λ∗γ4∥Cd∥Q

]
.

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

γ3λ∥α∥ΓN
≤ ∥u∥/M0

C , (3.24)
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âûòåêàþùåå èç (3.19), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé îöåíêå:

∥η∥1 ≤
µ0γ4(γ4M

0
C + ∥C(2)

d ∥Q)
λ2∗M

0
C

∥u∥+ µ0γ
2
4

λ2∗
∥u∥+ µ0γ

2
4

λ2∗
∥f∥+ µ0γ4

λ∗
∥Cd∥Q = (3.25)

=
µ0γ4(2γ4M

0
C + ∥C(2)

d ∥Q)
λ2∗M

0
C

∥u∥+ µ0γ
2
4

λ2∗
∥f∥+ µ0γ4

λ∗
∥Cd∥Q.

Ïîëîæèì χ̃ = χ2 â íåðàâåíñòâå (3.8), çàïèñàííîì ïðè i = 1, è χ̃ = χ1 â (3.8), çàïèñàííîì
ïðè i = 2. Ïîëó÷èì −µ1(χ1, χ)ΓN

+ (χ, η1)ΓN
≥ 0, µ1(χ2, χ)ΓN

− (χ, η2)ΓN
≥ 0. Ñêëàäûâàÿ

ýòè íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

µ1∥χ∥2ΓN
≤ (χ, η1)ΓN

− (χ, η2)ΓN
= (χ, η)ΓN

. (3.26)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëîæèì α̃ = α2 â íåðàâåíñòâå (3.9), çàïèñàííîì ïðè i = 1,
è α̃ = α1 â íåðàâåíñòâå (3.9), çàïèñàííîì ïðè i = 2. Ïîëàãàÿ α = α1 − α2, ïîëó÷èì, ÷òî
−µ2(α1, α)ΓN

−λ(αC1, η1)ΓN
≥ 0, µ2(α2, α)ΓN

+λ(αC2, η2)ΓN
≥ 0. Ñêëàäûâàÿ ýòè íåðàâåíñòâà,

ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

µ2∥α∥2ΓN
≤ λ(αC2, η2)− λ(αC1, η1)ΓN

= −λ(αC2, η)ΓN
− λ(αC, η1)ΓN

. (3.27)

Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà (3.26) è (3.27) è ó÷èòûâàÿ (2.5), (2.6), âûâîäèì

µ1∥χ∥2ΓN
+ µ2∥α∥2ΓN

≤ (χ, η)ΓN
− λ(αC2, η)ΓN

− λ(αC, η1)ΓN
≤ (3.28)

≤ γ2∥χ∥ΓN
∥η∥1 + γ3λ(∥C2∥1∥η∥1 + ∥C∥1∥η1∥1)∥α∥ΓN

≤

≤ ∥η∥1(γ2∥χ∥ΓN
+ γ3λM

0
C∥α∥ΓN

) + γ3λ∥α∥ΓN
∥C∥1∥η1∥1.

Èñïîëüçóÿ (3.19) è (3.24), èç (3.28) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

µ1∥χ∥2ΓN
+ µ2∥α∥2ΓN

≤ (∥η∥1 +
∥C∥1∥η1∥1

M0
C

)∥u∥. (3.29)

Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà (3.18), (3.21) è (3.25), èç (3.29) ïîëó÷èì

µ1∥χ∥2ΓN
+ µ2∥α∥2ΓN

≤ (∥η∥1 +
∥C∥1∥η1∥1

M0
C

)∥u∥ ≤
µ0γ4(2γ4M

0
C + ∥C(2)

d ∥Q)
λ2∗M

0
C

∥u∥2+

+
µ0γ

2
4

λ2∗
∥f∥∥u∥+ µ0γ4

λ∗
∥Cd∥Q∥u∥+

µ0γ4(γ4M
0
C + ∥C(1)

d ∥Q)
λ2∗M

0
C

∥u∥2+

+
µ0γ4(γ4M

0
C + ∥C(1)

d ∥Q)
λ2∗M

0
C

∥u∥∥f∥ ≤
µ0M̃

0
C

λ2∗M
0
C

∥u∥2 + µ0γ4
λ∗

∥Cd∥Q∥u∥+

+
µ0γ4(2γ4M

0
C + ∥Cmax

d ∥Q)
λ2∗M

0
C

∥u∥∥f∥, M̃0
C = γ4(3γ4M

0
C + 2∥Cmax

d ∥Q) (3.30)

Èñïîëüçóÿ (3.30) è õîðîøî èçâåñòíîå àëãåáðàè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

a2 + b2 ≤ (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) ∀a, b ∈ R+, (3.31)

èç (3.29) ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ

µ1∥χ∥2ΓN
+ µ2∥α∥2ΓN

≤
µ0M̃

0
C

λ2∗M
0
C

[2γ22∥χ∥2ΓN
+ 2γ23λ

2(M0
C)

2∥α∥2ΓN
] +

µ0γ4
λ∗

∥Cd∥Q∥u∥+
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+
µ0γ4(2γ4M

0
C + ∥Cmax

d ∥Q)
λ2∗M

0
C

∥u∥∥f∥,

êîòîðîå ïåðåïèøåì â âèäå

(µ1 − 2µ0γ
2
2

M̃0
C

λ2∗M
0
C

)∥χ∥2ΓN
+ (µ2 − 2µ0γ

2
3λ

2M
0
CM̃

0
C

λ2∗
)∥α∥2ΓN

≤

≤ µ0γ4
λ∗

∥Cd∥Q∥u∥+
µ0γ4(2γ4M

0
C + ∥Cmax

d ∥Q)
λ2∗M

0
C

∥u∥∥f∥. (3.32)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòðû µ1, µ2 è µ0, âõîäÿùèå â (3.3), óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

µ1 ≥ 2µ0γ
2
2λ

−2
∗ (M0

C)
−1M̃0

C + 3εγ22 , µ2 ≥ 2µ0γ
2
3λ

2λ−2
∗ M0

CM̃
0
C + 3εγ23λ

2(M0
C)

2, (3.33)

Ó÷èòûâàÿ (3.33) è íåðàâåíñòâî (3.31), èç (3.32) âûâîäèì, ÷òî

ε∥u∥2 ≤ 2ε
[
γ22∥χ∥2ΓN

+ γ23λ
2(M0

C)
2∥α∥2ΓN

]
≤ (3.34)

≤ µ0λ
−1
∗ γ4∥Cd∥Q∥u∥+ µ0λ

−2
∗ (M0

C)
−1γ4(2γ4M

0
C + ∥Cmax

d ∥Q)∥u∥∥f∥.

Èç (3.34) ïîëó÷àåì, ÷òî

∥u∥ ≡ ∥u1 − u2∥ ≤ (µ0γ4/ελ∗)∥Cd∥Q + µ0ε
−1λ−2

∗ (M0
C)

−1γ4(2γ4M
0
C + ∥Cmax

d ∥Q)∥f∥.

Îòñþäà, (3.16) è (3.19) ïðèõîäèì ê îöåíêàì óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.3). Îíè èìåþò
âèä

∥α1 − α2∥ΓN
≤ µ0

ε

γ4
γ3λλ∗M0

C

∥C(1)
d − C

(2)
d ∥Q +

µ0
ε

γ4(2γ4M
0
C + ∥Cmax

d ∥Q)
γ3λλ2∗(M

0
C)

2
∥f1 − f2∥, (3.35)

∥χ1 − χ2∥ΓN
≤ µ0

ε

γ4
γ2λ∗

∥C(1)
d − C

(2)
d ∥Q +

µ0
ε

γ4(2γ4M
0
C + ∥Cmax

d ∥Q)
γ5λ2∗M

0
C

∥f1 − f2∥,

∥C1 − C2∥1 ≤
µ0
ε

γ4
λ2∗

∥C(1)
d − C

(2)
d ∥Q +

µ0
ε

γ4(2γ4M
0
C + ∥Cmax

d ∥Q)
λ3∗M

0
C

∥f1 − f2∥.

Òåì ñàìûì äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii), (j) òðîéêà (Ci, χi, αi) ∈ H1(Ω)×K

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3.3), îòâå÷àþùèì çàäàííûì ôóíêöèÿì Cd ≡ C
(i)
d ∈ L2(Q)

è fi ∈ Z ⊂ L2(Ω) i = 1, 2, ãäå Q ⊂ Ω � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî µ0 > 0 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3.14) è (3.33). Òîãäà çàäà÷à (3.3) èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå è ñïðàâåäëèâû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè (3.35).

Èñïîëüçóÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå îöåíêè óñòîé÷èâîñòè
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà I(C) = I2(C)

∥α1 − α2∥ΓN
≤ µ0

ε

1

γ3λλ∗M0
C

∥C(1)
d − C

(2)
d ∥1,Q +

µ0
ε

(2M0
C + ∥Cmax

d ∥1,Q)
γ3λλ2∗(M

0
C)

2
∥f1 − f2∥,

∥χ1 − χ2∥ΓN
≤ µ0

ε

1

γ2λ∗
∥C(1)

d − C
(2)
d ∥Q +

µ0
ε

(2M0
C + ∥Cmax

d ∥1,Q)
γ2λ2∗M

0
C

∥f1 − f2∥,

∥C1 − C2∥1 ≤
µ0
ε

1

λ2∗
∥C(1)

d − C
(2)
d ∥1,Q +

µ0
ε

(2M0
C + ∥Cmax

d ∥1,Q)
λ3∗M

0
C

∥f1 − f2∥. (3.36)
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4. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

×èñëåííîìó èññëåäîâàíèþ îáùåé çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ìîäåëè (2.1), (2.2) áóäåò ïî-
ñâÿùåíà îòäåëüíàÿ ðàáîòà àâòîðà. Íèæå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé
ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è, â êîòîðîé ðîëü åäèíñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ èãðàåò ôóíêöèÿ α, âõîäÿ-
ùàÿ â ãðàíè÷íîå óñëîâèå (2.2). Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìèíèìóì èñïîëü-
çóåìîãî ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà äîñòèãàåòñÿ âî âíóòðåííåé òî÷êå ìíîæåñòâà K2 ⊂ L2

+(ΓN ).
Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíöèï ìèíèìóìà (3.6) ýêâèâàëåíòåí òîæäåñòâó

(µ2α+ λCη, α̃) = 0 ∀α̃ ∈ K2. (4.1)

Ýòî òîæäåñòâî âìåñòå ñ íèæå ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ïîñëåäíåå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì (3.7) ïðè I = I1 îáðàçóþò ñèñòåìó îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (3.3).

λ(∇C,∇h)+λ(αC, h)ΓN
−w0(

∂C

∂z
, h)+(kC, h)+(u · ∇C, h)=(f, h)+(χ, h)ΓN

∀h ∈ T , C|ΓD
=ψ,

(4.2)

λ(∇τ,∇η)+λ(ατ, η)ΓN
−w0(

∂τ

∂z
, η)+(kτ, η)+(u·∇τ, η)=−µ0(C−Cd, τ)Q ∀τ ∈ H1(Ω), η|ΓD

=0,

(4.3)
Ïåðåïèøåì åå â âèäå ñëåäóþùåãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ:

Φ(C, η, α) = 0. (4.4)

Çäåñü Φ : X × T × L2(ΓN ) → T ∗ × H1/2(ΓD) × T ∗ × L2(ΓN ) � íåëèíåéíûé (èç-çà íàëè÷èÿ
ìóëüòèïëèêàòèâíîãî óïðàâëåíèÿ α) îïåðàòîð. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.4)
ïðèìåíèì èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Íüþòîíà [12]. Îí ñîñòîèò èç
ðÿäà ýòàïîâ.

0. Âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå C0, η0, α0 äëÿ èñêîìîãî ðåøåíèÿ (C, η, α) çàäà÷è
(4.4). Ïîëàãàåòñÿ n = 0.

1. Âû÷èñëÿåòñÿ ýëåìåíò (C̃, η̃, α̃) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Φ′(Cn, ηn, αn)(C̃, η̃, α̃) = −Φ(Cn, ηn, αn). (4.5)

Ïîäðîáíóþ çàïèñü ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî íàéòè â [12, ñ. 169, ñ. 177] èëè [16, ñ. 28, ñ. 37]
2. Ïåðåñ÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí C, η, α ïî ôîðìóëàì

Cn+1 = Cn + C̃, ηn+1 = ηn + η̃, αn+1 = αn + α̃.

3. Ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå âûõîäà èç öèêëà. Åñëè îíî íå âûïîëíÿåòñÿ, òî n óâåëè÷èâàåòñÿ
íà 1 è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ýòàïó 1.

Â êà÷åñòâå óñëîâèÿ âûõîäà èç öèêëà èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥Cn+1 − Cn∥ ≡ ∥Cn+1 − Cn∥L2(Ω) < 10−8.

Ïðè ïðîâåäåíèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ â êà÷åñòâå îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ Ω âûáèðàëñÿ
åäèíè÷íûé êâàäðàò ñ óêàçàííûì íà ðèñ. 1 ðàñïîëîæåíèåì ó÷àñòêîâ ΓD è ΓN è çàäàâàëèñü
ñëåäóþùèå èñõîäíûå äàííûå:

u = (1, 0), w0 = 0, k = 0, f = 0, χ = 0, µ0 = 1, µ1 = 0, ψ|y=0 = x, ψ|y=1 = x, ψ|x=0 = 0.
(4.6)

Êîýôôèöèåíò äèôôóçèè λ ïðèíèìàë ïåðåìåííûå çíà÷åíèÿ îò 1 äî 0.01.
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Ðèñ. 1. Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè ïåðåíîñà âåùåñòâà

Â ñîîòâåòñòâèè ñ êîíöåïöèåé êâàçèðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîé
èíôîðìàöèè î ðåøåíèè â ïîäîáëàñòè Q ⊂ Ω èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ Cd, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé êðàåâîé çàäà÷è (2.1), (2.2) ïðè çàäàííîé ôóíêöèè α = αd è
çíà÷åíèÿõ äðóãèõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëåííûõ â (4.6). Ïðîâåðêà òî÷íîñòè ðàçðàáîòàííîãî
àëãîðèòìà îñóùåñòâëÿëàñü äëÿ òðåõ ðàçíûõ êëàññîâ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé α(y): ëèíåéíûõ,
êóñî÷íî-ëèíåéíûõ è ñèíóñîèäû. Òî÷íîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿëàñü ñ ïîìîùüþ
äâóõ òèïîâ ôóíêöèîíàëîâ-îøèáîê:

E0 =
∥C − Cd∥Q

∥Cd∥Q
, E1 =

∥α− αd∥ΓN

∥αd∥ΓN

. (4.7)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.4) èñïîëüçîâàëñÿ ïàêåò FreeFem++ [18], â êîòîðîì
äèñêðåòèçàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ïðîâåäåíèè
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûáèðàëèñü ýëåìåíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà, à ÷èñëî ýëåìåíòîâ èç-
ìåíÿëîñü îò 200 äî íåñêîëüêèõ òûñÿ÷. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.4)
òàêæå áûëî íàéäåíî ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà Scilab
(ñì. [19]). Â ýòîì ñëó÷àå â îáëàñòè Ω ââîäèëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ øàãîì h, ïðèíèìàâøèì
çíà÷åíèÿ îò 0.1 äî 0.025, âòîðûå ïðîèçâîäíûå àïïðîêñèìèðîâàëèñü ñòàíäàðòíûìè ðàçíîñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè íà òðåõòî÷å÷íîì øàáëîíå, à ïåðâûå � öåíòðàëüíîé ðàçíîñòíîé ïðî-
èçâîäíîé âíóòðè îáëàñòè è ëåâîé îäíîñòîðîííåé òðåõòî÷å÷íîé ðàçíîñòíîé ïðîèçâîäíîé íà
ãðàíèöå. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü â ïàêåòå Scilab. Öåëüþ
ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿëîñü èññëåäîâàíèå çàâèñèìîñòè òî÷íîñòè
âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìîé ôóíêöèè α îò ðÿäà ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó, è, â ÷àñòíîñòè,
îò ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè µ2, à òàêæå îò ôîðìû è ðàçìåðîâ îáëàñòè èçìåðåíèÿ Q.

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà âîñ-
ñòàíàâëèâàåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä α = sin(πy), à â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
âûáèðàåòñÿ α0 = 0. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé âåëè÷èíà øàãà ñåòêè h
áûëà âûáðàíà ðàâíîé 0.05, à ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ áûëà âûáðàíà
ñåòêà èç 800 òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè âåëè÷èí
(4.7) îò ïàðàìåòðà µ2 äëÿ λ = 0.1. Îáà ãðàôèêà ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé ðåàëè-
çàöèè ïðîãðàììû ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà â ïàêåòå FreeFem++ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) ëèáî â
ñðåäå Scilab (ëèíèÿ ñ ìàðêåðàìè). Ëåâûé ãðàôèê íà ðèñ. 2 ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü îò ïàðà-
ìåòðà µ2 âåëè÷èíû îøèáêè E0, òîãäà êàê ïðàâûé ãðàôèê èìååò òîò æå ñìûñë äëÿ îøèáêè
E1. Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ2 ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
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îøèáîê E0 è E1. Íà ðèñ. 3 íàãëÿäíî ïîêàçàí ðåçóëüòàò âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðà α ïðè
µ2 = 10−6 è µ2 = 10−7.
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îøèáîê E0 (ëåâûé ãðàôèê) è E1 (ïðàâûé ãðàôèê) îò µ2, ïîëó÷åííûõ

ñ ïîìîùüþ ïàêåòà FreeFem++(F E) ëèáî â ñðåäå Scilab (F Dif).
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Ðèñ. 3. Ãðàôèêè âîññòàíîâëåíèÿ âåëè÷èíû α äëÿ µ = 10−6 è µ = 10−7.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïðîâåäåíèè èññëåäîâàíèé ìû èñïîëüçóåì äîïîëíèòåëüíóþ èíôîð-
ìàöèþ î ñîñòîÿíèè ñðåäû â âèäå èçìåðåííûõ çíà÷åíèé êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà â íåêîòîðîé
îáëàñòè Q ⊂ Ω. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: �Ãäå äîëæíà ðàñïîëàãàòüñÿ
îáëàñòü Q ñáîðà èíôîðìàöèè è ïðè êàêèõ ðàçìåðàõ ýòîé îáëàñòè îáåñïå÷èâàåòñÿ âûñîêàÿ
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è?� Ïðè èññëåäîâàíèè ýòîãî âîïðîñà àâòîðîì áûë ïðîâåäåí ðÿä
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ ãåîìåòðèé è ðàçìåðîâ îáëàñòè èçìåðåíèé Q. Íà
ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îøèáîê E0 (ëåâûé ãðàôèê) è E1 (ïðàâûé ãðàôèê)
îò ðàçìåðà îáëàñòè Q, â êà÷åñòâå êîòîðîé âûáèðàëñÿ ïðÿìîóãîëüíèê 0 < x ≤ 1, 0 < y ≤ y0
ñ ïåðåìåííûì çíà÷åíèåì y0 (ñì. ðèñ. 1). Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ãðàôèêàõ ïîêàçûâàåò çàâè-
ñèìîñòü îøèáêè E0 èëè E1 îò âåëè÷èíû îòíîøåíèÿ ïëîùàäè îáëàñòè Q ê ïëîùàäè Ω ïðè
µ2 = 10−9 äëÿ λ = 0.1, ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàêåòà FreeFem++. Ëèíèÿ ñ ìàðêåðàìè èìååò òîò
æå ñìûñë ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàêåòà Scilab. Èç ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ
ôóíêöèè α ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì ðàçìåðîâ îáëàñòè Q. Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ãðàôèêè âîññòà-
íîâëåíèÿ ñàìîé âåëè÷èíû α â äâóõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïëîùàäü îáëàñòè èçìåðåíèé
Q çàíèìàåò 50% ëèáî 60% îò îáëàñòè Ω.
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Ðèñ. 4. Ãðàôèêè îøèáîê E0 (ëåâûé ãðàôèê) è E1 (ïðàâûé ãðàôèê) ïîëó÷åííûõ â ñðåäå

Scilab (F Dif) è ïàêåòå FreeFem++(F E) äëÿ α â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû îáëàñòè Q.
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Ðèñ. 5. Ãðàôèêè âîññòàíîâëåíèÿ âåëè÷èíû α äëÿ Q = 50% è Q = 60%.

5. Âûâîäû

Â äàííîé ðàáîòå áûëà èññëåäîâàíà îáðàòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ ñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè � äèôôóçèè � ðåàêöèè (2.1), ðàññìàòðèâàåìîãî â îãðàíè÷åííîé îáëà-
ñòè ïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (2.2). Äîêàçàíà ðàçðåøèìîñòü óêàçàííîé çàäà÷è
è ïîñòðîåíà ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè. Íà îñíîâå àíàëèçà ñâîéñòâ ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè
óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ äëÿ äâóõ êîíêðåòíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ êà÷åñòâà. Ðàçðàáîòàí ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è, îñíîâàííûé
íà ìåòîäå Íüþòîíà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòîâ FreeFem++ è Scilab ïðîâåäåíû âû÷èñëè-
òåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïîêàçàâøèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Àíàëèç ðå-
çóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëèë âûÿâèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè
µ2, øàãà ñåòêè, âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, à òàêæå ôîðìû è ðàçìåðîâ îáëàñòè Q íà
òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ èñêîìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòà-
òîâ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñåòîê â ñðåäå Scilab
è ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, èñïîëüçóåìîãî ïàêåòîì FreeFem++.
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O.V. Soboleva Inverse extremum problems for stationary equations of convection-

di�usion-reaction. Far Eastern Mathematical Journal. 2010. V. 10. � 2. P. 170�184.

ABSTRACT

We study the coe�cient inverse extremum problem for stationary equations of

convection-di�usion-reaction in a bounded domain with mixed boundary conditions.

We prove the stability of the solution of this problem with respect to small pertur-

bations of both the cost functional and of the given function entering into the initial

boundary value problem. The numerical algorithm is developed for solution of this

extremum problem. It is based on Newton method for solving nonlinear equations

and discretization of the linear boundary value problem by �nite di�erence method

or �nite element method. Some results of numerical experiments are discussed.

Key words: elliptic equation, third boundary value problem, mass transfer, coe�cient

inverse problem, solvability, stability, numerical algorithm.
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