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ñèñòåì òèïà Íàâüå � Ñòîêñà

Èçó÷àåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ íåóñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ îïåðàòîðíîãî óðàâíå-
íèÿ ñ êâàäðàòè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Ñòðîèòñÿ îãðàíè÷åííîå êîíå÷íîìåðíîå óïðàâëåíèå
ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ ýêñïîíåíöèàëüíî ñòàáèëèçèðóþùåå äàííîå ðåøåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíå÷íîìåðíîå óïðàâëåíèå, óðàâíåíèÿ Íàâüå � Ñòîêñà, ñòàáèëèçàöèÿ
ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè

Â ðåàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ íåèçáåæíî âîçíèêàþò íåïðåäóñìîòðåííûå ôëóêòóà-
öèè è ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèé, ñïî-
ñîáíûõ ðåàãèðîâàòü íà íåïðåäóñìîòðåííûå âîçìóùåíèÿ è ïîäàâëÿòü èõ. Ïðîáëåìû ñòàáè-
ëèçàöèè äëÿ ñèñòåì Íàâüå � Ñòîêñà ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ â ñèëó ïðèêëàäíîé
çíà÷èìîñòè â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ òóðáóëåíòíîñòüþ. Â ðàáîòàõ [1]�[3] ðàçðàáîòàíû ìåòîäû
ñòàáèëèçàöèè ñ ãðàíèöû ðåøåíèé ñèñòåìû Íàâüå � Ñòîêñà, îñíîâàííûå íà ðåøåíèè ñìå-
øàííîé êðàåâîé çàäà÷è ñî ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì, ïðèíàäëåæàùèì
èíâàðèàíòíîìó óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíî-
ãî ðåçóëüòàòîâ (íàïðèìåð [4]�[8]), ïîñâÿùåííûõ ïîñòðîåíèþ ñòàáèëèçèðóþùèõ îïåðàòîðîâ
óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè. Óêàçàííûå ðåçóëüòàòû ñâÿçàíû ñ ðàçâèòèåì
ìåòîäîâ Ëÿïóíîâà èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé è äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè äëÿ îïåðà-
òîðîâ ñòàáèëèçàöèè, êîòîðîå âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ áåñêîíå÷íûì ãîðèçîíòîì. Óêàçàííûå êîíñòðóêöèè ñòàáèëèçàöèè ÿâëÿþòñÿ
ñëîæíûìè äëÿ ðåàëèçàöèè è òðåáóþò âûñîêîé ãëàäêîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðåøåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè íåóñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî ðåøå-
íèÿ ýâîëþöèîííîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Íàâüå � Ñòîêñà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Ïðè ïîñòðîåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ ó÷èòûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà
îïåðàòîðà, ìîäåëèðóþùåãî äèññèïàòèâíûå èëè âÿçêèå ÷ëåíû â ìîäåëÿõ ãèäðîäèíàìèêè.
Ñòàáèëèçàöèÿ ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò îãðàíè÷åííîãî êîíå÷íîìåðíîãî
óïðàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïðèìåíèì äëÿ ñòàáèëèçàöèè ñëàáûõ (òóðáóëåíòíûõ) ðå-
øåíèé ñèñòåì Íàâüå � Ñòîêñà.

Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû. Ïóñòü V è
H � âåùåñòâåííûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, V ′ � ïðîñòðàíñòâî, ñîïðÿæåííîå ñ V ; V ⊂
H ⊂ V ′, ïðè ýòîì âëîæåíèå V ⊂ H ïëîòíî è êîìïàêòíî. Íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ V,H è â
V ′ îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç ∥ · ∥, | · | è ∥ · ∥∗; (f, v) � çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà f ∈ V ′
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íà ýëåìåíòå v ∈ V , ñîâïàäàþùåå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â H, åñëè f ∈ H; ((·, ·)) �
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå V .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : V → V ′ è áèëèíåéíûé íåïðåðûâíûé
îïåðàòîð B : V × V → V ′ òàêèå, ÷òî

(Ay, y) ≥ α∥y∥2, (Ay, z) ≤ γ∥y∥ · ∥z∥, (Ay, z) = (Az, y); (1)

(B(y, z), z) = 0, y, z ∈ V ; (2)

((B(y1, y2), y3) ≤ C0∥y1∥ · ∥y2∥ · ∥y3∥, (3)

((B(y1, y2), y3) ≤ C1∥y1∥ · ∥y2∥ · |y3|1/4 · ∥y3∥3/4, y1, y2, y3 ∈ V. (4)

Çäåñü ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå α, γ, C0, C1 íå çàâèñÿò îò y, z, yi. Íåðàâåíñòâà (1) ñî-
îòâåòñòâóþò îöåíêàì âÿçêèõ, à íåðàâåíñòâà (3), (4) � êîíâåêòèâíûõ ÷ëåíîâ â òðåõìåðíûõ
ìîäåëÿõ äèíàìèêè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà îïåðàòîðà A ïîçâîëÿ-
þò â ïðîñòðàíñòâå V â êà÷åñòâå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ âûáðàòü áèëèíåéíóþ ôîðìó
((y, z)) = (Ay, z).

Ïóñòü f ∈ V ′ � çàäàííûé ýëåìåíò. Ðàññìîòðèì ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå

y′ +Ay +B[y] = f. (5)

Çäåñü è äàëåå y′ = dy/dt, B[y] = B(y, y). Óðàâíåíèå (5) ìîäåëèðóåò íåñòàöèîíàðíûå òå÷å-
íèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â âèäå (5) ìîæíî çàïèñàòü, íàïðèìåð, êðàåâûå çàäà÷è
äëÿ óðàâíåíèé Íàâüå � Ñòîêñà ñ óñëîâèåì ïðèëèïàíèÿ íà ãðàíèöå èëè ñ çàäàííûìè ãðà-
íè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïîëíîãî íàïîðà, à òàêæå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèé ìàãíèòíîé
ãèäðîäèíàìèêè [9]�[12].

Ïóñòü ys ∈ V � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå (5), òî åñòü

Ays +B[ys] = f, (6)

è ys ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, ïîðîæäàåìîé ýâîëþöè-
îííûì óðàâíåíèåì (5) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå H.

Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
Äëÿ çàäàííîãî σ > 0 òðåáóåòñÿ íàéòè îïåðàòîð óïðàâëåíèÿ ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ S(·, t) :

H → H òàêîé, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû

y′ +Ay +B[y] = f + S(y, t), t > 0, y(0) = y0 ∈ H, (7)

ñõîäèòñÿ ê ys ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ σ:

|y(t)− ys| ≤ Ce−σt ïðè t → +∞, (8)

åñëè âåëè÷èíà |y0 − ys| äîñòàòî÷íî ìàëà.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî îïåðàòîðà S(·, t)
òàêîãî, ÷òî ys ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (7) â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, ïðè ýòîì îïåðàòîð S(·, t) èìååò êîíå÷íîìåðíûé îáðàç, ëåæàùèé â øàðå
çàäàííîãî ðàäèóñà.
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2. Ðàçðåøèìîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû

Â ñèëó òåîðåìû Ãèëüáåðòà � Øìèäòà, ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû {wj} îïåðàòîðà A, îïðå-
äåëÿåìûå èç óñëîâèé:

Awj = λjwj , j = 1, 2, ... (wi, wj) = δij , 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ ...,

îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâ H è V , ïðè÷åì λm → +∞ ïðè m → ∞.
Ïóñòü Hm = span{w1, ..., wm} � ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ïåðâûõ m ñîáñòâåííûõ ýëåìåíòîâ

îïåðàòîðà A. ×åðåç Pm : H 7→ Hm îáîçíà÷èì îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà Hm. Îòìåòèì
ñðàçó ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ

|y|2 ≤ λ−1
1 ∥y∥2 ∀y ∈ V, |y|2 ≤ λ−1

m+1∥y∥
2 ∀y ∈ V ∩ (H ⊖Hm). (9)

Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ σ, ε, r îïðåäåëèì ñòàáèëèçèðóþùèé îïåðàòîð S :

S(y, t) = −r ·

{
1
εPm(y − ys), åñëè |Pm(y − ys)| ≤ εe−σt,

e−σt

|Pm(y−ys)|Pm(y − ys), èíà÷å.
(10)

Ïîêàæåì ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Êîøè (7) ñ îïðåäåëåííûì âûøå îïåðàòîðîì S, íà êîíå÷íîì
èíòåðâàëå âðåìåíè. Äëÿ áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâàX ÷åðåç Lq(0, T ;X) îáîçíà÷èì ïðîñòðàíñòâî
Lq ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà (0, T ) ñî çíà÷åíèÿìè â X, q ≥ 1.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f ∈ V ′, ys ∈ V � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ (6). Òîãäà äëÿ

âñåõ y0 ∈ H, T > 0 ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ), y′ ∈ L1(0, T ;V ′)
çàìêíóòîé ñèñòåìû

y′ +Ay +B[y] = f + S(y, t), t ∈ (0, T ), y(0) = y0.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ äîêàçûâàåòñÿ ïóòåì ïîëó÷åíèÿ àïðè-
îðíûõ îöåíîê äëÿ ãàëåðêèíñêèõ ïðèáëèæåíèé yk, îïðåäåëÿåìûõ èç ñèñòåìû (k > m)

∀w ∈ Hm (y′k +Ayk +B[yk]− f − S(yk, t), w) = 0, t ∈ (0, T ), yk(0) = Pky0, (11)

è ïîñëåäóþùåãî ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî k → +∞. Ïîëó÷èì íóæíûå àïðèîðíûå îöåíêè
yk. Çàìåòèì, ÷òî (f, y) ≤ (∥f∥2∗ + ∥y∥2)/2,

(S(y, t), y) ≤ re−σt|ys| − r ·
{

1
ε |Pm(y − ys)|2, åñëè |Pm(y − ys)| ≤ εe−σt,
e−σt|Pm(y − ys)|, èíà÷å.

Òîãäà, ïîëàãàÿ â (11) w = yk è èíòåãðèðóÿ ïî t, ïîëó÷èì îöåíêó

|yk(t)|2 +
∫ t

0
∥yk(τ)∥2dτ ≤ |y0|2 +

2r

σ
(1− e−σt)|ys|+ t∥f∥2∗. (12)

Âûâåäåì òåïåðü îöåíêó, ãàðàíòèðóþùóþ êîìïàêòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yk â L
2(0, T ;H).

Îïåðàòîð (−S(y, t)) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ïî y âûïóêëîãî ôóíêöèîíàëà

Φ(y, t) = r

{
1
2ε |Pm(y − ys)|2, åñëè |Pm(y − ys)| ≤ εe−σt,
e−σt(|Pm(y − ys)| − εe−σt/2), èíà÷å.

Â ñèñòåìå (11) âûáåðåì w = yk(t)− yk(τ), ãäå t, τ ∈ (0, T ). Òîãäà ïîëó÷àåì

1

2
· d

dt
|yk(t)− yk(τ)|2 + (Ayk(t) +B[yk(t)]− f, yk(t)− yk(τ)) = (S(yk(t), t), yk(t)− yk(τ)) ≤
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≤ Φ(yk(τ), t)− Φ(yk(t), t) ≤ Φ(yk(τ), t).

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïî t íà îòðåçêå [τ, τ+h] è ïî τ íà îòðåçêå [0, T−h] è
âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè îïåðàòîðîâ (1)�(3) è îöåíêîé (12). Â ðåçóëüòàòå íåòðóäíî âûâåñòè
îöåíêó ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè yk(t) :

T−h∫
0

|yk(τ + h)− yk(τ)|2dτ ≤ Ch1/2. (13)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ C > 0 íå çàâèñèò îò k, ε. Îöåíêè (12), (13) ïîçâîëÿþò ñîâåðøèòü â (11)
ïðåäåëüíûé ïåðåõîä è äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è (7).

3. Êîíå÷íîìåðíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ

Âûÿñíèì óñëîâèÿ, âûïîëíåíèå êîòîðûõ ãàðàíòèðóåò, ÷òî ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ys ∈
V ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâîé îñîáîé òî÷êîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû (7). Ïóñòü
φ(t) = eσt(y(t)− ys), t > 0. Ôóíêöèÿ φ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:

φ′ − σφ+Aφ+B(ys + φe−σt, φ) +B(φ, ys) +Rs(φ) = 0, t > 0, φ(0) = y0 − ys. (14)

Çäåñü

Rs(φ) = r ·
{ 1

εPmφ, åñëè |Pmφ| ≤ ε,
1

|Pmφ|Pmφ, èíà÷å.
(15)

Ôóíêöèÿ φ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðåäåëüíîãî
ïåðåõîäà â ñîîòâåòñòâóþùåì ðàâåíñòâå, çàïèñàííîì äëÿ φk(t) = eσt(yk(t) − Pkys), ãäå yk �
ðåøåíèå ñèñòåìû (11).

1

2

d|φ|2

dt
+ ∥φ∥2 + (B(φ, ys), φ) + (Rs(φ), φ) ≤ σ|φ|2, t > 0. (16)

Ñëàãàåìîå (B(φ, ys), φ) â ëåâîé ÷àñòè (16), â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèÿ (4), îöåíèâàåòñÿ
ïî ìîäóëþ ñâåðõó âåëè÷èíîé C1∥ys∥ · ∥φ∥7/4 · |φ|1/4. Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî Þíãà, ïîëó÷àåì
èç (16) íåðàâåíñòâî

d|φ|2

dt
+ ∥φ∥2 + 2(Rs(φ), φ) ≤ C2|φ|2 = C2(|Pmφ|2 + |Qmφ|2), t > 0. (17)

Çäåñü Qmφ = φ − Pmφ, C2 = (7/4)7C8
1∥ys∥8/4 + 2σ. Ó÷òåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïå-

ðàòîðà A îáëàäàþò ñâîéñòâîì λm → +∞ ïðè m → +∞, è âûáåðåì m∗ òàê, ÷òî

C2/λm∗+1 ≤ 1/2. (18)

Òîãäà, ïðèìåíèâ âòîðîå íåðàâåíñòâî â (9), ïîëó÷èì

C2|Qmφ|2 ≤ 1

2
∥φ∥2.

Èç (17) ïðè m > m∗ ñëåäóåò îöåíêà

d

dt
|φ|2 + 1

2
∥φ∥2 + α(|Pmφ|)|Pmφ| ≤ 0, (19)

ãäå

α(p) =

{
(r/ε− C2)p, åñëè 0 ≤ p ≤ ε,
2r − C2, åñëè p > ε.
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Ïóñòü ïàðàìåòð ε < r/C2. Òîãäà, ïðè óñëîâèè |φ(0)| < 2r/C2, èç íåðàâåíñòâà (19) âûòåêàåò
îöåíêà

d

dt
|φ|2 + 1

2
∥φ∥2 ≤ 0.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ ïîëó÷åííîå äèôôåðåíöèàëüíîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì ãëîáàëüíóþ íà (0,+∞)
îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè φ.

|φ(t)| ≤ |φ(0)|,
∫ +∞

0
∥φ(t)∥2dt ≤ 2|φ(0)|2.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò î ñòàáèëèçàöèè ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ σ.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ V ′, ys ∈ V � ðåøåíèå ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ

Ays +B[ys] = f.

Òîãäà äëÿ âñåõ y0 ∈ H, m > m∗, r > 0, ε > 0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

|y0 − ys| < 2r/C2, C2/λm∗+1 ≤ 1/2, ε < r/C2,

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå y ∈ L∞(0,+∞;H) ∩ L2
loc(0,+∞;V ) äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû

y′ +Ay +B[y] = f + S(y, t), t > 0, y(0) = y0,

òàêîå, ÷òî

|y(t)− ys| ≤ |y0 − ys|e−σt,

∫ +∞

0
e2σt∥y(t)− ys∥2dt ≤ 2|y0 − ys|2.
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