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Î öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìàõ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê

Íåíóëåâîé óçåë γ = (γ1, γ2, γ3) òðåõìåðíîé ðåøåòêè Γ íàçîâåì öèëèíäðè÷åñêèì ìèíè-
ìóìîì Γ, åñëè íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî óçëà η = (η1, η2, η3) òàêîãî, ÷òî

η21 + η22 6 γ2
1 + γ2

2 , |η3| 6 |γ3|, |γ| < |η|.

Â ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ
òðåõìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê ñ îïðåäåëèòåëåì èç îòðåçêà [1;N ] ðàâíî

C · lnN +O(1),

ãäå C � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, äëÿ êîòîðîé ïîëó÷åíî ÿâíîå àíàëèòè÷åñêîå
âûðàæåíèå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèíèìóì ðåøåòêè, ìíîãîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ äðîáü

Îáîçíà÷åíèÿ

#S � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S;

R+ = (0,+∞), Z+ = Z ∩ [0,+∞);

Ms(X) � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà s× s ñ ýëåìåíòàìè èç X;

Ms(X;N) � ìíîæåñòâî ìàòðèö èç Ms(X) ñ îïðåäåëèòåëåì èç îòðåçêà [1;N ];

åñëè x = (x1, x2, x3) ∈ R3, òî (ρx, ϕx, hx) � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû òî÷êè x, òî
åñòü x1 = ρx · cosϕx, x2 = ρx · sinϕx, x3 = hx;

|x| = (x21 + . . . x2s)
1/2 ïðè x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs;

ζ � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà;

åñëè a, b, c ∈ R3, òî M(a, b, c) =

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 ;

çàïèñü
f(x) ≪ g(x) (ëèáî f(x) = O(g(x))) ïðè x ∈ X

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 äëÿ êîòîðîé |f(x)| 6 C · g(x) ïðè x ∈ X.
Åñëè C çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ, òî ïðèìåíÿåì îáîçíà÷åíèå f(x) ≪

θ
g(x) (ëèáî f(x) =

Oθ(g(x))). Çàïèñü f ≍ g îçíà÷àåò, ÷òî f ≪ g ≪ f .

1Õàáàðîâñêîå îòäåëåíèå Èíñòèòóòà ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ, 680000, Õàáàðîâñê, óë.

Äçåðæèíñêîãî, 54. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: illar_a@list.ru
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Ââåäåíèå

Ïîëíîé s-ìåðíîé ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

Γ =
{
k1m

(1) + . . .+ ksm
(s) : ki ∈ Z, i = 1, s

}
,

ãäå m(i) (i = 1, s) � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà èç Rs (áàçèñ Γ). Ìàòðèöó ñî ñòîëáöà-

ìè m(i)T áóäåì íàçûâàòü áàçèñíîé. Ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ áàçèñíîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ
îïðåäåëèòåëåì ðåøåòêè Γ.

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé óçåë γ s-ìåðíîé ïîëíîé ðåøåòêè Γ áóäåì íàçûâàòü öèëèíäðè-
÷åñêèì ìèíèìóìîì, åñëè íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî óçëà η ∈ Γ, óäîâëåòâîðÿþùåãî
íåðàâåíñòâàì

s−1∑
i=1

η2i 6
s−1∑
i=1

γ2i , |ηs| 6 |γs|, |η| < |γ|.

Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ îáîçíà÷åíèé:

Ls(X) � ìíîæåñòâî s-ìåðíûõ ðåøåòîê ñ óçëàìè èç Xs (X = R èëè X = Z);

Ls(X;N) � ìíîæåñòâî ðåøåòîê èç Ls(X) îïðåäåëèòåëÿ N ;

M(Γ) � ìíîæåñòâî öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè Γ.

Öèëèíäðè÷åñêèå ìèíèìóìû (òðåõìåðíûõ ðåøåòîê) âïåðâûå ïîÿâèëèñü â ðàáîòàõ Ã.Ô. Âî-
ðîíîãî [1] ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ íàõîæäåíèÿ åäèíèö â êóáè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëÿõ.

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ïîëîæèì

Es(N) =

(
N∑

n=1

#L3(Z;n)

)−1

·
N∑

n=1

∑
Γ∈L3(Z;n)

#M(Γ)

� ñðåäíåå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ s-ìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðå-
øåòîê ñ îïðåäåëèòåëåì èç îòðåçêà [1, N ].

Èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû î ñðåäíåé äëèíå êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè [2, 3] íåòðóä-
íî ïðîâåðèòü (ïîäðîáíîñòè ñì. â [4]), ÷òî

E2(N) =
4 ln 2

ζ(2)
lnN +O(1).

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåé ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé ôîð-
ìóëû

E3(N) = C · lnN +O(1), (1)

ãäå C � íåêîòîðàÿ àáñîëþòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äëÿ íåå ïîëó÷åíà àíàëèòè÷åñêàÿ
ôîðìóëà, êîòîðàÿ áóäåò ïðèâåäåíà ïîçæå â òåîðåìå 3.

Äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû (1) áóäåò ïðîâåäåíî ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Â ðàçäåëàõ 1, 2 îïè-
ñûâàåòñÿ è èçó÷àåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ïðîöåäóðà äîïîëíåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî ìèíèìóìà äî
áàçèñà ðåøåòêè, îñíîâàííàÿ íà èäåÿõ Ã.Ô. Âîðîíîãî (ñì. [5, ãëàâà 5, § 60]). Â ðåçóëüòà-
òå âû÷èñëåíèå E3(N) ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ êîëè÷åñòâà ìàòðèö èç ΩV (Z, N), ãäå ΩV �
íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî M3(R),

ΩV (Z, N) = {M ∈ ΩV ∩M3(Z) : 1 6 detM 6 N}.

Â ðàçäåëå 3 âûâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ #ΩV (Z, N). Â ïîñëåäíåì ðàçäåëå
çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî (1).
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1. Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè

óçëà ðåøåòêè

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü b, c ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ðåøåòêè Γ ∈ L2(R), ïðè÷åì òðåóãîëüíèê ∆
ñ âåðøèíàìè â íà÷àëå êîîðäèíàò è òî÷êàõ b, c ÿâëÿåòñÿ îñòðîóãîëüíûì ëèáî ïðÿìîóãîëü-
íûì. Òîãäà b, c áóäåì íàçûâàòü ïîëóïðèâåäåííûì áàçèñîì, à ∆ � òðåóãîëüíèêîì Çåëëèíãà.

Âûïóêëûé øåñòèóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ ±b,±c,±(b − c) áóäåì íàçûâàòü øåñòè-

óãîëüíèêîì Çåëëèíãà.

Åñëè Γ ∈ L2(R), òî ÷åðåç λ1(Γ), λ2(Γ) îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíûå ìèíèìóìû Γ îò-
íîñèòåëüíî åâêëèäîâîé íîðìû, òî åñòü λi(Γ) � íàèìåíüøåå èç ÷èñåë λi òàêèõ, ÷òî øàð
{x ∈ R2 : |x| 6 λi} ñîäåðæèò íå ìåíåå ÷åì i ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óçëîâ Γ.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà (ñì., íàïð., [6]):

1) ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû øåñòèóãîëüíèêà Çåëëèíãà îáðàçóþò ïîëóïðèâåäåííûé
áàçèñ;

2) åñëè ðåøåòêà íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, òî øåñòèóãîëüíèê Çåëëèíãà åäèíñòâåíåí;

3) âåëè÷èíû λ1(Γ), λ2(Γ) ñîâïàäàþò ñ äëèíàìè íåêîòîðûõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà Çåëëèíãà.

Ïóñòü Γ ∈ L3(R). Âîçüìåì ëþáóþ ïðèìèòèâíóþ òî÷êó a ðåøåòêè Γ òàêóþ, ÷òî ha > 0.
Òîãäà âñå óçëû Γ ëåæàò íà ïðÿìûõ, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû âåêòîðó a. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̃ �
ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ ïðÿìûõ ñ ïëîñêîñòüþ x3 = 0, òî åñòü

Γ̃ =
∪

γ∈Γ\{0}

(
lγ ∩ {(x1, x2, 0) : (x1, x2) ∈ R2}

)
,

ãäå lγ � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç γ ïàðàëëåëüíî âåêòîðó a. Î÷åâèäíî, ÷òî Γ̃ � äâóìåðíàÿ
ðåøåòêà.

Äëÿ êàæäîãî γ̃ ∈ Γ̃ âûáåðåì óçåë γ ∈ Γ òàê, ÷òî

γ3 > 0, (γ3 − a3) 6 0, γ̃ ∈ lγ ,

Áóäåì íàçûâàòü îòðåçîê [γ̃, γ] � ãâîçäèêîì, òî÷êó γ̃ � îñíîâàíèåì ãâîçäèêà, óçåë γ �
øàïî÷êîé ãâîçäèêà. Åñëè γ̃ ∈ Γ, òî ñîîòâåòñòâóþùèé γ̃ ãâîçäèê èìååò äâå øàïî÷êè: γ̃ è
(γ̃ + a).

Øàïî÷êè è îñíîâàíèÿ ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ñîîòíîøåíèåì

γ̃ = γ − a · hγ
ha

. (2)

Ìíîæåñòâî Γ̃ áóäåì íàçûâàòü ðåøåòêîé îñíîâàíèé ãâîçäèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óçëó a.
Ïóñòü b̃, c̃ � ïîëóïðèâåäåííûé áàçèñ ðåøåòêè Γ̃, ïðè÷åì îòðåçîê [0,−ã], ãäå ã = (a1, a2)

ïðîõîäèò ÷åðåç òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ 0, b̃, c̃. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b, c øàïî÷êè
ãâîçäèêîâ ñ îñíîâàíèÿìè â òî÷êàõ b̃ è c̃ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà a, b, c îáðàçóþò áàçèñ èñõîäíîé
ðåøåòêè Γ. Áóäåì íàçûâàòü åãî áàçèñîì Âîðîíîãî. Øàïî÷êè ãâîçäèêîâ ñ îñíîâàíèÿìè â
âåðøèíàõ øåñòèóãîëüíèêà Çåëëèíãà (ñîîòâåòñòâóþùåãî áàçèñó b̃, c̃) ðåøåòêè Γ̃, à òàêæå â
òî÷êå (b̃ + c̃) áóäåì íàçûâàòü øàïî÷êàìè Âîðîíîãî. Åñëè b̃ ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì −ã,
òî ê øàïî÷êàì Âîðîíîãî äîáàâëÿåì øàïî÷êó ãâîçäèêà ñ îñíîâàíèåì â òî÷êå (2 · b̃ − c̃).
Àíàëîãè÷íî, åñëè c̃ ñîíàïðàâëåí ñ âåêòîðîì −ã, òî ê øàïî÷êàì Âîðîíîãî äîáàâëÿåì òàêæå
øàïî÷êó ãâîçäèêà ñ îñíîâàíèåì â òî÷êå (2·c̃−b̃). Øàïî÷êó Âîðîíîãî, èìåþùóþ íàèìåíüøåå
ρ, áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííîé øàïî÷êîé Âîðîíîãî. Ïðèâåäåííûõ øàïî÷åê ìîæåò áûòü
íåñêîëüêî.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî óçåë η ∈ Γ íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü óçëà a, åñëè

ρη 6 ρa, hη 6 ha, ρη + hη < ρa + ha.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a ∈ Γ, ha > 0. Òîãäà, åñëè ïðèâåäåííûå øàïî÷êè Âîðîíîãî íå

íàðóøàþò ìèíèìàëüíîñòè a, òî a ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðè÷åñêèì ìèíèìóìîì ðåøåòêè Γ.
Åñëè ðåøåòêà Γ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

ργ ̸= ρη, hγ ̸= hη ∀γ, η ∈ Γ, γ ̸= η,

òî ñôîðìóëèðîâàííûé ðåçóëüòàò âûòåêàåò èç òåîðåìû Âîðîíîãî [5, ãëàâà 5, § 60]. Ïðè-
âåäåííîå â [5] äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñëó÷àÿ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè. Ïîýòîìó
ïîâòîðÿòü åãî ìû íå áóäåì.

Íàì òàêæå ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 1. Ïóñòü γ̃ ∈ Γ̃ \ {0}, ïðè÷åì λ1(Γ̃) = |γ̃|. Òîãäà, åñëè øàïî÷êè ãâîçäèêîâ ñ

îñíîâàíèÿìè â òî÷êàõ ±γ̃ íå íàðóøàþò ìèíèìàëüíîñòè a, òî

λ1(Γ̃) >
√
3

2
ρa.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû òàêæå âûòåêàåò èç [5, ãëàâà 5, § 60].

2. Ïàðàìåòðèçàöèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ ìàòðèöàìè

Ïóñòü

U(N) =

(Γ, a) : Γ ∈
∪

16n6N

L3(Z;n), a ∈ M(Γ), ha > 0

 .

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ó ëþáîé ðåøåòêè èç L3(R) êîëè÷åñòâî öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ
a, ó êîòîðûõ ha = 0, íå áîëüøå, ÷åì O(1). Ïîýòîìó

E3(N) = 2 · #U(N)

R3(N)
+O(1), (3)

ãäå

R3(N) =

N∑
n=1

#L3(Z;n).

Âîçüìåì ëþáóþ ðåøåòêó Γ ∈ L3(R) è ïðèìèòèâíûé óçåë a ýòîé ðåøåòêè òàêîé, ÷òî
ha > 0.

Ïóñòü b, c � øàïî÷êè ãâîçäèêîâ ñ îñíîâàíèÿìè â òî÷êàõ b̃, c̃, ïðè÷åì

hb, hc < ha; ρb 6 ρc; (4){
|b̃|, |c̃|

}
=
{
λ1(Γ̃), λ2(Γ̃)

}
, (5)

min
{
b̃1, c̃1

}
> 0.

Òîãäà a, b, c� áàçèñ Γ. Åñëè äîïîëíèòåëüíî a ∈ M(Γ), òî a, b, c áóäåì íàçûâàòü Â-áàçèñîì
ðåøåòêè Γ.

Ëþáîé öèëèíäðè÷åñêèé ìèíèìóì a, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ ha > 0, ìîæíî äîïîë-
íèòü (âîçìîæíî, íå åäèíñòâåííûì îáðàçîì) äî Â-áàçèñà.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Ω̃V , ñîñòîÿùåå èç ìàòðèöM(a, b, c) òàêèõ, ÷òî âåêòîðû a, b, c ÿâëÿ-
þòñÿ Â-áàçèñîì ðåøåòêè, ïîðîæäåííîé a, b, c. Ëþáàÿ ìàòðèöàM(a, b, c) ∈ Ω̃V óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì
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(à) 0 6 hb, hc < ha; ρa 6 ρb 6 ρc; min
{
b̃1, c̃1

}
> 0;

(á) 2 · |b̃ · c̃| 6 min
{
|b̃|2, |c̃|2

}
, ãäå b̃ = b− a · hb

ha
, c̃ = c− a · hc

ha
;

(â) åñëè Γ = Γ(a, b, c) � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ âåêòîðàìè a, b, c, òî ïðèâåäåííûå øàïî÷êè
Âîðîíîãî ðåøåòêè Γ (îòâå÷àþùèå óçëó a) íå íàðóøàþò ìèíèìàëüíîñòè a.

Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå: åñëè a, b, c óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (à)�(â), òî M(a, b, c) ∈ Ω̃V .
Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ (à) ñëåäóåò, ÷òî b, c ÿâëÿþòñÿ øàïî÷êàìè íåêîòîðûõ ãâîçäèêîâ.
Ñîãëàñíî (á) óçëû b̃, c̃ óäîâëåòâîðÿþò (5). Èç (â) è òåîðåìû 1 âûòåêàåò, ÷òî a ∈ M(Γ).
Ïîýòîìó a, b, c ÿâëÿþòñÿ Â-áàçèñîì Γ.

Îïðåäåëèì òàêæå ΩV � âíóòðåííîñòü è ∂ΩV = Ω̃V \ΩV � ãðàíèöó Ω̃V . ×åðåç ΩV (Z;N)
(∂ΩV (Z;N)) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö èç ΩV (∂ΩV ) ñ îïðåäåëèòåëåì èç
îòðåçêà [1;N ].

Åñëè M(a, b, c) ∈ ΩV , òî âñå íåðàâåíñòâà â óñëîâèÿõ (a)-(â) ñòðîãèå è â ýòîì ñëó÷àå óçåë
a åäèíñòâåííûì îáðàçîì äîïîëíÿåòñÿ äî Â-áàçèñà ðåøåòêè Γ(a, b, c) (óçëàìè b, c). Ïîýòîìó
âûïîëíÿþòñÿ îöåíêè

#ΩV (Z;N) 6 #U+(N) 6 #ΩV (Z;N) + #∂ΩV (Z;N). (6)

Òàêèì îáðàçîì âû÷èñëåíèå E3(N) ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó ìàòðèö èç ΩV (Z;N) è îöåíêå
âåëè÷èíû #∂ΩV (Z;N).

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ΩV .

1) Ãðàíèöà ΩV ñîñòîèò èç ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ãëàäêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé.

2) Åñëè M ∈ ΩV , òî äëÿ ëþáûõ ρ, h ∈ R+ ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà ρ 0 0
0 ρ 0
0 0 h

 ·M ∈ ΩV .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî è ïðåäûäóùåãî ñâîéñòâà âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ΩV .

3) Äëÿ ëþáîé ìàòðèöû M(a, b, c) ∈ ΩV ñïðàâåäëèâû îöåíêè

ρa < ρb < ρc; hb, hc < ha; (7)

ρb · ρc · ha ≪ | detM(a, b, c)|. (8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåðàâåíñòâà (7) âûòåêàþò èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà ΩV . Äî-
êàæåì (8). Ïóñòü M(a, b, c) ∈ ΩV , Γ � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ a, b, c, Γ̃ � ðåøåòêà
îñíîâàíèé ãâîçäèêîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ a. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî

det Γ = |detM(a, b, c)| =
∣∣∣∣detM (

a, b− a · hb
ha

, c− a · hc
ha

)∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣det
a1 b̃1 c̃1
a2 b̃2 c̃2
a3 0 0

∣∣∣∣∣∣ = det Γ̃ · ha,

ãäå b̃, c̃ ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè ãâîçäèêîâ ñ øàïî÷êàìè â òî÷êàõ b è c ñîîòâåòñòâåííî.
Òàê êàê |b̃|, |c̃| óäîâëåòâîðÿþò (5), òî èç òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî î ïîñëåäîâàòåëüíûõ
ìèíèìóìàõ âûòåêàåò, ÷òî

|b̃| · |c̃| 6 4 · det Γ̃.
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Èç ëåììû 1 ñëåäóåò îöåíêà ρa ≪ min{|b̃|, |c̃|}. Ïîýòîìó

ρb · ρc ≪ (ρa + |b̃|)(ρa + |c̃|) ≪ |b̃| · |c̃| ≪ det Γ̃ =
det Γ

ha
.

Íåðàâåíñòâî (8) äîêàçàíî.

3. Êîëè÷åñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö â çàäàííîé îáëàñòè

Ïóñòü Ω′ � îãðàíè÷åííîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî ìàòðèö èç M3(R), ëåæàùèõ
íà ïîâåðõíîñòè {

M(a, b, c) ∈ M3(R) : ρc = 1, ha = 1
}
.

Îáîçíà÷èì

Ω =


 ρ 0 0

0 ρ 0
0 0 h

 ·M ′ : M ′ ∈ Ω′, ρ, h ∈ [1,+∞)

 . (9)

Ïóñòü Ω′
c òàêîå ìíîæåñòâî èç R7, ÷òî

Ω′ =


 ρ′a cosϕ

′
a ρ′b cosϕ

′
b cosϕ′

c

ρ′a sinϕ
′
a ρ′b sinϕ

′
b sinϕ′

c

1 h′b h′c

 : (ρ′a, ϕ
′
a, ρ

′
b, ϕ

′
b, h

′
b, ϕ

′
c, h

′
c) ∈ Ω′

c

 .

Íà ìíîæåñòâå ìíîæåñòâ âèäà (9) îïðåäåëèì ôóíêöèþ

µ(Ω) =

∫
Ω′

dΩ′(M)

|detM |3
=

∫
Ω′

c

ρ′aρ
′
b

|D(u′)|3
du′, (10)

ãäå

u′ = (ρ′a, ϕ
′
a, ρ

′
b, ϕ

′
b, h

′
b, ϕ

′
c, h

′
c), D(u′) = det

 ρ′a cosϕ
′
a ρ′b cosϕ

′
b cosϕ′

c

ρ′a sinϕ
′
a ρ′b sinϕ

′
b sinϕ′

c

1 h′b h′c

 . (11)

Äëÿ ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà (10) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìíîæåñòâî Ω′ áûëî îãðàíè-
÷åííûì è ñóùåñòâîâàëà ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C = C(Ω′) òàêàÿ, ÷òî

ρa′ 6 C · ρb′ , ρb′ 6 C · | detM(a′, b′, c′)| (12)

äëÿ âñåõ M(a′, b′, c′) ∈ Ω′. Äåéñòâèòåëüíî èç (12) âûòåêàþò îöåíêè

µ(Ω) ≪
Ω′

∫
0<ρ′b<1

∫
0<ρ′a6C·ρ′b

ρ′aρ
′
b

ρ′b
3 dρ′a dρ

′
b =

C2

2
.

Óñëîâèÿ (12) ýêâèâàëåíòíû òàêæå ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì

ρa 6 C · ρb, ρbρcha 6 C · | detM(a, b, c)| (13)

äëÿ âñåõ M(a, b, c) ∈ Ω.
Åñëè ãèïåðïîâåðõíîñòü ñîñòîèò èç ôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà ÷àñòåé êëàññà C1, òî åå áóäåì

íàçûâàòü êóñî÷íî-ãëàäêîé. ×åðåç Ω(Z;N) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö èç
Ω c îïðåäåëèòåëåì èç [1;N ].
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Îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàñòîÿùåãî ðàçäåëà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî Ω îïðåäåëÿåòñÿ (9), ãðàíèöà Ω ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-

ãëàäêîé. Òîãäà, åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (13), òî

#Ω(Z;N) =
N3

6

(
µ(Ω) · lnN +OΩ(1)

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû.
Åñëè x ∈ Rs, S ⊂ Rs, òî

|x|∞ = max
16i6s

|xi|, ρ∞(x, S) = inf
y∈S

|x− y|∞, Bε(S) = {y ∈ Rs : ρ∞(y, S) 6 ε}.

×åðåç mes îáîçíà÷èì ñòàíäàðòíóþ ìåðó Ëåáåãà.
Ëåììà 2. Ïóñòü U � îãðàíè÷åííîå èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî èç Rs. Òîãäà

#(U ∩ Zs) = mesU +O
(
mesB1(∂U)

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [4].
Ëåììà 3. Ïóñòü S � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â Rs, R ∈ Rs

+, ε ∈ R+,

Sε(R) = Bε(S) ∩ {x ∈ Rs : |xi| 6 Ri, i = 1, s}.

Òîãäà

mesSε(R) ≪
S

ε ·
s∑

j=1

∏
i ̸=j

Ri.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î÷åâèäíî.
Äëÿ ëþáûõR, r, C ∈ R+ îïðåäåëèì ìíîæåñòâî PC(R, r), ñîñòîÿùåå èç ìàòðèöM(a, b, c) ∈

M3(R), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

max{ρa, ρb} 6 C · ρc;
max{|hb|, |hc|} 6 C · |ha|;
max{ρa, ρb} · ρc · |ha| 6 C ·R.

min{ρb, ρc, |ha|} > C · r;

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü C,R, r, ε ∈ R+, R > r3, S � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü â

M3(R). Òîãäà

mes
(
Bε(S) ∩ PC(R, r)

)
≪
S,C

ε · R
3

r
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ k, n,m îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Pk,n,m =

M(a, b, c) ∈ M3(R) :
|a1|, |a2|, |b1|, |b2| 6 rek,
|c1|, |c2| 6 ren,
|a3|, |b3|, |c3| 6 rem.


Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C ′, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò C, òàêàÿ, ÷òî

PC(R; r) ⊂
∪

k+n+m6C′+ln(R/r3),

k6C′+n

Pk,n,m.
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Ïîýòîìó

mes (Bε(S) ∩ PC(R, r)) 6
∑

k+n+m6C′+ln(R/r3),

k6C′+n

mes (Pk,n,m ∩Bε(S)).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3, ïîëó÷àåì

mes (Pk,n,m ∩Bε(S)) ≪
S,C

ε(rek)4 (ren)2 (rem)3 ·
(

1

rek
+

1

ren
+

1

rem

)
6

6 εr8e4ke2ne3m
(

1

ek
+

1

em

)
.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ∑
k+n+m6C′+ln(R/r3),

k6C′+n

e4ke2ne3m
(

1

ek
+

1

em

)
= OC′(R3/r9).

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òåîðåìû 2. Ïîëîæèì

Ω(N) =
{
M = M(a, b, c) ∈ Ω : 1 6 detM 6 N ; 1 6 min{ρb, ρc, ha}

}
.

Òîãäà Ω(Z;N) = Ω(N) ∩ M3(Z). Äëÿ ïîäñ÷åòà öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê èç Ω(N) ïðèìåíèì
ëåììó 2. Ïîëó÷àåì

#Ω(Z;N) = mesΩ(N) +O
(
mesB1(∂Ω(N))

)
. (14)

×òîáû âû÷èñëèòü mesΩ(N), cäåëàåì â èíòåãðàëå

mesΩ(N) =

∫
Ω(N)

da db dc

çàìåíó:
a1 = ρa cosϕa, b1 = ρb cosϕb, c1 = ρc cosϕc,
a2 = ρa sinϕa, b2 = ρb sinϕb, c2 = ρc sinϕc,
a3 = ha, b3 = hb, c3 = hc,

à ïîòîì åùå îäíó:
ρa = ρ′aρ, ρb = ρ′bρ, ρc = ρ,
ϕa = ϕ′

a, ϕb = ϕ′
b, ϕc = ϕ′

c,
ha = h, hb = h′bh, hc = h′ch.

ßêîáèàí ïðåîáðàçîâàíèÿ ðàâåí
ρ5h2ρ′aρ

′
b.

Óñëîâèå 1 6 detM(a, b, c) 6 N ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâàì

1 6 D(u′)ρ2h 6 N,

ãäå D(u′) è u′ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (11). Ïîýòîìó Ω(N) îòîáðàæàåòñÿ íà ìíîæåñòâî

Ω̃(N) =

{
(u′, ρ, h) : u′ ∈ Ω′

c, ρ, h ∈ [1,+∞),
1

D(u′)
6 ρ2h 6 N

D(u′)

}
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è, ñëåäîâàòåëüíî,

mesΩ(N) =

∫
Ω(N)

da db dc =

∫
Ω̃(N)

ρ5h2ρ′aρ
′
b dρ dh du

′ =

=

∫
Ω′

c

(
ρ′aρ

′
b

∫
16ρ,h,

1/D(u′)6ρ2h6N/D(u′)

ρ5h2 dρ dh

)
du′ =

=

∫
Ω′

c

ρ′aρ
′
b

(
N3

6
lnN

1

|D(u′)|3
+O

(
N3 +

N3

|D(u′)|3
+

lnD(u′)

|D(u′)|3

))
du′

= N3

(
µ(Ω)

3
lnN +O(1)

)
.

Çäåñü è äàëåå â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå êîíñòàíòû â îöåíêàõ ≪ è O(. . .) çàâèñÿò òîëüêî îò Ω.
Îñòàëîñü îöåíèòü mesB1(∂Ω(N)). Èç óñëîâèé, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò ìíîæåñòâî Ω,

âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöà M(a, b, c) ∈ B1(∂Ω(N)) âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

ρbρcha ≪ N ; ρa ≪ ρb ≪ ρc; hb, hc ≪ ha; (15)

min {ρc, ρb, ha, ρcρb, ρbha, ρcha} ≪ N. (16)

ÌíîæåñòâîB1(∂Ω(N)) ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè òðåõ ìíîæåñòâ: U1(N), U2(N) è U3(N),
ãäå U1(N) ñîñòîèò èç ìàòðèö M(a, b, c), óäîâëåòâîðÿþùèõ (15), (16) è óñëîâèþ

ρb 6 1, ëèáî ρc 6 1, ëèáî ha 6 1. (17)

Ìíîæåñòâî U2(N) ñîñòîèò èç ìàòðèö, ëåæàùèõ â B1(S), ãäå S � îáúåäèíåíèå ôèêñèðî-
âàííîãî ÷èñëà êóñî÷íî-ãëàäêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé èç M3(R) (íå çàâèñÿùèõ îò N), ïðè÷åì
ýëåìåíòû M(a, b, c) ∈ U2(N) óäîâëåòâîðÿþò (15) è óñëîâèÿì

min {ρb, ρc, ha} > 1. (18)

Ìíîæåñòâî U3(N) ñîñòîèò èç ìàòðèö M(a, b, c) ∈ B1 (S(N)), ãäå

S(N) = {X ∈ M3(R) : detX = N},

óäîâëåòâîðÿþùèõ (15), (18).
Èñïîëüçóÿ (15), (16), (17), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

mesU1(N) = O(N3).

Äëÿ îöåíêè ìåðû U2(N) èñïîëüçóåì ñëåäñòâèå 1, â êîòîðîì R = N , r = 1, ε = 1.
Ïîëó÷àåì

mesU2(N) = O(N3).

ÎöåíèìmesU3(N). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâîN−1/3·U3(N). Îíî ñîñòîèò èç ìàòðèöM(a, b, c),
ëåæàùèõ â îêðåñòíîñòè ðàäèóñà O(N−1/3) ãèïåðïîâåðõíîñòè S(1) è óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì

N−1/3 6 ρb, ρc, ha; ρbρcha ≪ 1; ρa ≪ ρb ≪ ρc; hb, hc ≪ ha.

Ïîýòîìó äëÿ îöåíêè ìåðû ìíîæåñòâà N−1/3 ·U3(N) ìîæíî ñíîâà ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 1, â
êîòîðîì R = 1, r = N−1/3, ε = N−1/3. Ïîëó÷àåì

mes (N−1/3 · U3(N)) = O(1),

ñëåäîâàòåëüíî,
mesU3(N) = O(N3).

Òàêèì îáðàçîì, mesB1(∂Ω(N)) 6 mesU1(N) + mesU2(N) + mesU3(N) = O(N3). Òåîðå-
ìà 2 äîêàçàíà.
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4. Ñðåäíåå êîëè÷åñòâî öèëèíäðè÷åñêèõ ìèíèìóìîâ

Ïóñòü ΩV � ìíîæåñòâî ìàòðèö, îïðåäåëåííîå â ðàçäåëå 2. Îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
òåîðåìû 2 (ñì. ñâîéñòâà ΩV èç ðàçäåëà 2). Êðîìå òîãî, ΩV èìååò íåïóñòóþ âíóòðåííîñòü,
è ïîýòîìó µ(ΩV ) > 0.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî N ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

E3(N) =
µ(ΩV )

ζ(2) · ζ(3)
· lnN +O(1). (19)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (3), (6) âûòåêàåò, ÷òî

E3(N) =
2

R3(N)
·#ΩV (Z;N) +O

(
R−1

3 (N) ·#∂ΩV (Z;N)
)
.

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ôîðìóëó (ñì. [4])

R3(N) =
ζ(2)ζ(3)

3
·N3 +O(N2 · lnN + 1).

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü òåîðåìó 2 äëÿ âû÷èñëåíèÿ #ΩV (Z;N), #∂ΩV (Z;N) è ó÷åñòü, ÷òî
µ(∂ΩV ) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ABSTRACT

Nonzero point γ = (γ1, γ2, γ3) of three-dimensional lattice Γ is called by cylindrical
minimum if there exist no nonzero point η = (η1, η2, η3) such as

η21 + η22 6 γ21 + γ22 , |η3| 6 |γ3|, |γ| < |η|.

It is proved that the average number of cylindrical minima of three-dimensional
integer lattices with determinant from [1;N ] is equal

C · lnN +O(1).

Key words: minimum of lattice, multi-dimensional continuous fraction
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