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Î êîëè÷åñòâå âåðøèí ìíîãîãðàííèêîâ Êëåéíà

öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê â ñðåäíåì

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîãðàííèêè Êëåéíà öåëî÷èñëåííûõ s-ìåðíûõ ðåøåòîê îïðåäåëè-
òåëÿ N. Âûâîäèòñÿ íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí òàêèõ
ïîëèýäðîâ, êîòîðàÿ ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíîé âåðõíåé ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû, çàâèñÿ-
ùåé òîëüêî îò s. Èç ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ
êîëè÷åñòâà îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ äðîáü, îòíîñèòåëüíûé ìèíèìóì, ìíîãî-

ãðàííèê Êëåéíà.

Ââåäåíèå

Ïîëíîé s�ìåðíîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà

Γ =
{
n1m

(1) + . . .+ nsm
(s) : ni ∈ Z, i = 1, s

}
,

ãäå m(i) � çàäàííûå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðû èç Zs (áàçèñ Γ). Ìîäóëü îïðåäåëèòåëÿ
ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç áàçèñíûõ âåêòîðîâ, íàçûâàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì ðåøåòêè Γ.

Ìíîãîãðàííèêîì (ïîëèýäðîì) Êëåéíà ðåøåòêè Γ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Kθ(Γ), ãäå
θ = (θ1, θ2, . . . , θs), θi = ±1, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê âûïóêëàÿ îáîëî÷êà íåíóëåâûõ óçëîâ
Γ, ëåæàùèõ â s�ãðàííîì óãëå {

x ∈ Rs : xiθi ≥ 0, i = 1, s
}
.

Íåíóëåâîé óçåë γ ∈ Γ íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ìèíèìóìîì ðåøåòêè Γ, åñëè íå ñóùå-
ñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî óçëà η ∈ Γ, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì

|ηi| ≤ |γi|, i = 1, s,
s∑

i=1

|ηi| <
s∑

i=1

|γi|.

Ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíîãî ìèíèìóìà âïåðâûå ïîÿâèëîñü â ðàáîòàõ Ã. Ô. Âîðîíîãî [1] è �
íåçàâèñèìî îò íåãî � Ã. Ìèíêîâñêîãî [2], à ìíîãîãðàííèêè Êëåéíà � â ðàáîòå Ô. Êëåéíà [3].
Îáå êîíñòðóêöèè ñâÿçàíû ñ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîãî àëãîðèòìà íàõîæäåíèÿ íåïðåðûâ-
íûõ äðîáåé íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.
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Îòíîñèòåëüíûå ìèíèìóìû è ìíîãîãðàííèêè Êëåéíà èìåþò ïðèëîæåíèÿ â ñàìûõ ðàçíûõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè (ñì. [4, 5, 6, 7]).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
Ls(Z) � ìíîæåñòâî ïîëíûõ s�ìåðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê;
Ls(Z;N) � ìíîæåñòâî ðåøåòîê èç Ls(Z) îïðåäåëèòåëÿ N ;
M(Γ) � ìíîæåñòâî îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè Γ;
V(Γ) � ìíîæåñòâî âåðøèí ìíîãîãðàííèêîâ Êëåéíà ðåøåòêè Γ;
#S � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S;
R+ � ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë;
Z+ � ìíîæåñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë;
Rs(N) = #Ls(Z;N);

Es(N ;M) =
1

Rs(N)

∑
Γ∈Ls(Z;N)

#M(Γ)

� ñðåäíåå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòîê èç Ls(Z;N);

Es(N ;V) = 1

Rs(N)

∑
Γ∈Ls(Z;N)

#V(Γ)

� ñðåäíåå çíà÷åíèå êîëè÷åñòâà âåðøèí ìíîãîãðàííèêîâ Êëåéíà ðåøåòîê èç Ls(Z;N).
Åñòü îñíîâàíèÿ ïîëàãàòü, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ãèïîòåçà.

Ãèïîòåçà. Ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå Cs(M), Cs(V) òàêèå, ÷òî

Es(N ;M) ∼ Cs(M) · lns−1N, Es(N ;V) ∼ Cs(V) · lns−1N ïðè N → ∞. (1)

Äëÿ äâóìåðíûõ ðåøåòîê àñèìïòîòèêè (1) âûòåêàþò èç êëàññè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà Õåé-
ëüáðîííà [8] î ñðåäíåé äëèíå êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè (ïîäðîáíîñòè ñì. â [9]). Ïðè s = 3
ôîðìóëû (1) äîêàçàíû â [10].

Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà

Es(N,V)≫
s
lns−1N (2)

ïðè âñåõ N ∈ Z, N ≥ 2. Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èäåÿõ, èçëîæåííûõ â ðàáîòå [11].
Èç îöåíêè (2), âëîæåíèÿ, äîêàçàííîãî â ðàáîòå [4],

V(Γ) ⊂ M(Γ)

è èçâåñòíîé îöåíêè (ñì. [7, 12])

#M(Γ)≪
s
lns−1N ïðè N ≥ 2,

âûòåêàþò äâóõñòîðîííèå îöåíêè

Es(N ;M)≍
s
lns−1N, (3)

Es(N ;V)≍
s
lns−1N. (4)

Íåðàâåíñòâà (3), (4) ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîäòâåðæäåíèåì ãèïîòåçû (1).
Àâòîðû áëàãîäàðíû À. Â. Óñòèíîâó çà öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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1. Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ Zs ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà M ðàçìåðà s × s è

îïðåäåëèòåëåì ±1 òàêàÿ, ÷òî

M · x =


r
0
...

0

 ,

ãäå r = ÍÎÄ(x1, . . . , xs).
Äîêàçàòåëüñòâî ñì., íàïðèìåð, â [13, ãëàâà I].
Ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè Γ, áóäåì íàçûâàòü áàçèñíîé.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé ðåøåòêè Γ ∈ Ls(Z) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ áàçèñíàÿ ìàòðèöà

âèäà 
d1 d12 d13 · · · d1s
0 d2 d23 · · · d2s
0 0 d3 · · · d3s
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · ds

 ,

ãäå 0 < dij ≤ di, i = 1, s, j = (i+ 1), s.

Ñóùåñòâîâàíèå áàçèñíîé ìàòðèöû òðåáóåìîãî âèäà äîêàçàíî â [13, ãëàâà I]. Å¼ åäèí-
ñòâåííîñòü ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî (ñì., íàïðèìåð, [9]).

Èç ëåììû 2, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî

Rs(N) =
∑

d1,d2,...,ds∈N,
d1·d2·...·ds=N

ds−1
1 · ds−2

2 · . . . · ds−1.

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî x ∈ Zs îáîçíà÷èì

Ts(N, x) = #{Γ ∈ Ls(Z, N) : x ∈ Γ}

� êîëè÷åñòâî ðåøåòîê èç Ls(Z;N), ñîäåðæàùèõ óçåë x.
Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ N ∈ N, x ∈ Zs âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ts(N, x) =
∑

d1,d2,...,ds∈N, d1|r,
d1·d2·...·ds=N

ds−1
1 · ds−2

2 · . . . · ds−1,

ãäå r = ÍÎÄ(x1, . . . , xs).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî Ts(N, x) ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåøåòîê
Γ ∈ Ls(Z, N), êîòîðûå ñîäåðæàò óçåë (r, 0, . . . , 0), ãäå r = ÍÎÄ(x1, . . . , xs). Ïðèìåíÿÿ ëåììó
2, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Ïóñòü a = (a1, . . . , as) ∈ [1,+∞)s, â = a1 · . . . · as. Òîãäà∑
|xi|≤ai,

i=1,s

Ts(N, x) ≤ 3s · ζ(s) · â · Rs(N)

N
,

ãäå ζ � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì r(x) = ÍÎÄ(x1, . . . , xs) äëÿ x ∈ Zs. Èñïîëüçóÿ ëåììó 3,
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ïîëó÷àåì ∑
|xi|≤ai
i=1,s

Ts(N, x) =
∑

|xi|≤ai
i=1,s

∑
d1,...,ds∈N, d1|r(x),

d1·...·ds=N

ds−1
1 · ds−2

2 · . . . · ds−1 =

=

min{a1,...,as}∑
r=1

 ∑
|xi|≤ai

ÍÎÄ(x1,...,xs)=r

∑
d1,...,ds∈N, d1|r,

d1·...·ds=N

ds−1
1 · ds−2

2 · . . . · ds−1

 ≤

≤
min{a1,...,as}∑

r=1

 s∏
i=1

(
2ai
r

+ 1

) ∑
d1,...,ds∈N, d1|r,

d1·...·ds=N

ds−1
1 · ds−2

2 · . . . · ds−1

 ≤

≤
min{a1,...,as}∑

r=1

3s · â
rs

∑
d1,...,ds∈N, d1|r,

d1·...·ds=N

ds−1
1 · ds−2

2 · . . . · ds−1

 =

= 3s · â
∑

d1,...,ds∈N,
d1·...·ds=N

ds−1
1 · ds−2

2 · . . . · ds−1

∑
1≤r≤min{a1,...,as}
r≡0 (mod d1)

1

rs

 =

= 3s · â
∑

d1,...,ds∈N,
d1·...·ds=N

ds−1
1 · ds−2

2 · . . . · ds−1

∑
1≤r′≤min{a1,...,as}

1

ds1 · r′s
≤

≤ 3s · â · ζ(s)
∑

d1,...,ds∈N,
d1·...·ds=N

ds−1
2 · ds−2

3 · . . . · ds
N

= 3s · â · ζ(s) · Rs(N)

N
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 5. Ïóñòü Γ ∈ Ls(Z), γ ∈ Γ\{0}. Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà ν ∈ V(Γ) òàêàÿ, ÷òî

|νi| ≤ s · |γi|, i = 1, s.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì, êîãäà γ ∈ [0,+∞)s.
Ïóñòü x � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà [0, γ] è ãðàíèöû ìíîãîãðàííèêà Êëåéíà ðåøåòêè Γ.
Ñîãëàñíî òåîðåìå Êàðàòåîäîðè [14] òî÷êó x ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

x =
s∑

i=1

λiν
(i),

ãäå λi ∈ [0, 1],
s∑

i=1
λi = 1, ν(i) ∈ V(Γ)∩ [0,+∞)s. Ïóñòü λk = max{λ1, . . . , λs}. Òîãäà λk ≥ 1

s
è,

ñëåäîâàòåëüíî,

xi ≥ λk · ν
(k)
i ≥ 1

s
ν
(k)
i , i = 1, s.

Âåðøèíà ν = ν(k) ∈ V(Γ) óäîâëåòâîðÿåò òðåáóåìûì óñëîâèÿì. Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü Γ ∈ Ls(Z;N), y ∈ Rs

+ è

y1 · . . . · ys ≥ ss ·N.

Òîãäà ñóùåñòâóåò âåðøèíà ν ∈ V(Γ) òàêàÿ, ÷òî

|νi| ≤ yi, i = 1, s.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ìèíêîâñêîãî î ëèíåéíûõ ôîðìàõ íàéäåòñÿ íåíó-
ëåâîé óçåë γ ∈ Γ òàêîé, ÷òî

|γi| ≤
yi
s
, i = 1, s.

Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 5. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Zs
+(t) = {n ∈ Zs

+ : n1 + . . .+ ns = t}.

Çàôèêñèðóåì âåùåñòâåííûå λ, ξ ∈ (1;∞) è îáîçíà÷èì ÷åðåç P(k) = Pλ,ξ(k) ïàðàëëåëåïèïåä
â Rs, ñîñòîÿùèé èç âñåõ òî÷åê x = (x1, . . . , xs), äëÿ êîòîðûõ |x1| ≤ ξ·λk1 è |xj | ≤ λkj ïðè j =
2, s. Òàêæå îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

St =
∪

k∈Zs
+(t)

P(k), t ∈ N.

Èç [11, ëåììà 2] âûòåêàåò ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Ëåììà 6. Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èç Rs. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî t

#(X ∩ St) ≥
∑

k∈Zs
+(t)

X ∩ Pλ,ξ(k)−
s−1∑
l=1

C l
s−1

∑
k∈Zs

+(t−l)

#(X ∩ Pλ,ξ(k)).

2. Äîêàçàòåëüñòâî îöåíêè (2)

Ïóñòü c ∈ R+, Xs(c) � ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé X, êîòîðûå êàæäîé ðåøåòêå Γ ∈ Ls(Z)
ñòàâÿò â ñîîòâåòñòâèå ìíîæåñòâîX(Γ) ⊂ Γ\{0} è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ: åñëè Γ ∈ Ls(Z, N),
X ∈ Xs(c), y ∈ Rs

+, y1 · . . . · ys ≥ c ·N, òî ñóùåñòâóåò óçåë γ ∈ X(Γ) òàêîé, ÷òî

|γi| ≤ yi, i = 1, s.

Çàìå÷àíèå 1. Èç òåîðåìû Ìèíêîâñêîãî î ëèíåéíûõ ôîðìàõ âûòåêàåò, ÷òî îòîáðàæåíèå
M : Γ ∈ Ls(Z) → M(Γ) ïðèíàäëåæèò Xs(1). Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1, îòîáðàæåíèå
V : Γ ∈ Ls(Z) → V(Γ) ïðèíàäëåæèò Xs(s

s).

Òåîðåìà. Ïóñòü c ∈ [1,+∞), X ∈ Xs(c). Òîãäà ïðè âñåõ öåëûõ N ≥ 2

1

Rs(N)
·

∑
Γ∈Ls(Z;N)

#X(Γ)≫
c,s

lns−1N.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü λ�äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî, êîòîðîå íå çàâèñèò îò N è
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

1 + 3s · ζ(s) · c ·

(
1−

(
1 +

1

λ

)s−1
)

> 0, λ > 1. (5)

Ïîëîæèì

t = [logλN ], ξ =
cN

λt
.
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Òàê êàê λ íå çàâèñèò îò N , ñ÷èòàåì ÷òî, t ≥ 1. Òîãäà

ξ · λk1 · λk2 · . . . · λks = c ·N ïðè k ∈ Zs
+(t),

ξ · λk1 ≥ 1, λki ≥ 1, i = 2, s.
(6)

Îáîçíà÷èì
Qs(N) =

∑
Γ∈Ls(Z;N)

#X(Γ).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 6, ïîëó÷àåì

Qs(N) ≥
∑

Γ∈Ls(Z;N)

#(X(Γ) ∩ St) ≥ Q′
s(N)−Q′′

s(N),

ãäå
Q′

s(N) =
∑

Γ∈Ls(Z;N)

∑
k∈Zs

+(t)

#(X(Γ) ∩ Pλ,ξ(k)) ,

Q′′
s(N) =

∑
Γ∈Ls(Z;N)

s−1∑
l=1

C l
s−1

∑
k∈Zs

+(t−l)

#(X(Γ) ∩ Pλ,ξ(k)) .

Èç (6) è óñëîâèÿ X ∈ Xs(c) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ k ∈ Zs
+(t), Γ ∈ Ls(Z;N) íàéäåòñÿ

óçåë γ ∈ X(Γ) òàêîé, ÷òî

|γ1| ≤ ξ · λk1 , |γj | ≤ λkj ïðè j = 2, s.

Ïîýòîìó

Q′
s(N) ≥

∑
Γ∈Ls(Z;N)

∑
k∈Zs

+(t)

1 = Rs(N) ·#Zs
+(t) = Rs(N) · Cs−1

t+s−1 ≥
ts−1

(s− 1)!
·Rs(N)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 4 è ñîîòíîøåíèÿ (6), ïîëó÷àåì

Q′′
s(N) ≤

∑
Γ∈Ls(Z;N)

s−1∑
l=1

C l
s−1

∑
k∈Zs

+(t−l)

#(Γ ∩ Pλ,ξ(k)) ≤

≤
s−1∑
l=1

C l
s−1

∑
k∈Zs

+(t−l)

3s · ζ(s) · Rs(N)

N
· ξ · λk1 · λk2 · . . . · λks =

= 3s · ζ(s) · c ·
s−1∑
l=1

C l
s−1

∑
k∈Zs

+(t−l)

Rs(N)

λl
=

= 3s · ζ(s) · c ·Rs(N) ·
s−1∑
l=1

C l
s−1 ·

Cs−1
t+s−l−1

λl
≤

≤ 3s · ζ(s) · c ·Rs(N) · (t+ s)s−1

(s− 1)!
·
s−1∑
l=1

C l
s−1

1

λl
=

= 3s · ζ(s) · c ·Rs(N) · (t+ s)s−1

(s− 1)!
·

((
1 +

1

λ

)s−1

− 1

)
.
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(t+ s)s−1 = ts−1 +Os(t
s−2),

âûòåêàåò, ÷òî

Q′′
s(N) ≤ Rs(N)

(s− 1)!
· C(s) · ts−1

((
1 +

1

λ

)s−1

− 1

)
+Oξ,λ

(
Rs(N) · ts−2

)
,

ãäå C(s) = 3s · ζ(s) · c. Ñëåäîâàòåëüíî,

Qs(N) ≥ Q′
s(N)−Q′′

s(N) =

=
Rs(N) · ts−1

(s− 1)!

(
1 + C(s)− C(s)

(
1 +

1

λ

)s−1
)

+Oξ,λ

(
Rs(N) · ts−2

)
.

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèå (5), ïîëó÷àåì

Qs(N)≫
c,s

Rs(N) · lns−1N.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ ëþáîãî N ≥ 2 âûïîëíåíà îöåíêà (2).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé è çàìå÷àíèåì 1.
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ABSTRACT

Low estimate for the average number for vertices of Klein polyhedron of integer
lattices with given determinant is derived. The low estimate coincides with the high
estimate up to a constant. The constant depends on dimension of lattices. High-low
estimates for the number of relative minima of integer lattices with given determinant
is derived from this fact. Key words: high dimension continued fraction, relative

minimum, Klein polyhedron.


