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Ñâÿçü èíâàðèàíòîâ Áóõøòàáåðà è îáîáù�eííûõ

õðîìàòè÷åñêèõ ÷èñåë

Ïóñòü K � êîìáèíàòîðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ s(K) è
sR(K) � êîìïëåêñíîå è âåùåñòâåííîå ÷èñëà Áóõøòàáåðà, ÿâëÿþùèåñÿ êîìáèíàòîðíû-
ìè èíâàðèàíòàìè êîìïëåêñà K. Ïðè èçó÷åíèè ýòèõ ÷èñåë âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîíÿòèå
õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè, êîòîðîå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àíàëîã ïðàâèëüíîé
ðàñêðàñêè â òåîðèè ãðàôîâ. Ýòà àíàëîãèÿ ïîçâîëÿåò äîêàçàòü îöåíêè, ñâÿçûâàþùèå
÷èñëà Áóõøòàáåðà ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì. Ïîêàçàíî, ÷òî âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñ-
íîå ÷èñëà Áóõøòàáåðà ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè èíâàðèàíòàìè íà êëàññå ñèìïëèöèàëü-
íûõ êîìïëåêñîâ. Òàêæå ïðèâåäåí ïðèìåð ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ K è L òàêèõ,
÷òî s(K ∗ L) ̸= s(K) + s(L). Ñõîäñòâî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà Áóõøòàáåðà è õðîìàòè-
÷åñêîãî ÷èñëà ïîçâîëèëî îïðåäåëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà. Ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ, ðàâíûå êîëè÷åñòâó âåùåñòâåííûõ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé è îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì êëàññè÷å-
ñêîãî õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ãðàôà.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòüè äîëîæåíû íà ñåêöèîííîì äîêëàäå Ìåæäóíàðîäíîé êîí-
ôåðåíöèè ¾Òîðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ è àâòîìîðôíûå ôóíêöèè¿ (5-10 ñåíòÿáðÿ 2011 ã., ã.
Õàáàðîâñê, Ðîññèÿ).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, èíâàðèàíò Áóõøòàáåðà, õàðàêòåðèñòè-

÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ëèíåéíî-íåçàâèñèìàÿ ðàñêðàñêà, õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî, õðîìàòè÷å-

ñêèé ìíîãî÷ëåí, áèíàðíûé ìàòðîèä.

1. Ââåäåíèå

Ðàññìîòðèì òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ñ çàäàííûì íà íåì äåéñòâèåì òîðà Tm (èëè
ãðóïïû Zm

p , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî). Äîïóñòèì, ÷òî äåéñòâèå òîðà íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.
Òîãäà âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêèå ïîäãðóïïû G ⊂ Tm òîðà (èëè �äèñêðåòíîãî òîðà� Zm

p ) äåé-
ñòâóþò íà ïðîñòðàíñòâå X ñâîáîäíî. Âåëè÷èíîé, èçìåðÿþùåé ñòåïåíü îòêëîíåíèÿ äåéñòâèÿ
îò ñâîáîäíîãî, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò Áóõøòàáåðà. Èíâàðèàíòîì Áóõøòàáåðà ïðîñòðàíñòâà X
ñ äåéñòâèåì êîìïàêòíîãî èëè äèñêðåòíîãî òîðà íàçîâåì ìàêñèìàëüíûé ðàíã ïîäãðóïï òîðà
Tm (èëè ãðóïïû Zm

p ), ñâîáîäíî äåéñòâóþùèõ íà ïðîñòðàíñòâå X.
Òîðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ïðåäîñòàâëÿåò øèðîêèé êëàññ ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ ñ íåñâîáîä-

íûì äåéñòâèåì òîðà. ÏóñòüK � êîìáèíàòîðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íàm âåðøèíàõ.
Ñ êîìïëåêñîì K àññîöèèðîâàíû äâà ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëåííûå â ðàáîòå [4] è âïîñëåä-
ñòâèè èçó÷àâøèåñÿ â ðàáîòàõ [2], [3]: ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñ ZK è âåùåñòâåííûé ìîìåíò-
óãîë êîìïëåêñ RZK (ñì. îïðåäåëåíèå 2.5 ). Íà ïðîñòðàíñòâå ZK îïðåäåëåíî åñòåñòâåííîå
äåéñòâèå òîðà Tm, à íà ïðîñòðàíñòâå RZK äåéñòâóåò âåùåñòâåííûé àíàëîã òîðà � ãðóïïà
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ãîðû, 1. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: ayzenberga@gmail.com

113



Zm
2 . Îáà ýòèõ äåéñòâèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûìè, òàê ÷òî îïðåäåëåíû èíâàðèàíòû Áóõøòà-

áåðà ïðîñòðàíñòâ ZK è RZK . Ýòè èíâàðèàíòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê õàðàêòåðèñòèêè
èñõîäíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K.

Â.Ì.Áóõøòàáåð â 2002 ãîäó ñôîðìóëèðîâàë îáùóþ çàäà÷ó:
Ïðîáëåìà.

1) Èçó÷èòü ñâîéñòâà èíâàðèàíòîâ Áóõøòàáåðà íà êàòåãîðèè ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ

è âåùåñòâåííûõ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîâ.

2) Íàéòè êîìáèíàòîðíîå îïèñàíèå ýòèõ èíâàðèàíòîâ â ñëó÷àå ìîìåíò-óãîë êîìïëåê-

ñîâ è îïèñàòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ýòè èíâàðèàíòû ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü.

Â ýòîé ðàáîòå ìû èññëåäóåì èñêëþ÷èòåëüíî èíâàðèàíòû Áóõøòàáåðà ìîìåíò-óãîë êîì-
ïëåêñîâ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. ×èñëîì
Áóõøòàáåðà (êîìïëåêñíûì) s(K) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàíã òîðè÷åñêèõ ïîäãðóïï òî-
ðà Tm, äåéñòâóþùèõ ñâîáîäíî íà ïðîñòðàíñòâå ZK . Âåùåñòâåííûì ÷èñëîì Áóõøòàáåðà
sR(K) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûé ðàíã ïîäãðóïï ãðóïïû Zm

2 , äåéñòâóþùèõ ñâîáîäíî íà RZK .
Âåùåñòâåííîå ÷èñëî Áóõøòàáåðà â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ïîñ÷èòàòü ïðîùå, ïîñêîëü-
êó ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäãðóïï ãðóïïû Zm

2 , òàê ÷òî çàäà÷à, ïî êðàéíåé ìåðå,
äîïóñêàåò ïîëíûé ïåðåáîð.

Ñóùåñòâóåò ÿâíàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó ÷èñëàìè Áóõøòàáåðà è õðîìàòè÷åñêèìè èíâàðè-
àíòàìè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Ïóñòü l � íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. l-ðàñêðàñêîé
êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå c : V (K) → [l] èç ìíîæåñòâà âåðøèí êîìïëåêñà K
â ìíîæåñòâî êðàñîê. l-ðàñêðàñêà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè äëÿ êàæäûõ äâóõ ðàçëè÷-
íûõ âåðøèí i1, i2 ∈ V (K) òàêèõ, ÷òî {i1, i2} ∈ K, âûïîëíåíî c(i1) ̸= c(i2). Õðîìàòè÷åñêèì
÷èñëîì γ(K) ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå òàêîå ÷èñëî l, äëÿ
êîòîðîãî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà ïðàâèëüíàÿ l-ðàñêðàñêà êîìïëåêñà K.

Â ðàáîòå [9] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî m − γ(K) 6 s(K) 6 m − n, ãäå m � ÷èñëî âåðøèí
êîìïëåêñà K, à n = dimK + 1. Àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî è äëÿ âåùåñòâåííîãî
÷èñëà m − γ(K) 6 sR(K) 6 m − n. Êîìáèíèðóÿ ýòîò ôàêò ñ íåðàâåíñòâîì s(K) 6 sR(K),
îòìå÷åííûì â [7], ïîëó÷àåì

m− γ(K) 6 s(K) 6 sR(K) 6 m− n. (1.1)

Äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ K, îòëè÷íûõ îò ñèìïëåêñà, âûïîëíåíà áîëåå ñèëüíàÿ
îöåíêà [6]:

m− γ(K) + 1 6 s(K). (1.2)

Â ýòîé ðàáîòå ìû îöåíèì ÷èñëî Áóõøòàáåðà ñâåðõó, èñïîëüçóÿ õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî:

sR(K) 6 m− ⌈log2(γ(K) + 1)⌉. (1.3)

Êðîìå òîãî, äëÿ îäíîìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ (ïðîñòûõ ãðàôîâ) Γ âåðíû
ðàâåíñòâà:

s(Γ) = sR(Γ) = m− ⌈log2(γ(Γ) + 1)⌉. (1.4)

Ïðè èññëåäîâàíèè ÷èñëà Áóõøòàáåðà âîçíèê âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî âåùåñòâåííîå è êîì-
ïëåêñíîå ÷èñëà Áóõøòàáåðà âñåãäà ðàâíû. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïðèìåðîâ ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòî òàê. Â ñëó÷àå, êîãäà K � äâóìåðíàÿ ñôåðà, îáà ÷èñëà ðàâíû
m− 3, ÷òî ñëåäóåò èç îöåíîê (1.1), (1.2) è òåîðåìû î ÷åòûðåõ êðàñêàõ. Â áîëåå îáùåé ñèòó-
àöèè, åñëè s(K) = m − n, òî ñîãëàñíî (1.1) s(K) = sR(K). Ñëó÷àé s(K) = m − n ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå âàæíûì äëÿ òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè. Íàïðèìåð, ðàâåíñòâî s(K) = m − n âûïîë-
íåíî, åñëè K = ∂P ∗, ãäå P � ìíîãîãðàííèê Äåëüçàíòà, à ∂P ∗ � ãðàíèöà äâîéñòâåííîãî ê
íåìó ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà.
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Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî s(K) = sR(K), åñëèm−n 6 3, ãäåm � êîëè÷åñòâî âåðøèí êîìïëåê-
ñàK, à n = dimK+1. Ýòîò ôàêò äîêàçàí â [6] äëÿ ãðàíèö ñèìïëèöèàëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ,
íî äîêàçàòåëüñòâî ïðèìåíèìî è â îáùåì ñëó÷àå.

Â §3 ìû ïîêàæåì, ÷òî s(K) = sR(K) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ äâóìåðíûõ è îäíîìåðíûõ ñèì-
ïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ. Òåì íå ìåíåå, êàê ïîêàçàíî â §4, ñóùåñòâóåò òðåõìåðíûé ñèì-
ïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ U íà 15 âåðøèíàõ, äëÿ êîòîðîãî s(U) ̸= sR(U). Â êà÷åñòâå òàêîãî
êîìïëåêñà ìû èñïîëüçóåì âåùåñòâåííûé óíèâåðñàëüíûé êîìïëåêñ ðàçìåðíîñòè 3, îïðåäå-
ëåííûé â ðàáîòå [4]. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà s(U) < sR(U) ïðîâåäåíî îò÷àñòè ìàøèí-
íûì ïåðåáîðîì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñðåäû GAP [8], [15]. Äîêàçàòåëüñòâî, íå èñïîëüçóþùåå
äëèòåëüíûé ïåðåáîð è ðàçáîð áîëüøîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ ñëó÷àåâ, àâòîðó íå èçâåñòíî.

Ïîñòðîåííûé êîìïëåêñ U îáëàäàåò íåêîòîðûìè õîðîøèìè ñâîéñòâàìè. Îí ÿâëÿåòñÿ êîì-
ïëåêñîì Êîýíà-Ìàêîëåÿ, êàê ïîêàçàëè Äýâèñ è ßíóøêèåâè÷ â ðàáîòå [4], èñïîëüçóÿ ðåçóëü-
òàò ðàáîòû [10] è òåîðåìó Ðàéñíåðà [13]. Íî ýòîò ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íå ÿâëÿåòñÿ
íè ñèìïëèöèàëüíîé ñôåðîé, íè îñòîâîì ñèìïëåêñà. Òàê ÷òî âîïðîñ, ñîâïàäàþò ëè âåùå-
ñòâåííîå è êîìïëåêñíîå ÷èñëà Áóõøòàáåðà íà êëàññå ñèìïëèöèàëüíûõ ñôåð, ëèáî îñòîâîâ
ñèìïëåêñîâ, ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â §5 èññëåäóþòñÿ àääèòèâíûå ñâîéñòâà ÷èñëà Áóõøòàáåðà. Áîëåå êîíêðåòíî, èññëåäóåò-
ñÿ âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî äëÿ äâóõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ K è N âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
s(K∗N) = s(K)+s(N)? Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåíî íà øèðîêîì êëàññå ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-
ïëåêñîâ, íî â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ. Ïðèâåäåíû äâà îäíîìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñà Γ1 è Γ2 òàêèõ, ÷òî s(Γ1 ∗ Γ2) ̸= s(Γ1) + s(Γ2) è sR(Γ1 ∗ Γ2) ̸= sR(Γ1) + sR(Γ2).

Ïðè ðàáîòå ñ ÷èñëàìè Áóõøòàáåðà îêàçàëîñü óäîáíî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè (îïðåäåëåíèå 2.12 ). Ýòè îòîáðàæåíèÿ
ìîæíî ñ÷èòàòü ñâîåãî ðîäà ðàñêðàñêàìè âåðøèí êîìïëåêñà K âåêòîðàìè èç ðåøåòêè Zl

èëè êîíå÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Zl
2. Â ñëó÷àå l = dimK + 1 õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïîíÿòèåì, âîñõîäÿùèì ê ðàáîòå Äýâèñà è ßíóøêèåâè÷à
[4]. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè âïîñëåäñòâèè òðàêòîâàëèñü êàê ðàñêðàñêè â ðàáîòå [12],
ãäå îíè áûëè íàçâàíû ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè ðàñêðàñêàìè.

Ìîæíî îïðåäåëèòü ÷èñëî r(K) (ñîîòâåòñòâåííî rR(K)) êàê íàèìåíüøåå öåëîå l, äëÿ
êîòîðîãî ñóùåñòâóåò ëèíåéíî íåçàâèñèìàÿ ðàñêðàñêà âåðøèí êîìïëåêñà K âåêòîðàìè èç
ðåøåòêè Zl (ñîîòâåòñòâåííî Zl

2). Â òàêîì ñëó÷àå s(K) = m − r(K) è sR(K) = m − rR(K).
Òàêîå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò óâèäåòü ÿâíóþ àíàëîãèþ ÷èñåë Áóõøòàáåðà è õðîìàòè÷åñêèõ
èíâàðèàíòîâ.

Â §6 ýòà àíàëîãèÿ â âåùåñòâåííîì ñëó÷àå ðàñøèðåíà äî ïîíÿòèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà. Â òåîðèè ãðàôîâ ñóùåñòâóåò ñðåäñòâî äëÿ ðàáîòû ñ õðîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì
� õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Ýòîò ìíîãî÷ëåí áûë ââåäåí Áèðêãîôîì [1] â 1912 ãîäó â ïî-
ïûòêå äîêàçàòü ãèïîòåçó ÷åòûðåõ êðàñîê. Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà Γ îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü nΓ,k � êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ãðàôà Γ íå áîëåå,
÷åì â k öâåòîâ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí χΓ(t) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî
χΓ(k) = nΓ,k ïðè âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ k. Ýòîò ìíîãî÷ëåí íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàôà. Çíàÿ ìíîãî÷ëåí χΓ(k), ìîæíî îïðåäåëèòü õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî
γ(Γ) èç âûðàæåíèÿ γ(Γ) = min{k ∈ N | χΓ(k) ̸= 0}. Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîçâîëÿåò
ïðèìåíèòü àïïàðàò àíàëèçà ê ðåøåíèþ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ.

Â §6 ìû ïðèìåíÿåì àíàëîãè÷íóþ èäåþ ê èññëåäîâàíèþ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðàñêðàñîê
ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî êîìïëåêñà K è ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëü-
íîãî ÷èñëà l îáîçíà÷èì ÷åðåç ñK,l êîëè÷åñòâî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé èçK â Zl

2. Òîãäà
(òåîðåìà 6.6) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìíîãî÷ëåí PK(t) òàêîé, ÷òî ñK,l = PK(2l) ïðè âñåõ
l ∈ Z>. Ýòîò ìíîãî÷ëåí îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì õðîìàòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ãðàôîâ, áîëåå òîãî, â ñëó÷àå, êîãäà K � îäíîìåðåí, èìååòñÿ î÷åíü ïðîñòàÿ
ôîðìóëà, ñâÿçûâàþùàÿ ýòîò íîâûé ìíîãî÷ëåí ñ õðîìàòè÷åñêèì: PK(t) = χK(t− 1).
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Ìíîãî÷ëåí PK(t) ñòðîèòñÿ êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí áèíàðíîãî ìàòðîèäàM(K),
àññîöèèðîâàííîãî ñ ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì K. Äåòàëè êîíñòðóêöèè ìàòðîèäà M(K)
è îáùèå ñâåäåíèÿ î ìàòðîèäàõ ïðèâåäåíû â §6. Áîëåå ïîäðîáíîå èçëîæåíèå òåîðèè ìàòðî-
èäîâ ìîæíî íàéòè â [1], [16], [14],[5].

Àâòîð áëàãîäàðåí ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ Âèêòîðó Ìàòâååâè÷ó Áóõøòàáåðó çà
ïîñòàíîâêó çàäà÷ è ñòèìóëèðóþùèå îáñóæäåíèÿ, à òàêæå Íèêîëàþ Åðîõîâöó çà âíèìàíèå
ê ýòîé ðàáîòå è âûñêàçàííûå èì çàìå÷àíèÿ ïî îäíîé èç ðàííèõ âåðñèé òåêñòà.

2. Îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü V � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, à K � ñèñòåìà åãî êîíå÷íûõ

ïîäìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî

1) Åñëè σ ∈ K è τ ⊂ σ ⊆ V , òî τ ∈ K.

2) Êàæäîå îäíîýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò ñèñòåìå K.

Ñèñòåìà K íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì íà ìíîæåñòâå âåðøèí V . Ýëå-
ìåíòû σ ∈ K íàçûâàþòñÿ ñèìïëåêñàìè. Ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà dimσ = |σ| − 1. Ðàçìåð-
íîñòü ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà dimK = maxσ∈K dimσ.

Áîëüøèíñòâî ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ èìååò êîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî âåðøèí. Îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåðøèíû çàíóìåðîâàíû, òî åñòü V = [m].

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ïóñòü K è N � ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû íà ìíîæåñòâàõ âåð-

øèí VK è VN ñîîòâåòñòâåííî. Ñèìïëèöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì f : K → N íàçûâàåòñÿ

òàêîå îòîáðàæåíèå f : VK → VN , ÷òî f(σ) ∈ N , åñëè σ ∈ K. Íåâûðîæäåííûì (ñèìïëèöè-

àëüíûì) îòîáðàæåíèåì íàçûâàåòñÿ òàêîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå f : K → N , ÷òî

|f(σ)| = |σ|, åñëè σ ∈ K.

Èíûìè ñëîâàìè, íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäèò ñèìïëåêñû â ñèìïëåêñû òîé
æå ðàçìåðíîñòè.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïóñòü K è N � ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû íà ìíîæåñòâàõ âåð-

øèí VK è VN ñîîòâåòñòâåííî. Äæîéíîì K ∗ N íàçûâàåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ

íà ìíîæåñòâå VK ⊔ VN , ñèìïëåêñû êîòîðîãî èìåþò âèä σ ⊔ τ , ãäå σ ∈ K, τ ∈ N .

Êàæäîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K è ïàðå òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ Y ⊆ X
ìîæíî ñîïîñòàâèòü íîâîå òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (X,Y )K . Â ëèòåðàòóðå ìîæíî âñòðå-
òèòü ðàçëè÷íûå íàçâàíèÿ ýòîãî ïðîñòðàíñòâà: K-ñòåïåíü, îáîáùåííûé ìîìåíò-óãîë êîì-
ïëåêñ, ïîëèýäðàëüíàÿ ñòåïåíü.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ïóñòü (X,Y ) � òîïîëîãè÷åñêàÿ ïàðà, Y ⊆ X, à K � ñèìïëèöèàëü-

íûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m]. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî

(X,Y )σ = Z1 × Z2 × . . . × Zm ⊆ Xm, ãäå Zi = X, åñëè i ∈ σ, è Zi = Y , åñëè i /∈ σ. Òîãäà
ïîëèýäðàëüíîé ñòåïåíüþ ïàðû (X,Y ) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî

(X,Y )K =
∪
σ∈K

(X,Y )σ.

×àñòíûìè, íî î÷åíü âàæíûìè äëÿ òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè ïðèìåðàìè ïîëèýäðàëüíûõ
ñòåïåíåé ÿâëÿþòñÿ ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñû.

Îïðåäåëåíèå 2.5. Ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîì ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K íàçûâà-

åòñÿ ïðîñòðàíñòâî ZK = (D2, S1)K . Âåùåñòâåííûì ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñîì ñèìïëèöè-

àëüíîãî êîìïëåêñà K íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî RZK = (D1, S0)K = (I, ∂I)K .
Ïðèìåð 2.6. Ïóñòü ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K = ∂∆2 � ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà.

Òîãäà ZK = (D2, S1)∂∆2 = D2×D2×S1∪D2×S1×D2∪S1×D2×D2 = ∂(D2×D2×D2) ∼= S5.
Àíàëîãè÷íî, RZK = (D1, S0)∂∆2 = ∂(D1 ×D1 ×D1) ∼= S2.
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Íà òîïîëîãè÷åñêîé ïàðå (D2, S1) åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëåíî äåéñòâèå îêðóæíî-
ñòè. Òàêæå îïðåäåëåíî ïîêîîðäèíàòíîå äåéñòâèå òîðà Tm íà ïîëèäèñêå (D2)m. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ZK = (D2, S1)K ⊆ (D2)m èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî ïîêî-
îðäèíàòíîãî äåéñòâèÿ. Òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåíî äåéñòâèå ω òîðà Tm íà ïðîñòðàíñòâå ZK .
Äåéñòâèå ω èìååò íåòðèâèàëüíûå ñòàáèëèçàòîðû.

Ïðèìåð 2.7. Ïóñòü êàê è ðàíåå K = ∂∆2. Ïîñêîëüêó ïàðà òî÷åê {1, 2} ÿâëÿåòñÿ ñèì-
ïëåêñîì êîìïëåêñà K, òî òî÷êà (0, 0, 1) ∈ D2×D2×S1 ëåæèò â ïðîñòðàíñòâå ZK . Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ñòàáèëèçàòîðîì ýòîé òî÷êè îòíîñèòåëüíî ïîêîîðäèíàòíîãî äåéñòâèÿ òîðà T 3 ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäãðóïïà T 1 × T 1 × {1} ⊂ T 1 × T 1 × T 1 = T 3.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèå ãðóïïû Zm
2 íà âåùåñòâåííîì ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñå.

Ãðóïïà Zm
2 äåéñòâóåò ïîêîîðäèíàòíûìè èíâîëþöèÿìè íà êóáå (D1)m, ïðè ýòîì ïîäìíîæå-

ñòâî RZK ⊆ (D1)m èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ýòîãî äåéñòâèÿ. Çíà÷èò, îïðåäåëåíî äåéñòâèå
ωR ãðóïïû Zm

2 íà ïðîñòðàíñòâå RZK . Ýòî äåéñòâèå òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì.
Îïðåäåëåíèå 2.8. Ïóñòü s(K) � ìàêñèìàëüíûé ðàíã ïîäãðóïï òîðà Tm, äåéñòâóþ-

ùèõ ñâîáîäíî íà ïðîñòðàíñòâå ZK , à sR(K) � ìàêñèìàëüíûé ðàíã ïîäãðóïï ãðóïïû Zm
2 ,

äåéñòâóþùèõ ñâîáîäíî íà ïðîñòðàíñòâå RZK . ×èñëà s(K) è sR(K) íàçûâàþòñÿ êîìïëåêñ-

íûì è âåùåñòâåííûì ÷èñëàìè Áóõøòàáåðà.

Çàìå÷àíèå 2.9. ×àñòî ìû áóäåì íàçûâàòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî Áóõøòàáåðà ïðîñòî ÷èñ-
ëîì Áóõøòàáåðà.

Âàæíîñòü ÷èñëà Áóõøòàáåðà äëÿ òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè âûðàæåíà â ñëåäóþùåì óòâåð-
æäåíèè.

Ïðåäëîæåíèå 2.10. Ïóñòü P � n-ìåðíûé ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê c m ãèïåðãðàíÿìè,

à KP = ∂P ∗ � ãðàíèöà äâîéñòâåííîãî ê íåìó ñèìïëèöèàëüíîãî ìíîãîãðàííèêà. Òàêèì

îáðàçîì, KP ÿâëÿåòñÿ ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì ðàçìåðíîñòè n − 1 ñ m âåðøèíàìè.

Íàä ìíîãîãðàííèêîì P ñóùåñòâóåò êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, êîãäà s(KP ) = m − n. Åñëè êâàçèòîðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ñóùåñòâóþò, òî îíè

ÿâëÿþòñÿ ôàêòîðàìè ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà ZKP
ïî ñâîáîäíîìó äåéñòâèþ òîðè÷åñêèõ

ïîäãðóïï ðàíãà m− n òîðà Tm.

Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå äàííîé òåìû ñîäåðæèòñÿ â ìîíîãðàôèè [3].
Åñëè çàäàíî äåéñòâèå òîðà Tm íà ïðîñòðàíñòâå ZK , òî èíäóöèðîâàííîå äåéñòâèå ïîä-

ãðóïïû K ⊆ Tm ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K òðèâèàëüíî ïåðåñåêà-
åòñÿ ñî âñåìè ñòàáèëèçàòîðàìè äåéñòâèÿ. Ñòàáèëèçàòîðû ñòàíäàðòíîãî äåéñòâèÿ òîðà íà
ïðîñòðàíñòâå ZK îïèñûâàþòñÿ ïðîñòûì óòâåðæäåíèåì.

Óòâåðæäåíèå 2.11. Ñòàáèëèçàòîðàìè äåéñòâèÿ ω ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå ïîäãðóï-

ïû T σ òîðà Tm, ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëåêñàì σ êîìïëåêñà K. Ïî îïðåäåëåíèþ T σ =
{(t1, . . . , tm) ∈ Tm | ti = 1, åñëè i /∈ σ}. Àíàëîãè÷íî ñòàöèîíàðíûìè ïîäãðóïïàìè äåéñòâèÿ

ωR ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòíûå ïîäãðóïïû Zσ
2 ⊆ Zm

2 .

Ýòîò ôàêò äîêàçûâàåòñÿ ÿâíûì ïðåäúÿâëåíèåì òî÷åê ìîìåíò-óãîë êîìïëåêñà, ñòàöèî-
íàðíûõ îòíîñèòåëüíî óêàçàííûõ ïîäãðóïï (ñì. òàêæå ïðèìåð 2.7).

Êëþ÷åâîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÷èñëà Áóõøòàáåðà è ñâîáîäíî äåéñòâóþùèõ íà ìîìåíò-óãîë
êîìïëåêñàõ ïîäãðóïï òîðà ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Ïóñòü S ⊂ Tm � íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà ðàíãà s, äåéñòâóþùàÿ ñâîáîäíî íà ZK . Îïðå-
äåëåíà ïðîåêöèÿ íà ôàêòîðãðóïïó q : Tm → Tm/S. Ãðóïïà Tm/S ÿâëÿåòñÿ òîðîì ðàí-
ãà r = m − s. Çàôèêñèðóåì åãî ïðîèçâîëüíîå êîîðäèíàòíîå ïðåäñòàâëåíèå Tm/S ∼= T r.
Çíà÷èò, îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè q : Tm → T r çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: q : (t1, . . . , tm) 7→
(t

λ1
1

1 . . . t
λm
1

m , . . . , t
λ1
r

1 . . . t
λm
r ,

m ), ãäå λj
i ∈ Z. Ìàòðèöà
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Q =

λ1
1 . . . λm

1
...

...
λ1
r . . . λm

r


íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöåé ïîäãðóïïû S. Ïîäãðóïïà S ïî óñëîâèþ äåéñòâóåò
ñâîáîäíî íà ZK , çíà÷èò åå ïåðåñå÷åíèå ñî ñòàáèëèçàòîðàìè äåéñòâèÿ òðèâèàëüíî. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðîåêöèÿ q îòîáðàæàåò êàæäóþ ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó T σ èçîìîðôíî íà åå
îáðàç. Â òåðìèíàõ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå (∗):

Åñëè σ = {i1, . . . , ik} ∈ K, òî ñòîëáöû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû A ñ íîìåðàìè
i1, . . . , ik îáðàçóþò ÷àñòü áàçèñà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Zs (ìû áóäåì òàêèå íàáîðû öå-
ëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ íàçûâàòü óíèìîäóëÿðíûìè).

È íàîáîðîò, åñëè çàäàíà õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà Q : Zm → Zr, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèþ (∗), òî ìîæíî îïðåäåëèòü ãîìîìîðôèçì òîðîâ Q ⊗Z T 1 : Tm → T r. Åãî ÿäðî
Ker(Q ⊗Z T 1) ÿâëÿåòñÿ òîðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé ðàíãà s > m − r, äåéñòâóþùåé ñâîáîäíî
íà ïðîñòðàíñòâå ZK .

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ñîîòâåòñòâèå ñâîáîäíî äåéñòâóþùèõ íà ïðîñòðàíñòâå ZK òîðè-
÷åñêèõ ïîäãðóïï è õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìàòðèö. Ýòî ñîîòâåòñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íûì,
ïîñêîëüêó îäíó ïîäãðóïïó ìîãóò çàäàâàòü ðàçíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìàòðèöû (íåîäíî-
çíà÷íîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå êîîðäèíàòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ òîðà Tm/S).

Âñå èçëîæåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ âåðíû è â ñëó÷àå äåéñòâèÿ ãðóïïû Zm
2 íà ïðîñòðàí-

ñòâå RZK . Ñâîáîäíî äåéñòâóþùàÿ íà RZK ïîäãðóïïà S ⊆ Zm
2 ðàíãà s çàäàåò õàðàêòåðèñòè-

÷åñêóþ ìàòðèöó

QR =

λ1
1 . . . λm

1
...

...
λ1
r . . . λm

r

 ,

ãäå λj
i ∈ Z2, r = m− s. Óñëîâèå ñâîáîäíîñòè äåéñòâèÿ ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ (∗)R:

Åñëè σ = {i1, . . . , ik} ∈ K, òî ñòîëáöû õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ìàòðèöû Λ ñ íîìåðàìè
i1, . . . , ik ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Z2. Ýòè ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùåìó
îïðåäåëåíèþ, óäîáíîìó äëÿ ïîñëåäóþùåãî èçëîæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2.12. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èç ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K
â ðåøåòêó Zl (ñîîòâåòñòâåííî Zl

2) íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå Λ : V (K) → Zl (ñîîòâåò-

ñòâåííî Λ : V (K) → Zl
2) òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

{Λ(i), i ∈ σ} óíèìîäóëÿðíî (ñîîòâåòñòâåííî ëèíåéíî íåçàâèñèìî).

Èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé íåìåäëåííî ñëåäóåò
Ïðåäëîæåíèå 2.13. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà m âåðøèíàõ. Îïðåäå-

ëèì r(K) êàê íàèìåíüøåå ÷èñëî l, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

èç K â Zl, à rR(K) � íàèìåíüøåå ÷èñëî l, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ èç K â Zl
2. Òîãäà s(K) = m− r(K) è sR(K) = m− rR(K).

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èçó÷àòü ñâîéñòâà èíâàðèàíòîâ r(K) è rR(K), èìåÿ â âèäó ïðî-
ñòóþ ñâÿçü ýòèõ ÷èñåë ñ ÷èñëàìè Áóõøòàáåðà.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ìîæíî òðàêòîâàòü ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Äëÿ
ýòîãî èäåàëüíî ïîäõîäèò ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíûõ êîìïëåêñîâ, ââåäåííîå Äýâèñîì è ßíóø-
êèåâè÷åì â ðàáîòå [4].

Ïóñòü l ∈ N. Ïîñòðîèì óíèâåðñàëüíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ Ul, âåðøèíàìè êîòî-
ðîãî áóäóò âñå ïðèìèòèâíûå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû ðàçìåðíîñòè l. Ïðèìèòèâíîñòü âåêòî-
ðà îçíà÷àåò, ÷òî åãî êîîðäèíàòû âçàèìíî ïðîñòû â ñîâîêóïíîñòè. Îáúÿâèì íàáîð âåðøèí
{v1, . . . , vk} ñèìïëåêñîì êîìïëåêñà Ul, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû {v1, . . . , vk} îáðàçóþò
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óíèìîäóëÿðíûé íàáîð (÷àñòü áàçèñà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè). Òîãäà ìàêñèìàëüíûå ñèì-
ïëåêñû êîìïëåêñà Ul ñîîòâåòñòâóþò áàçèñàì ðåøåòêè Zl, ñëåäîâàòåëüíî, dimUl = l − 1.
Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè, õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èç êîìïëåêñà K â Zl ìîæíî òðàê-
òîâàòü êàê íåâûðîæäåííîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå èç êîìïëåêñà K â óíèâåðñàëüíûé
êîìïëåêñ Ul.

Îïðåäåëèì òàêæå âåùåñòâåííûé óíèâåðñàëüíûé êîìïëåêñ RU l. Åãî âåðøèíàìè îáúÿâèì
íåíóëåâûå âåêòîðû êîíå÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Zl

2, à ñèìïëåêñàìè � ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûå íàáîðû âåêòîðîâ. Ìàêñèìàëüíûìè ñèìïëåêñàìè ÿâëÿþòñÿ áàçèñû ïðîñòðàíñòâà
Zl
2, ñëåäîâàòåëüíî, dim RU l = l − 1. Òîãäà âåùåñòâåííóþ õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èç

êîìïëåêñà K â Zl
2 ìîæíî ïîíèìàòü êàê íåâûðîæäåííîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå èç K

â RU l.
Çàìåòèì, ÷òî â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå îïðåäåëåíî àíòèïîäàëüíîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñà

Ul, ïåðåâîäÿùåå âåêòîð v ∈ Zl â âåêòîð −v ∈ Zl. Â ðàáîòå [4] õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî ìîäóëþ ýòîé èíâîëþöèè è îïðåäåëåíèå óíèâåðñàëüíûõ êîìïëåêñîâ
íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò äàííîãî âûøå (íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ñêëåèòü àíòèïîäàëüíûå
òî÷êè). Íî â ïîñëåäóþùåì òåêñòå ýòî ðàñõîæäåíèå íå áóäåò èìåòü çíà÷åíèÿ.

3. Âîçðàñòàþùèå ñåðèè

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì îáùóþ òåõíèêó âîçðàñòàþùèõ ñåðèé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
íåêîòîðûõ îöåíîê ÷èñëà Áóõøòàáåðà. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ èçâåñòíû (ñì. ðàáîòû
[6], [9]).

Ïóñòü {Li}, i = 1, 2, . . . � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ òàêàÿ, ÷òî
ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç Li â Lj , åñëè i < j. Òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ìû áóäåì íàçûâàòü âîçðàñòàþùåé ñåðèåé. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ K. Êàæäàÿ âîçðàñòàþùàÿ ñåðèÿ {Li}, i = 1, 2, . . . îïðåäåëÿåò èíâàðèàíò L(K) êîì-
ïëåêñà K ñëåäóþùèì îáðàçîì: L(K) åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî l, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò
íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç êîìïëåêñà K â êîìïëåêñ Ll. Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùå-
ñòâóåò, ïîëîæèì L(K) = ∞.

Ïðèìåð 3.1. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû âèäåëè, ÷òî ñåðèè óíèâåðñàëüíûõ êîìïëåê-
ñîâ {Ui}, i = 1, 2, . . . è {RU i}, i = 1, 2, . . . îïðåäåëÿþò èíâàðèàíòû r(K) è rR(K) ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïðèìåð 3.2. Ðàññìîòðèì ñåðèþ ñèìïëåêñîâ {Li = ∆i−1}, i = 1, 2, . . .. Ýòà ñåðèÿ îïðåäå-
ëÿåò èíâàðèàíò γ(K) � õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî êîìïëåêñà K. Äåéñòâèòåëüíî, íåâûðîæäåííîå
îòîáðàæåíèå èç êîìïëåêñà K â êîìïëåêñ ∆i−1 çàäàåò ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó âåðøèí êîì-
ïëåêñà K â i öâåòîâ òàêóþ, ÷òî âåðøèíû îäíîãî ñèìïëåêñà ïîêðàøåíû â ðàçëè÷íûå öâåòà.

Ïðèìåð 3.3. Ðàññìîòðèì ñåðèþ {Li = ∆
(i−1)
∞ }, i = 1, 2, . . .. Êîìïëåêñ ∆

(i−1)
∞ èìååò áåñ-

êîíå÷íî ìíîãî âåðøèí, è êàæäîå ìíîæåñòâî âåðøèí ìîùíîñòè íå áîëüøå i îïðåäåëÿåò
ñèìïëåêñ. Òàêàÿ âîçðàñòàþùàÿ ñåðèÿ çàäàåò èíâàðèàíò, ðàâíûé dimK + 1.

Ïðåäëîæåíèå 3.4. Ïóñòü {L1
i } è {L2

i } � âîçðàñòàþùèå ñåðèè êîìïëåêñîâ, à L1(K)
è L2(K) � îïðåäåëÿåìûå èìè èíâàðèàíòû êîìïëåêñà K. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò

íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå gi : L
1
i → L2

i ïðè âñåõ i > 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî ñèìïëèöè-

àëüíîãî êîìïëåêñà K âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî L1(K) > L2(K).
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü f � íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç K â L1

i . Òîãäà gi ◦f
� íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç K â L2

i . Ïîäñòàâëÿÿ i = L1(K), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
îöåíêó. �

Èç ïðåäëîæåíèÿ 3.4 ñëåäóþò èçâåñòíûå îöåíêè, îïèñûâàþùèå ñâÿçü ÷èñëà Áóõøòàáåðà
è õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà [9] è ñâÿçü âåùåñòâåííîãî è êîìïëåêñíîãî ÷èñåë Áóõøòàáåðà [7].
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Ñëåäñòâèå 3.5. Äëÿ êàæäîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

dimK + 1 6 rR(K) 6 r(K) 6 γ(K).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i ñóùåñòâóþò íåâûðîæäåí-
íûå îòîáðàæåíèÿ

∆i−1 → Ui → RU i → ∆(i−1)
∞ .

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî îòîáðàæåíèÿ äîñòàòî÷íî âçÿòü âêëþ÷åíèå ïðîèçâîëüíîãî ìàêñèìàëüíî-
ãî ñèìïëåêñà. Ñóùåñòâîâàíèå ïîñëåäíåãî îòîáðàæåíèÿ òàêæå î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó ðàçìåð-
íîñòü RU i ðàâíà i− 1. Îñòàëîñü ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå ïîñåðåäèíå. Íàïîìíèì, ÷òî âåðøè-
íàìè êîìïëåêñà Ui ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå ïðèìèòèâíûå âåêòîðû ðåøåòêè Zi, à âåðøèíàìè

RU i ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå âåêòîðû Zi
2. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå pmod : Ui → RU i íà âåðøè-

íàõ ïðè ïîìîùè ïðèâåäåíèÿ ïî ìîäóëþ 2. ßñíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ñèìïëåêñû êîìïëåêñà
Ui (áàçèñû öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè) ïåðåõîäÿò â ìàêñèìàëüíûå ñèìïëåêñû êîìïëåêñà RU i

(áàçèñû âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà íàä Z2). Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííîå îòîáðàæåíèå pmod

ñèìïëèöèàëüíî è íåâûðîæäåíî. Óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 3.4. �
Ñëåäóþùèé ôàêò, ïðèìåíèòåëüíî ê ÷èñëó Áóõøòàáåðà, áûë çàìå÷åí Í.Þ.Åðîõîâöîì â

ðàáîòå [6].
Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü L � èíâàðèàíò, îïðåäåëåííûé íåêîòîðîé âîçðàñòàþùåé

ñåðèåé {Li}. Ïóñòü K è N � òàêèå ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâû-

ðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç K â N . Òîãäà L(K) 6 L(N).
Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäëîæåíèþ 3.4 è ïîýòîìó íå ïðèâåäåíî.

Ïðèìåð 3.7. Äëÿ ëþáîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå
îòîáðàæåíèå èç K â ∆γ−1, ãäå γ = γ(K). Çàìåòèì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç K â ∆
(dimK)
γ−1 � îñòîâ ñèìïëåêñà ∆γ−1 ðàçìåðíîñòè

dimK. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà r(K) 6 r(∆
(dimK)
γ−1 ) è rR(K) 6 rR

(
∆

(dimK)
γ−1

)
ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.6. Â ýòèõ îöåíêàõ ôèãóðèðóåò ÷èñëî Áóõøòàáåðà îñòîâîâ ñèìïëåê-
ñîâ. Äàæå â ýòîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïîäñ÷åò ÷èñëà Áóõøòàáåðà ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé.
Âåùåñòâåííîå ÷èñëî Áóõøòàáåðà îñòîâîâ ñèìïëåêñîâ âû÷èñëåíî â [7].

Òåïåðü ïðèìåíèì ïðåäëîæåíèå 3.6 ê äðóãîé âîçðàñòàþùåé ñåðèè. Ïóñòü K � ïðîèçâîëü-
íûé (êîíå÷íûé) ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ. Ïî îïðåäåëåíèþ ñóùåñòâóþò íåâûðîæäåííîå
îòîáðàæåíèå èç K â Ur(K) è íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç K â RU rR(K). Òàêèì îáðàçîì,
èìåþòñÿ íåðàâåíñòâà íà õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà:

γ(K) 6 γ(Ur(K)), (3.1)

γ(K) 6 γ(RU rR(K)),

ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.6. ×òîáû ïîëó÷èòü áîëåå ïðîçðà÷íûå ôîðìóëû, ñëåäóåò ÿâíî âû-
÷èñëèòü õðîìàòè÷åñêèå ÷èñëà êîìïëåêñîâ Ul è RU l. Âíà÷àëå ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî ëåìì,
ïðåäñòàâëÿþùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Íàçîâåì ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû K è N ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè ñóùåñòâóþò íåâû-
ðîæäåííûå îòîáðàæåíèÿ èç K â N è èç N â K. Ïóñòü L(·) � èíâàðèàíò, îïðåäåëåííûé
âîçðàñòàþùåé ñåðèåé {Li}, è K ∼ N . Òîãäà L(K) = L(N), ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 3.6, òî
åñòü L(·) � èíâàðèàíò êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè.

Ëåììà 3.8. Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà l > 1 ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ U
(2)
l ýêâèâàëåíòåí

ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó RU
(2)
l .
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå pmod : Ul → RU l áûëî ïîñòðîåíî
â äîêàçàòåëüñòâå ñëåäñòâèÿ 3.5 (ïðèâåäåíèå mod 2). Äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòü ýòî îòîáðà-
æåíèå íà 2-îñòîâû ðàññìàòðèâàåìûõ êîìïëåêñîâ.

Òåïåðü ïîñòðîèì íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå flift : RU
(2)
l → U

(2)
l . Ïóñòü v ∈ Zl

2, v =
(δ1, . . . , δl), ãäå δi = 0 èëè 1 mod 2. Ïîëîæèì flift(v) = (δ1, . . . , δl) � òîò æå âåêòîð èç 0 è 1,
ðàññìàòðèâàåìûõ êàê öåëûå ÷èñëà. Òåïåðü íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äâóìåðíûé ñèìïëåêñ êîì-
ïëåêñà RU l ïåðåõîäèò â äâóìåðíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà Ul ïðè îòîáðàæåíèè flift. Âñÿêèé
äâóìåðíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà RU l çàäàåòñÿ òðåìÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè â Zl

2 âåêòîðàìè.
Çàïèøåì èõ êîîðäèíàòû â 3× l-ìàòðèöó:

A =

ε1,1 . . . ε1,i1 . . . ε1,i2 . . . ε1,i3 . . . ε1,l
ε2,1 . . . ε2,i1 . . . ε2,i2 . . . ε2,i3 . . . ε2,l
ε3,1 . . . ε3,i1 . . . ε3,i2 . . . ε3,i3 . . . ε3,l

 .

Ó ýòîé ìàòðèöû åñòü íåíóëåâîé íàä Z2 ìèíîð ïîðÿäêà 3. Ïóñòü M � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ýòîìó ìèíîðó ìàòðèöà. Çíà÷èò öåëî÷èñëåííàÿ 3×3-ìàòðèöà flift(M) èìååò íå÷åòíûé îïðå-
äåëèòåëü. Çàìåòèì ïðîñòîé ôàêò: êàæäàÿ öåëî÷èñëåííàÿ 3× 3-ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç 0
è 1, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ |detM | < 3. Ñëåäîâàòåëüíî, det flift(M) = ±1. Çíà÷èò ìàòðèöà
flift(A) èìååò ìèíîð ðàâíûé ±1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñòðîêè flift(A) îáðàçóþò ÷àñòü íåêîòî-
ðîãî áàçèñà ðåøåòêè Zl. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî, ÷òî flift(σ) ∈ Ul äëÿ êàæäîãî 2-ìåðíîãî
ñèìïëåêñà σ ∈ RU l. �

Ñëåäñòâèå 3.9. Êîìïëåêñû U
(1)
l , RU

(1)
l è ïîëíûé ãðàô K2l−1 íà 2l − 1 âåðøèíàõ ýêâè-

âàëåíòíû.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå 3.8 âûïîëíåíî U
(1)
l ∼ RU

(1)
l . Íî RU

(1)
l = K2l−1,

ïîñêîëüêó ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå Zl
2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû,

à çíà÷èò îáðàçóþò 1-ñèìïëåêñ êîìïëåêñà RU l. �
Òåïåðü ìîæíî áåç òðóäà íàéòè õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî óíèâåðñàëüíîãî êîìïëåêñà.
Ñëåäñòâèå 3.10. Äëÿ êàæäîãî ÷èñëà l > 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

γ(Ul) = γ(RU l) = 2l − 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî îïðåäåëÿåòñÿ 1-îñòîâîì ñèìïëèöèàëüíî-
ãî êîìïëåêñà. Áîëåå òîãî, îíî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì, ïîñòðîåííûì ïî âîçðàñòàþùåé ñåðèè,
çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè. Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ ïðåäûäó-

ùåå ñëåäñòâèå, íàõîäèì γ(Ul) = γ(RU l) = γ(U
(1)
l ) = γ(RU

(1)
l ) = γ(K2l−1) = 2l − 1. �

Ïåðåïèøåì îöåíêè (3.1) â âèäå

γ(K) 6 2r(K) − 1, (3.2)

γ(K) 6 2rR(K) − 1 (3.3)

è ïîëó÷èì îöåíêó äëÿ ÷èñåë r è rR

r(K) > ⌈log2(γ(K) + 1)⌉, (3.4)

rR(K) > ⌈log2(γ(K) + 1)⌉. (3.5)

Çäåñü ⌈x⌉ � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî íå ìåíüøåå x. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî ýòà îöåíêà òî÷íà
äëÿ ïðîñòûõ ãðàôîâ (îäíîìåðíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ).

Ïðåäëîæåíèå 3.11. Äëÿ âñÿêîãî ïðîñòîãî ãðàôà Γ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

rR(Γ) = r(Γ) = ⌈log2(γ(Γ) + 1)⌉, (3.6)
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âñÿêàÿ ïðàâèëüíàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà Γ â a öâåòîâ îïðåäåëÿåò
íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç Γ â ïîëíûé ãðàô Ka. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íåâûðîæ-
äåííîå îòîáðàæåíèå èç Γ â Kγ(Γ). Ïóñòü p = ⌈log2(γ(Γ)+1)⌉. Òîãäà 2p−1 > γ(Γ) è, ñëåäîâà-

òåëüíî, ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç ãðàôà Γ â K2p−1. Íî K2p−1 ∼ U
(1)
p

ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.9. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç Γ â Up ãäå
p = ⌈log2(γ(Γ) + 1)⌉. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî r(Γ) 6 ⌈log2(γ(Γ) + 1)⌉. Ýòî íåðàâåíñòâî âêóïå ñ
îöåíêîé r(Γ) > ⌈log2(γ(Γ)+1)⌉, ïîëó÷åííîé ðàíåå, çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ
â ñëó÷àå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà Áóõøòàáåðà ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íû. �

Èç ëåììû 3.8 ñëåäóåò, ÷òî âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå ÷èñëà Áóõøòàáåðà ñîâïàäàþò äëÿ
âñåõ 2-ìåðíûõ êîìïëåêñîâ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñóùåñòâîâàíèÿ íåâûðîæäåííîãî îòîáðàæåíèÿ

èç K â RU
(2)
l ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåâûðîæäåííîãî îòîáðàæåíèÿ èç K â U

(2)
l è íàîáîðîò.

Íî â ðàçìåðíîñòè 3 âåùåñòâåííîå è êîìïëåêñíîå ÷èñëà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ ìîãóò
íå ñîâïàäàòü. Äîêàçàòåëüñòâó ýòîãî ôàêòà ïîñâÿùåí ñëåäóþùèé ïàðàãðàô.

4. Ðàçëè÷èå êîìïëåêñíîãî è âåùåñòâåííîãî ÷èñåë Áóõøòàáåðà

Òåîðåìà 4.1. Íå ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîãî îòîáðàæåíèÿ èç ñèìïëèöèàëüíîãî êîì-

ïëåêñà RU4 â êîìïëåêñ U4.

Ñëåäñòâèå 4.2. Ñóùåñòâóåò 3-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ U , òàêîé ÷òî

s(U) ̸= sR(U).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ñ ë å ä ñ ò â è ÿ. Âîçüìåì â êà÷åñòâå U ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ RU4. Èìååì rR(U) = 4, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç U â RU4

(íàïðèìåð, òîæäåñòâåííîå). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè áû r(U) 6 4, òî ñóùåñòâîâàëî áû íåâû-
ðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç U â U4, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òåîðåìå 4.1. Çíà÷èò, r(U) > rR(U),
ñëåäîâàòåëüíî, s(U) < sR(U). �

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ò å î ð å ì û. Âåçäå â ýòîì ïàðàãðàôå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ:
U = RU4, à p = pmod : U4 → U îòîáðàæåíèå ïðèâåäåíèÿ mod 2, îïðåäåëåííîå â äîêàçàòåëü-
ñòâå ñëåäñòâèÿ 3.5. Êàê óæå áûëî óêàçàíî, p ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííûì ñèìïëèöèàëüíûì
îòîáðàæåíèåì.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü f : U → N � íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà f èíúåêòèâíî íà

ìíîæåñòâå âåðøèí.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 3.9, U (1) = K15 � ïîëíûé ãðàô íà 15 âåð-
øèíàõ. Ïóñòü v1 è v2 � ïðîèçâîëüíûå âåðøèíû êîìïëåêñà U . Òîãäà ìíîæåñòâî {f(v1), f(v2)}
ÿâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì ñèìïëåêñîì êîìïëåêñà N ïî îïðåäåëåíèþ íåâûðîæäåííîãî îòîáðà-
æåíèÿ. Çíà÷èò f(v1) ̸= f(v2). �

Çàìå÷àíèå 4.4. Â óñëîâèÿõ ëåììû 4.3 îòîáðàæåíèå f èíäóöèðóåò èíúåêòèâíîå îòîá-
ðàæåíèå ñèìïëåêñîâ.

Ëåììà 4.5. Åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå ν̃ : U → U4, òî

ñóùåñòâóåò òàêîå íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå ν : U → U4, ÷òî p ◦ ν = idU : U → U .
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f = p ◦ ν̃ : U → U . Îòîáðàæåíèå f

íåâûðîæäåíî, çíà÷èò ïî ëåììå 4.3 îíî èíúåêòèâíî íà âåðøèíàõ êîìïëåêñà U . Ñëåäîâà-
òåëüíî, îòîáðàæåíèå f îïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó ρ íà ìíîæåñòâå âåðøèí V (U). Ñóùåñòâóåò
òàêîå ÷èñëî n > 1, ÷òî ρn = id. Çíà÷èò fn = idU : U → U . Ïîëîæèì ν = ν̃ ◦ fn−1 : U → U4.
Èìååì f ◦ ν = fn = idU è ν íåâûðîæäåíî. �

Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîãî îòîáðàæåíèÿ ν : U → U4 òàêîãî,
÷òî p ◦ ν = idU , òî èç ýòîãî áóäåò ñëåäîâàòü òåîðåìà 4.1 ñîãëàñíî ëåììå 4.5.
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Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ èç U â Z4. Ìû ïåðå÷èñëèì âñå
âåðøèíû êîìïëåêñà U è íà÷íåì ñòàâèòü èì â ñîîòâåòñòâèå öåëî÷èñëåííûå 4-âåêòîðû òàêèì
îáðàçîì, ÷òî âåðøèíàì 3-ñèìïëåêñà êîìïëåêñà U , ñîîòâåòñòâóþò áàçèñû ðåøåòêè Z4. Êàê
òîëüêî ìû äîêàæåì, ÷òî òàêîå ïîñòðîåíèå íåâîçìîæíî, òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Λ èç U â Z4 ñóùåñòâóåò. Âåðøèíàìè
êîìïëåêñà U ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Z4

2. Èõ ïåðå÷åíü ïðèâåäåí íèæå.
Âåêòîðû ñïðàâà ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè Λ. Êàæäûé âåêòîð
ñïðàâà ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíûì öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì. Ñèìâîëîì 1 îáîçíà÷åíà åäèíèöà
ïîëÿ Z2. Äëÿ óäîáñòâà âåêòîðû çàïèñûâàþòñÿ âåêòîð-ñòðîêàìè.

v1 = (1, 0, 0, 0) 7−→ (a1, b1, b2, b3),

v2 = (0,1, 0, 0) 7−→ (b4, a2, b5, b6),

v3 = (0, 0,1, 0) 7−→ (b7, b8, a3, b9),

v4 = (0, 0, 0,1) 7−→ (b10, b11, b12, a4),

v5 = (1,1, 0, 0) 7−→ (a5, a6, b13, b14),

v6 = (1, 0,1, 0) 7−→ (a7, b15, a8, b16),

v7 = (1, 0, 0,1) 7−→ (a9, b17, b18, a10),

v8 = (0,1,1, 0) 7−→ (b19, a11, a12, b20), (4.1)

v9 = (0,1, 0,1) 7−→ (b21, a13, b22, a14),

v10 = (0, 0,1,1) 7−→ (b23, b24, a15, a16),

v11 = (0,1,1,1) 7−→ (b25, a17, a18, a19),

v12 = (1, 0,1,1) 7−→ (a20, b26, a21, a22),

v13 = (1,1, 0,1) 7−→ (a23, a24, b27, a25),

v14 = (1,1,1, 0) 7−→ (a26, a27, a28, b28),

v15 = (1,1,1,1) 7−→ (a29, a30, a31, a32).

Ñîãëàñíî ëåììå 4.5 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ÷èñëà ai � íå÷åòíûå, à bi � ÷åòíûå (èõ ïðè-
âåäåíèå mod 2 äîëæíî äàâàòü ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð ñëåâà). Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (∗)
äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè îçíà÷àåò ñëåäóþùåå:

Åñëè vi1 , vi2 , vi3 , vi4 ∈ Z4
2 è det(vi1 , vi2 , vi3 , vi4) = e ∈ Z2, òî

det(Λ(vi1),Λ(vi2),Λ(vi3),Λ(vi4)) = ±1 ∈ Z. (4.2)

Óòâåðæäåíèå 4.6. Èçìåíåíèå çíàêà ëþáîãî âåêòîðà â ïðàâîé êîëîíêå â (4.1) íå âëèÿåò
íà âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (∗).

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî Λ(v1) = (1, 0, 0, 0),
Λ(v2) = (0, 1, 0, 0), Λ(v3) = (0, 0, 1, 0), Λ(v4) = (0, 0, 0, 1). Äåéñòâèòåëüíî, det(v1, v2, v3, v4) =
1, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ (∗) Λ(vi)i=1,2,3,4 îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè Z4. Çàïèñûâàÿ
âñå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû ïðàâîãî ñòîëáöà â áàçèñå Λ(vi)i=1,2,3,4, ïîëó÷àåì, â ÷àñòíîñòè,

Λ(v1) = (1, 0, 0, 0), Λ(v3) = (0, 0, 1, 0),

Λ(v2) = (0, 1, 0, 0), Λ(v4) = (0, 0, 0, 1). (4.3)

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíåíû.
Ëåììà 4.7. Â îáîçíà÷åíèÿõ (4.1) èìååì ai = ±1 ïðè âñåõ i = 1, . . . , 32.
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Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ìàòðèöó íàä Z2:

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
∗ ∗ ∗ 1

 .

Ïîñêîëüêó det(A) = 1, ñîãëàñíî óñëîâèþ (∗) è (4.3) èìååì

det


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
∗ ∗ ∗ ai

 = ±1.

Çíà÷èò, ai = ±1, åñëè ai ñòîèò íà ïîñëåäíåé ïîçèöèè. Ðàññóæäåíèÿ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ
àíàëîãè÷íû. �

Èç ëåììû 4.7 ñëåäóåò, ÷òî Λ(v15) = Λ((1,1,1,1)) = (±1,±1,±1,±1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü Λ(v15) = (1, 1, 1, 1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè Λ(v15) = (ε1, ε2, ε3, ε4), ãäå
ϵi = ±1, òî ìîæíî âûáðàòü íîâûé áàçèñ ðåøåòêè Z4 ñëåäóþùèì îáðàçîì: e′1 = ε1e1, e

′
2 =

ε2e2, e
′
3 = ε3e3, e

′
4 = ε4e4. Â áàçèñå {e′1, e′2, e′3, e′4} âåêòîð Λ(v15) èìååò êîîðäèíàòû (1, 1, 1, 1).

Íî â íîâîì áàçèñå öåëî÷èñëåííûå âåêòîð-ñòðîêè Λ(v1),Λ(v2),Λ(v3),Λ(v4) ìîãóò ïîìåíÿòü
çíàê. Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 4.6, ìîæíî âåðíóòü ýòè ñòðîêè â ïîëîæåíèå (4.3). Òàê æå
ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî èçìåíåíèå çíàêà áàçèñíûõ âåêòîðîâ íå âëèÿåò íà óòâåðæäåíèå ëåììû
4.7. Âñå ýòè ñîîáðàæåíèÿ ñîáðàíû âîåäèíî â ñëåäóþùåé ëåììå.

Ëåììà 4.8. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Λ èç U â

Z4. Òîãäà áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü: Λ(v1) = (1, 0, 0, 0), Λ(v2) = (0, 1, 0, 0),
Λ(v3) = (0, 0, 1, 0), Λ(v4) = (0, 0, 0, 1), Λ(v15) = (1, 1, 1, 1) è ai = ±1 ïðè i = 5, . . . , 28.

Èññëåäóåì òåïåðü âîïðîñ, ÷åìó ìîãóò ðàâíÿòüñÿ bi â âûðàæåíèè (4.1). Íî âíà÷àëå ââåäåì
íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ. Ñ ýòîãî ìîìåíòà áàçèñû ïðîñòðàíñòâ Z4

2 è Z4 ñ÷èòàþòñÿ ôèêñèðî-
âàííûìè. Äëèíîé âåêòîðà v ∈ Z4

2 áóäåì íàçûâàòü êîëè÷åñòâî êîîðäèíàò ðàâíûõ 1 â åãî
êîîðäèíàòíîé çàïèñè â çàôèêñèðîâàííîì áàçèñå. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîðû v5, . . . , v10 èìåþò
äëèíó 2 à âåêòîðû v11, . . . , v14 èìåþò äëèíó 3. Íîñèòåëåì supp(v) âåêòîðà v ∈ Z4

2 áóäåì
íàçûâàòü ìíîæåñòâî ïîçèöèé â åãî êîîðäèíàòíîé çàïèñè, íà êîòîðûõ ñòîÿò ýëåìåíòû 1.
Íàïðèìåð, supp(v5) = {1, 2}. Öåëûå ÷èñëà, ñòîÿùèå â Λ(v) íà ïîçèöèÿõ èç supp(v), íàçî-
âåì íå÷åòíûìè êîìïîíåíòàìè âåêòîðà v, à öåëûå ÷èñëà, ñòîÿùèå íà ïðî÷èõ ïîçèöèÿõ �
÷åòíûìè êîìïîíåíòàìè. Òàêèì îáðàçîì, íå÷åòíûå êîìïîíåíòû âåêòîðà v5 � ýòî a5 è a6, à
÷åòíûå êîìïîíåíòû � b13 è b14. Ñîãëàñíî ëåììå 4.5 ÷åòíûå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè
÷èñëàìè, à íå÷åòíûå êîìïîíåíòû ðàâíû ±1. Âåêòîð v ∈ Z4

2 íàçûâàåòñÿ àëüòåðíèðîâàííûì,
åñëè â çàïèñè Λ(v) â êà÷åñòâå íå÷åòíûõ êîìïîíåíò âñòðå÷àþòñÿ êàê +1, òàê è −1.

Ëåììà 4.9. Åñëè v ∈ Z4
2 � àëüòåðíèðîâàííûé, òî âñå åãî ÷åòíûå êîìïîíåíòû ðàâíû 0.

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè åãî ïåðâàÿ íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 1. Åñëè âåêòîð v ∈ Z4
2

íå àëüòåðíèðîâàííûé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå åãî íå÷åòíûå êîìïîíåíòû ðàâíû 1.
Â ýòîì ñëó÷àå êàæäàÿ ÷åòíàÿ êîìïîíåíòà ðàâíà 0 èëè 2.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâàÿ íå÷åòíàÿ êîìïîíåíòà ëþáîãî âåêòîðà ìîæåò áûòü +1
èëè −1 ñîãëàñíî ëåììå 4.7. Åñëè îíà ðàâíà −1, ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 4.7 (èçìåíèì çíàê
öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà), ÷òîáû ñäåëàòü ïåðâóþ êîìïîíåíòó ðàâíîé +1. Åñëè âåêòîð íå
àëüòåðíèðîâàííûé, òî âñå îñòàëüíûå íå÷åòíûå êîìïîíåíòû ðàâíû +1 ïî îïðåäåëåíèþ. Ðàñ-
ñìîòðèì ìàòðèöó:

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 1
∗ ∗ 0 1

 .
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Òîãäà det(A) = 1 è ñîãëàñíî óñëîâèþ (∗):

det


1 0 0 0
0 1 0 0
1 1 1 1
∗ ∗ bj ai

 = ±1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ai − bj = ±1. Åñëè ai = 1, òî bj = 0 èëè 2. Åñëè ai = −1, òî bj = 0 èëè
−2. Åñëè v � íå àëüòåðíèðîâàííûé è âñå åãî íå÷åòíûå êîìïîíåíòû ðàâíû +1, òî bj = 0
èëè 2, ÷òî ñîñòàâëÿåò ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ. Åñëè v àëüòåðíèðîâàííûé, òî â êà÷åñòâå
ai ìîæíî âûáðàòü êàê +1 òàê è −1. Â ýòîì ñëó÷àå bj ìîæåò ðàâíÿòüñÿ òîëüêî 0. �

Ëåììà 4.9 ñâîäèò çàäà÷ó ïîèñêà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èç U â Z4 ê ïåðåáîðó
êîíå÷íîãî ÷èñëà ñëó÷àåâ. Êàæäîå ÷èñëî ai ìîæåò áûòü 1 èëè −1, à ÷èñëà bi ìîãóò ðàâíÿòüñÿ
0 èëè 2 (ñ íåêîòîðûìè áîëåå ñèëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè). Íî äëÿ ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíîãî
ïåðåáîðà îñòàåòñÿ ïî-ïðåæíåìó ñëèøêîì ìíîãî âàðèàíòîâ.

Ëåììà 4.10.Ïóñòü v, w ∈ Z4
2 � äâà àëüòåðíèðîâàííûõ âåêòîðà äëèíû 2. Òîãäà supp(v)∩

supp(w) = ∅.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè v = v5, w = v8

(ëþáàÿ äðóãàÿ âîçìîæíîñòü ñâîäèòñÿ ê ýòîé ïåðåíóìåðàöèåé áàçèñíûõ âåêòîðîâ). Â ýòîì
ñëó÷àå Λ(v5) = (1,−1, 0, 0) è Λ(v8) = (0, 1,−1, 0) ñîãëàñíî ëåììå 4.9. Òîãäà

det


1 1 0 0
0 1 1 0
1 1 1 1
0 0 0 1

 = 1.

Íî óñëîâèå (∗) íàðóøåíî:

det


1 −1 0 0
0 1 −1 0
1 1 1 1
0 0 0 1

 = 3,

÷òî îïðîâåðãàåò ïðåäïîëîæåíèå. �
Îáúåäèíÿÿ âñå ýòè ðåçóëüòàòû, ìû èìååì òðè âîçìîæíîñòè äëÿ âåêòîðîâ äëèíû 2.
Ñëó÷àé 1. Íå ñóùåñòâóåò íè îäíîãî àëüòåðíèðîâàííîãî âåêòîðà äëèíû 2. Òîãäà

v5 = (1,1, 0, 0) 7−→ (1, 1, b13, b14),

v6 = (1, 0,1, 0) 7−→ (1, b15, 1, b16),

v7 = (1, 0, 0,1) 7−→ (1, b17, b18, 1),

v8 = (0,1,1, 0) 7−→ (b19, 1, 1, b20),

v9 = (0,1, 0,1) 7−→ (b21, 1, b22, 1),

v10 = (0, 0,1,1) 7−→ (b23, b24, 1, 1),

ãäå êàæäîå ÷èñëî bi, i = 13, . . . , 24 ðàâíî 0 èëè 2. Çàïóñêàÿ êîìïüþòåðíûé ïåðåáîð ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ñðåäû GAP ([8], [15]), ìû íàøëè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ bi óñëîâèå (∗) âûïîëíåíî
íà ìíîæåñòâå {v1, . . . , v10, v15}. Îêàçûâàåòñÿ, åäèíñòâåííîé âîçìîæíîñòüþ â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ:
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v5 = (1,1, 0, 0) 7−→ (1, 1, 0, 0),

v6 = (1, 0,1, 0) 7−→ (1, 0, 1, 0),

v7 = (1, 0, 0,1) 7−→ (1, 0, 0, 1),

v8 = (0,1,1, 0) 7−→ (0, 1, 1, 0),

v9 = (0,1, 0,1) 7−→ (0, 1, 0, 1),

v10 = (0, 0,1,1) 7−→ (0, 0, 1, 1).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü âñå âîçìîæíîñòè äëÿ ÷èñåë b25, . . . , b28, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò
ðàâíÿòüñÿ 0 èëè 2, è ÷èñåë a18, . . . , a28, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 1 èëè −1, â
ñëåäóþùåì âûðàæåíèè:

v11 = (0,1,1,1) 7−→ (b25, 1, a18, a19),

v12 = (1, 0,1,1) 7−→ (1, b26, a21, a22),

v13 = (1,1, 0,1) 7−→ (1, a24, b27, a25),

v14 = (1,1,1, 0) 7−→ (1, a27, a28, b28).

Ïåðåáîð ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå (∗) íå âûïîëíåíî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ai è bj .
Ñëó÷àé 2. Åñòü òîëüêî îäèí àëüòåðíèðîâàííûé âåêòîð äëèíû 2. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè

ýòî âåêòîð v5. Òîãäà

v5 = (1,1, 0, 0) 7−→ (1,−1, 0, 0),

v6 = (1, 0,1, 0) 7−→ (1, b15, 1, b16),

v7 = (1, 0, 0,1) 7−→ (1, b17, b18, 1),

v8 = (0,1,1, 0) 7−→ (b19, 1, 1, b20),

v9 = (0,1, 0,1) 7−→ (b21, 1, b22, 1),

v10 = (0, 0,1,1) 7−→ (b23, b24, 1, 1),

ãäå êàæäîå ÷èñëî bi, i = 15, . . . , 24 ðàâíî 0 èëè 2. Êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå ïðè ïîìî-
ùè ïåðåáîðà ìû èùåì òå çíà÷åíèÿ bi, ïðè êîòîðûõ óñëîâèå (∗) âûïîëíåíî íà ìíîæåñòâå
{v1, . . . , v10, v15}. Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ äâå âîçìîæíîñòè:

v5 = (1,1, 0, 0) 7−→ (1,−1, 0, 0), v5 = (1,1, 0, 0) 7−→ (1,−1, 0, 0),

v6 = (1, 0,1, 0) 7−→ (1, 0, 1, 0), v6 = (1, 0,1, 0) 7−→ (1, 0, 1, 0),

v7 = (1, 0, 0,1) 7−→ (1, 0, 0, 1), v7 = (1, 0, 0,1) 7−→ (1, 0, 0, 1),

v8 = (0,1,1, 0) 7−→ (0, 1, 1, 0), v8 = (0,1,1, 0) 7−→ (0, 1, 1, 0),

v9 = (0,1, 0,1) 7−→ (0, 1, 0, 1), v9 = (0,1, 0,1) 7−→ (0, 1, 0, 1),

v10 = (0, 0,1,1) 7−→ (0, 0, 1, 1), v10 = (0, 0,1,1) 7−→ (0, 2, 1, 1).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïðîâåðèòü âñå îñòàâøèåñÿ âîçìîæíîñòè äëÿ ÷èñåë b25, . . . , b28, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü ðàâíî 0 èëè 2, è ÷èñåë a18, . . . , a28, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæåò
áûòü ðàâíî 1 èëè −1, â ñëåäóþùåì âûðàæåíèè.

v11 = (0,1,1,1) 7−→ (b25, 1, a18, a19),

v12 = (1, 0,1,1) 7−→ (1, b26, a21, a22),

v13 = (1,1, 0,1) 7−→ (1, a24, b27, a25),

v14 = (1,1,1, 0) 7−→ (1, a27, a28, b28).
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Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå óñëîâèå (∗) íå âûïîëíåíî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
Ñëó÷àé 3. Èìååòñÿ ðîâíî äâà àëüòåðíèðîâàííûõ âåêòîðà äëèíû 2 ñ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

íîñèòåëÿìè. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ýòî � âåêòîðû v5 è v10. Íóæíî ïðîâåðèòü ñëåäóþùóþ
êîíôèãóðàöèþ:

v5 = (1,1, 0, 0) 7−→ (1,−1, 0, 0),

v6 = (1, 0,1, 0) 7−→ (1, b15, 1, b16),

v7 = (1, 0, 0,1) 7−→ (1, b17, b18, 1),

v8 = (0,1,1, 0) 7−→ (b19, 1, 1, b20),

v9 = (0,1, 0,1) 7−→ (b21, 1, b22, 1),

v10 = (0, 0,1,1) 7−→ (0, 0, 1,−1),

ãäå êàæäîå ÷èñëî bi, i = 15, . . . , 22 ðàâíî 0 èëè 2. Ïîëíûé ïåðåáîð â ýòîì ñëó÷àå âûäåëÿåò
åäèíñòâåííóþ âîçìîæíîñòü, ïðè êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå (∗):

v5 = (1,1, 0, 0) 7−→ (1,−1, 0, 0),

v6 = (1, 0,1, 0) 7−→ (1, 0, 1, 0),

v7 = (1, 0, 0,1) 7−→ (1, 0, 0, 1),

v8 = (0,1,1, 0) 7−→ (0, 1, 1, 0),

v9 = (0,1, 0,1) 7−→ (0, 1, 0, 1),

v10 = (0, 0,1,1) 7−→ (0, 0, 1,−1).

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ïåðåáîð îñòàâøèõñÿ ïàðàìåòðîâ ai
è bi â âûðàæåíèè:

v11 = (0,1,1,1) 7−→ (b25, 1, a18, a19),

v12 = (1, 0,1,1) 7−→ (1, b26, a21, a22),

v13 = (1,1, 0,1) 7−→ (1, a24, b27, a25),

v14 = (1,1,1, 0) 7−→ (1, a27, a28, b28).

Â ýòîì ñëó÷àå óñëîâèå (∗) òàêæå íå âûïîëíåíî íè ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
Ïîëíîå èññëåäîâàíèå âñåõ òðåõ ñëó÷àåâ çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåñóùåñòâîâàíèÿ õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè èç U = RU4 â Z4. �

5. Àääèòèâíûå ñâîéñòâà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì àääèòèâíûå ñâîéñòâà ÷èñåë Áóõøòàáåðà. ×àñòü óòâåð-
æäåíèé ñëåäóåò èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ óíèâåðñàëüíûõ êîìïëåêñîâ.

Ïðåäëîæåíèå 5.1.

1) Ïóñòü σ ∈ Ul, |σ| = k. Òîãäà linkUl
σ ∼ Ul−k.

2) Ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç Ul ∗ Uk â Ul+k.

Àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà âûïîëíåíû äëÿ âåùåñòâåííûõ óíèâåðñàëüíûõ êîìïëåêñîâ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî òîëüêî â êîìïëåêñíîì ñëó÷àå. Âå-
ùåñòâåííûé ñëó÷àé ïîëíîñòüþ åìó àíàëîãè÷åí.

1) Êàæäûé àâòîìîðôèçì ðåøåòêè Zl îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçì ñèìïëèöèàëüíîãî êîì-
ïëåêñà Ul. Ñëåäîâàòåëüíî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñèìïëåêñ σ îáðà-
çîâàí ïåðâûìè k âåêòîðàìè ñòàíäàðòíîãî êîîðäèíàòíîãî áàçèñà.
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Ïîñòðîèì íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå f : Ul−k → linkUl
σ. Äëÿ âåðøèíû

v = (v1, . . . , vl−k) ∈ Ul−k ïîëîæèì f(v) = (0, . . . , 0, v1, . . . , vl−k) ∈ Ul. Ýòî îòîáðàæåíèå
ñèìïëèöèàëüíî è íåâûðîæäåíî. Áîëåå òîãî, åãî îáðàç ëåæèò â linkUl

σ.
Òåïåðü ïîñòðîèì íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå g : linkUl

σ → Ul−k. Ïóñòü D � ïîäãðóïïà
ðåøåòêè, ïîðîæäåííàÿ âåðøèíàìè ñèìïëåêñà σ. ÏîñêîëüêóD ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëàãàåìûì,
ñóùåñòâóåò ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïðîåêöèè íà ôàêòîð-ãðóïïó: g : Zl → Zl/D ∼= Zl−k.
Ïîêàæåì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå èíäóöèðóåò íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå g : linkUl

σ → Ul−k.
Ïóñòü τ ∈ linkUl

σ èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, τ ⊔σ � ÷àñòü íåêîòîðîãî áàçèñà ðåøåòêè Zl. Åñëè
τ � ìàêñèìàëüíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà linkUl

σ, òî τ ⊔ σ ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ðåøåòêè. Òîãäà
âåêòîðû g(τ ⊔ σ) = g(τ) ⊔ g(σ) = g(τ) ⊔ {0} ïîðîæäàþò Zl−k. Ïîñêîëüêó |g(τ)| 6 |τ | = l− k,
ìíîæåñòâî g(τ) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ðåøåòêè Zl−k, ñëåäîâàòåëüíî, g(τ) � ñèìïëåêñ Ul−k, óäî-
âëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ |g(τ)| = |τ |. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ.

2) Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå Zl+k = Zl ⊕ Zk. Ïóñòü h : Ul ∗ Uk → Ul+k � îòîáðàæåíèå,
îïðåäåëåííîå ïðàâèëîì: Ul îòîáðàæàåòñÿ íà ïåðâîå ïðÿìîå ñëàãàåìîå, à Uk � íà âòîðîå
ïðÿìîå ñëàãàåìîå î÷åâèäíûì îáðàçîì. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå h
ñèìïëèöèàëüíî è íåâûðîæäåíî. �

Ýòî ïîçâîëÿåò îöåíèòü r-÷èñëà äæîéíà ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ (àëãåáðàè÷åñêîå
îáúÿñíåíèå ýòèõ íåðàâåíñòâ ìîæíî íàéòè â [6]).

Ïðåäëîæåíèå 5.2.

r(K ∗N) 6 r(K) + r(N), (5.1)

r(K ∗N) > r(K) + dimN + 1, (5.2)

rR(K ∗N) 6 rR(K) + rR(N),

rR(K ∗N) > rR(K) + dimN + 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì òîëüêî êîìïëåêñíûé ñëó÷àé (íåðàâåíñòâà (5.1) è
(5.2)). Ñóùåñòâóþò íåâûðîæäåííûå îòîáðàæåíèÿ f1 : K → Ul1 è f2 : N → Ul2 , ãäå l1 = r(K),
l2 = r(N). Çíà÷èò ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå f1 ∗ f2 : K ∗ N → Ul1 ∗ Ul2 .
Êîìïîçèöèÿ îòîáðàæåíèÿ f1 ∗f2 ñ íåâûðîæäåííûì îòîáðàæåíèåì h : Ul1 ∗Ul2 → Ul1+l2 äàåò
íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç K ∗N â Ul1+l2 . Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû 5.1.

Äîêàæåì òåïåðü ôîðìóëó 5.2. Ïóñòü l = r(K ∗ N) è ı : K ∗ N → Ul � íåâûðîæäåííîå
îòîáðàæåíèå. Ïóñòü σ � ñèìïëåêñ ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè êîìïëåêñà N . Òîãäà îïðåäå-
ëåíî íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç êîìïëåêñà linkK∗N σ = linkN σ ∗ K = K â êîìïëåêñ
linkUl

∆, ãäå ∆ = ı(σ), |∆| = dimN + 1. Íî linkUl
∆ ∼ Ul−dimN−1, ñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëå-

íî íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñà linkK∗N σ = K â êîìïëåêñ Ul−dimN−1. Çíà÷èò
r(K) 6 l − dimN − 1 = r(K ∗N)− dimN − 1. �

Çàìå÷àíèå 5.3. Íàçîâåì êîìïëåêñ K êîìïëåêñîì ìàêñèìàëüíîãî äåéñòâèÿ (ÌÄ-êîìï-
ëåêñîì), åñëè r(K) = dimK + 1. Èç ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî r(K ∗ N) =
r(K) + r(N), åñëè õîòÿ áû îäèí èç êîìïëåêñîâ K èëè N � ÌÄ-êîìïëåêñ.

Çàìå÷àíèå 5.4. Åñëè P � ïðîñòîé ìíîãîãðàííèê è ∂P ∗ � ÌÄ-êîìïëåêñ, òî íàä P
ñóùåñòâóåò êâàçèòîðè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå (ñì. ïðåäëîæåíèå 2.10, à òàêæå ðàáîòû [4], [3]).

Â ñâÿçè ñ ïðåäëîæåíèåì 5.2 âîçíèêàåò âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî äëÿ ëþáûõ ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâK èN âûïîëíåíû ðàâåíñòâà r(K∗N) = r(K)+r(N), rR(K∗N) = rR(K)+rR(N)?
Ýòî óòâåðæäåíèå îêàçûâàåòñÿ íåâåðíûì, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå â ýòîì ïàðàãðàôå.

Òåì íå ìåíåå, ìû ïîêàæåì, ÷òî ýòà ôîðìóëà âåðíà äëÿ ïîëíûõ ãðàôîâ, äàæå åñëè íè
îäèí èç íèõ íå ÿâëÿåòñÿ ÌÄ-êîìïëåêñîì.

Ïðåäëîæåíèå 5.5.

rR(Ka ∗Kb) = rR(Ka) + rR(Kb),

r(Ka ∗Kb) = r(Ka) + r(Kb).
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Ïîêàæåì, ÷òî èç ïåðâîé ôîðìóëû ñëåäóåò âòîðàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
r(Ka ∗Kb) < r(Ka) + r(Kb). Òîãäà, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 3.5, 3.11,

rR(Ka ∗Kb) 6 r(Ka ∗Kb) < r(Ka) + r(Kb) = rR(Ka) + rR(Kb).

Òàê ÷òî íåîáõîäèìî äîêàçàòü òîëüêî âåùåñòâåííûé ñëó÷àé.
Ðàññìîòðèì íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå f : K ∗ N → RU l. Îáðàçû âåðøèí êîìïëåêñà

K îáîçíà÷èì xi, i = 1, . . . ,mK , à îáðàçû âåðøèí êîìïëåêñà N îáîçíà÷èì yj , j = 1, . . . ,mN .
Âñå ýòè îáðàçû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íåíóëåâûå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Zl

2. Èç óñëîâèÿ
(∗)R ñëåäóåò, ÷òî {xi}i∈σ ⊔ {yj}j∈τ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ,
åñëè σ ∈ K è τ ∈ N . Ýêâèâàëåíòíî: {xi}i∈σ � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, {yj}j∈τ � ëèíåéíî
íåçàâèñèìû è ìíîæåñòâà ñóìì A = {

∑
i∈σ

xi | σ ∈ K,σ ̸= ∅} è B = {
∑
j∈τ

yj | τ ∈ N, τ ̸= ∅} íå
ïåðåñåêàþòñÿ.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîëíûõ ãðàôîâ K = Ka, N = Kb óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè èìååò
âèä: âñå âåêòîðû xi ðàçëè÷íû ïðè i = 1, . . . , a, âñå âåêòîðû yj ðàçëè÷íû ïðè j = 1, . . . , b, è
ìíîæåñòâà A = {xi}∪{xα+xβ}α ̸=β è B = {yj}∪{xγ+xδ}γ ̸=δ íå ïåðåñåêàþòñÿ. Åñëè ýòî óñëî-
âèå âûïîëíåíî, íàçîâåì ïàðó ìíîæåñòâ ({xi}i=1,...,p, {yj}j=1,...,q) õîðîøåé ïàðîé. Ñëåäóþùàÿ
ëåììà ïîêàçûâàåò, êàê ìîæíî ñòðîèòü íîâûå õîðîøèå ïàðû èç äàííîé.

Ëåììà 5.6. Åñëè ({x1, . . . , xα, . . . , xa}, {y1, . . . , yγ , . . . , yb}) � õîðîøàÿ ïàðà, òî ïàðà

({x1+yγ , . . . , xα−1+yγ , xα, xα+1+yγ , . . . , xa+yγ}, {y1+xα, . . . , yγ−1+xα, yγ , yγ+1+xα, . . . , yb+
xα}) ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé. Ïàðà ({x1+xα, . . . , xα, . . . , xa+xα}, {y1, . . . , yγ , . . . , yq}) òàêæå ÿâ-

ëÿåòñÿ õîðîøåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêå. Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå ïðåîáðà-
çîâàíèå èçìåíÿåò îáà ìíîæåñòâà èç ïàðû, à âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå ìåíÿåò òîëüêî îäíî èç
ìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç tαγ ïåðâîå ïðåîáðàçîâàíèå, à ÷åðåç t

1
α � âòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Èíäåêñ 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ïðèìåíåíî ê ïåðâîìó ìíîæåñòâó. Îáà ïðåîáðàçîâà-
íèÿ tαγ è t1α èäåìïîòåíòíû. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî îïðåäåëåííàÿ êîìïîçèöèÿ
ýòèõ ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé âûãëÿäèò êðàéíå ïðîñòî, åñëè îãðàíè÷èòü ðàññìîòðåíèå
ëèøü îäíèì ìíîæåñòâîì.

Ëåììà 5.7. Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ 1Φγδ
αβ = tαδ ◦ tβγ ◦ tβδ ◦ tαγ ê õîðîøåé ïàðå

({xi}i=1,...,a, {yj}j=1,...,b) ïðè α ̸= β, γ ̸= δ äàåò íîâóþ õîðîøóþ ïàðó, ïåðâîå ìíîæåñòâî

êîòîðîé èìååò âèä {x1, . . . , xα + yδ, . . . , xβ + yδ, . . . , xa}.
Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïðèìåíåíèè ïðåîáðàçîâàíèé. Òàêèì îáðà-

çîì, ïðåîáðàçîâàíèå 1Φγδ
αβ ïðåîáðàçóåò ïåðâîå ìíîæåñòâî, ïðèáàâëÿÿ çàäàííûé ýëåìåíò âòî-

ðîãî ìíîæåñòâà ê äâóì åãî ýëåìåíòàì. Ïðè ýòîì âòîðîå ìíîæåñòâî ïðåîáðàçóåòñÿ äîñòà-
òî÷íî ñëîæíî. Àíàëîãè÷íî ìîæíî îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàíèå 2Φαβ

γδ , ïðèáàâëÿþùåå ýëåìåíò
ïåðâîãî ìíîæåñòâà ê äâóì ýëåìåíòàì âòîðîãî.

Ëåììà 5.8. Ïóñòü a, b > 1 è b � ÷åòíîå ÷èñëî. Åñëè ñóùåñòâóåò õîðîøàÿ ïàðà

(S = {xi}i=1,...,a, T = {yj}j=1,...,b) â ïðîñòðàíñòâå Zl
2, òî ñóùåñòâóåò òàêæå è õîðîøàÿ

ïàðà ({x̃i}i=1,...,a, {ỹj}j=1,...,b) â ïðîñòðàíñòâå Zl
2, ó êîòîðîé îäíî èç ìíîæåñòâ ëåæèò â

ãèïåðïëîñêîñòè.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ ãèïåðïëîñêîñòü. Íàïðèìåð, â êà-
÷åñòâå ãèïåðïëîñêîñòè ìîæíî âçÿòü ãèïåðïëîñêîñòü Π, çàäàííóþ óðàâíåíèåì v1 = 0. Òåïåðü
íàøà öåëü � òðàíñôîðìèðîâàòü çàäàííóþ õîðîøóþ ïàðó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíîæåñòâî
T ïîïàëî â ãèïåðïëîñêîñòü Π. Äîïóñòèì ñóùåñòâóåò ðîâíî k ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà T , êîòî-
ðûå íå ëåæàò â ãèïåðïëîñêîñòè Π.

1) Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî k ìîæíî ñ÷èòàòü ÷åòíûì. Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì k � íå÷åò-
íî. Òàê êàê b ÷åòíî ïî óñëîâèþ, âíóòðè ãèïåðïëîñêîñòè Π òàêæå ëåæèò íå÷åòíîå ÷èñëî
âåêòîðîâ èç ìíîæåñòâà T . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð yγ ∈ T , êîòîðûé íå ëåæèò â Π, è
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ïðèìåíèì ê ìíîæåñòâó T ïðåîáðàçîâàíèå t2γ . Òåïåðü âåêòîðàìè èç T , ëåæàùèìè âíå ïëîñ-
êîñòè, ÿâëÿþòñÿ: âåêòîð yγ è âñå òå âåêòîðû èç ìíîæåñòâà T , êîòîðûå ëåæàëè â ïëîñêîñòè
Π äî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ âíå ïëîñêîñòè îñòàëîñü ÷åòíîå
÷èñëî âåêòîðîâ.

2) Òåïåðü èñïîëüçóåì èíäóêöèþ ïî ÷åòíîìó ÷èñëó k. Åñëè k = 0, òî ëåììà äîêàçàíà.
Ïðåäïîëîæèì, k > 0. Âûáåðåì ëþáîé âåêòîð xβ ∈ S, xβ /∈ Π. Åñëè òàêîãî âåêòîðà íå
ñóùåñòâóåò, òî ëåììà äîêàçàíà, ïîñêîëüêó S ⊆ Π. Âûáåðåì òåïåðü äðóãîé âåêòîð xα èç
ìíîæåñòâà S (îí ñóùåñòâóåò â ñèëó óñëîâèÿ a > 1). Íàêîíåö, âîçüìåì äâà âåêòîðà yγ , yδ ∈ T ,

íå ëåæàùèõ â ïëîñêîñòè Π, è ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå 2Φαβ
γδ . Îíî äîáàâëÿåò âåêòîð xβ ê

âåêòîðàì yγ è yδ, òåì ñàìûì ïîìåùàÿ èõ â ãèïåðïëîñêîñòü Π, íî íå ìåíÿåò îñòàëüíûå
ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà T âíå ïëîñêîñòè Π
óìåíüøèëîñü íà 2 è ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. �

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ï ð å ä ë î æ å í è ÿ 5.5.
Äàíû äâà ïîëíûõ ãðàôà Ka è Kb. Ïóñòü k è n � íàèáîëüøèå öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî

2k 6 a è 2n 6 b. Òîãäà rR(Ka) = rR(K2k) = k+1 è rR(Kb) = rR(K2n) = n+1. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî rR(Ka ∗Kb) < rR(Ka) + rR(Kb). Òîãäà

rR(K2k ∗K2n) 6 rR(Ka ∗Kb) < rR(Ka) + rR(Kb) = rR(K2k) + rR(K2n).

Ïîýòîìó åäèíñòâåííûì ñëó÷àåì, òðåáóþùèì ðàññìîòðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îáà ÷èñ-
ëà a è b ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè. Ñ ýòîãî ìîìåíòà a = 2k, b = 2n.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî íå ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîãî îòîáðàæåíèÿ èç K2k ∗K2n â RUk+n+1.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå èíäóêöèåé ïî k+n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåí-
íîå îòîáðàæåíèå èç Ka ∗Kb â RUk+n+1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò õîðîøàÿ ïàðà (S, T ),
|S| = a, |T | = b â ïðîñòðàíñòâå Zk+n+1

2 . Åñòü äâå âîçìîæíîñòè:
1) Îäíî èç ÷èñåë a, b ðàâíî 1. Òîãäà îäèí èç ðàññìàòðèâàåìûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-

ïëåêñîâ ÿâëÿåòñÿ ÌÄ-êîìïëåêñîì, è ïðåäëîæåíèå ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 5.3.
2) Íè îäíî èç ÷èñåë a, b íå ðàâíî 1. Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 5.8, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî T

ëåæèò â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè Π ∼= Zk+n
2 . Ïóñòü SΠ = S ∩ Π, à sΠ = |SΠ|. Ñóùåñòâóþò

äâå âîçìîæíîñòè:
1') sΠ > 2k−1. Òîãäà ïàðà (SΠ, T ) ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé ïàðîé â ïðîñòðàíñòâå Π ∼= Zk+n

2 .
Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå îòîáðàæåíèå èç K2k−1 ∗K2n â RUk+n. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

2') sΠ < 2k−1. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïî ìåíüøåé ìåðå 2k−1 + 1 ýëåìåíòîâ S, êîòîðûå íå
ëåæàò â Π. Âîçüìåì îäèí èç íèõ, ñêàæåì, xα è ïðèìåíèì ïðåîáðàçîâàíèå t1α ê ïàðå. Ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåùàåò â Π âñå âåêòîðû ìíîæåñòâà S, êîòîðûå áûëè ñíàðóæè Π, êðîìå
âåêòîðà xα. Ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ óæå êàê ìèíèìóì 2k−1 âåêòîðîâ ìíîæåñòâà S ëåæàò â
ïëîñêîñòè Π. Ýòî ñâîäèò ðàññìîòðåíèå ê ñëó÷àþ (1'). �

Òåïåðü ìû ïðèâåäåì ïðèìåð ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ àääèòèâíîñòü
÷èñëà Áóõøòàáåðà íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðåäëîæåíèå 5.9. Ñóùåñòâóþò äâà ãðàôà Γ1 è Γ2 òàêèå, ÷òî s(Γ1∗Γ2) ̸= s(Γ1)+s(Γ2)
è sR(Γ1 ∗ Γ2) ̸= sR(Γ1) + sR(Γ2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì ãðàôû Γ1 è Γ2, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 1 è 2. Ãðàô
Γ1 íàçûâàåòñÿ ãðàôîì Ãðåò÷à. Ãðàô Γ2 ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì íà 4 âåðøèíàõ. Ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ÷òî õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî îáîèõ ãðàôîâ ðàâíî 4. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4):

r(Γ1) = r(Γ2) = rR(Γ1) = rR(Γ2) = 3.

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî rR(Γ1∗Γ2) 6 5. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ èç Γ1 ∗ Γ2 â RU5. Òðåáóåòñÿ ñîïîñòàâèòü íåíóëåâîé áèíàðíûé âåêòîð xi ∈ Z5

2 êàæäîé
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âåðøèíå i ãðàôà Γ1 è âåêòîð yj âåðøèíå j ãðàôà Γ2. Êàê óæå îòìå÷àëîñü ðàíåå, óñëîâèå
(∗)R íà õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

Ñìåæíûì âåðøèíàì ãðàôà Γ1 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå âåêòîðû. Ñìåæíûì âåð-

øèíàì ãðàôà Γ2 ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå âåêòîðû. Ïóñòü A = {xi}∪{xi1 +xi2 äëÿ âñåõ

ðåáåð {i1, i2} ãðàôà Γ1} è B = {yj} ∪ {yj1 + yj2 äëÿ âñåõ ðåáåð {j1, j2} ãðàôà Γ2}. Òîãäà A è

B íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Íà ðèñóíêàõ 1 è 2 ïîêàçàíî, êàê ïðèïèñàòü âåêòîðû âåðøèíàì ãðàôîâ òàê, ÷òîáû óñëî-
âèå (∗)R âûïîëíÿëîñü. Âñå âåêòîðû, ïðèïèñàííûå âåðøèíàì ãðàôà Γ1, èìåþò 1 â êà÷åñòâå
ïîñëåäíåé êîîðäèíàòû. Èõ ïîïàðíûå ñóììû, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàì, èìåþò 3 èëè 4 åäè-
íèöû â êîîðäèíàòíîé çàïèñè. Íî âñå âåêòîðû, ïðèïèñàííûå âåðøèíàì ãðàôà Γ2, è èõ ïîïàð-
íûå ñóììû èìåþò ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó 0 è íå áîëåå äâóõ åäèíèö â êîîðäèíàòíîé çàïèñè.
Ïîýòîìó ìíîæåñòâà A è B âåêòîðîâ, ïîñòðîåííûå ïî ãðàôàì Γ1 è Γ2, íå ïåðåñåêàþòñÿ.

H0,0,0,0,1L

H1,1,1,0,1L

H1,1,0,1,1LH1,0,1,1,1L

H0,1,1,1,1L

H1,1,1,1,1L

H0,0,1,1,1L

H0,1,1,0,1L

H1,1,0,0,1L

H1,0,0,0,1L H0,0,0,1,1L

Ðèñ. 1. Ãðàô Ãðåò÷à Γ1

H1,0,0,0,0LH0,1,0,0,0L

H0,0,1,0,0L H0,0,0,1,0L

Ðèñ. 2. Ïîëíûé ãðàô Γ2

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî r(Γ1 ∗ Γ2) 6 5. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ èç êîìïëåêñà Γ1 ∗Γ2 â ðåøåòêó Z5. Ñîïîñòàâèì êàæäîé âåðøèíå ãðàôîâ Γ1

è Γ2 öåëî÷èñëåííûé âåêòîð, êàê óêàçàíî íà ðèñ. 1 è 2 (òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ìû ñ÷èòàåì âñå
âåêòîðû öåëî÷èñëåííûìè). Îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (∗). Ïóñòü σ � ìàêñè-
ìàëüíûé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà Γ1 ∗ Γ2, σ = τ ⊔ ρ, ãäå τ = {v1, v2} ∈ Γ1, ρ = {u1, u2} ∈ Γ2.
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Ïóñòü k(v1), k(v2), k(u1), k(u2) � 5-ìåðíûå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû, îòâå÷àþùèå âåðøèíàì
v1, v2, u1, u2. Ðàññìîòðèì öåëî÷èñëåííóþ 4× 5-ìàòðèöó A, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåê-
òîðû k(v1), k(v2), k(u1), k(u2). ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî {k(v1), k(v2), k(u1), k(u2)} ÿâëÿåòñÿ óíè-
ìîäóëÿðíûì ìíîæåñòâîì, ìû ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà A èìååò ìèíîð, ðàâíûé ±1. Ïðèâå-
äåíèå ìàòðèöû A mod 2 îáëàäàåò ìèíîðîì M , íåíóëåâûì íàä Z2, ïîñêîëüêó âåêòîðû
{k(v1), k(v2), k(u1), k(u2)} mod 2 ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Z2 ñîãëàñíî ïðåäûäóùåìó àáçà-
öó. Ñëåäîâàòåëüíî, M íå÷åòåí. Ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíîðó M , èìååò, ïî ìåíüøåé
ìåðå, äâå ñòðîêè ñ îäíîé åäèíèöåé (ñòðîêè, ïðèïèñàííûå âåðøèíàì ãðàôà Γ2). Ïîýòîìó
M ðàâåí îïðåäåëèòåëþ íåêîòîðîé 2 × 2-ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç 0 è 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
M = ±1, ñîãëàñíî ðàññóæäåíèÿì àíàëîãè÷íûì äîêàçàòåëüñòâó ëåììû 3.8.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè, ÷òî r(Γ1∗Γ2) < r(Γ1)+r(Γ2) è rR(Γ1∗Γ2) < rR(Γ1)+rR(Γ2).
Çíà÷èò, s(Γ1 ∗ Γ2) > s(Γ1) + s(Γ2) è sR(Γ1 ∗ Γ2) > sR(Γ1) + sR(Γ2). �

6. Àíàëîã õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ïðîäîëæèì àíàëîãèþ ÷èñëà Áóõøòàáåðà è õðîìàòè÷åñêîãî ÷èñëà,
êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåé ðàáîòû. Òåïåðü ìû áóäåì ðàáîòàòü èñêëþ÷èòåëü-
íî ñ âåùåñòâåííûì ÷èñëîì Áóõøòàáåðà. Áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñèìïëèöèàëüíûõ êîì-
ïëåêñîâ ñóùåñòâóåò àíàëîã õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà, ñ÷èòàþùèé ÷èñëî âåùåñòâåííûõ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ íà÷àëà íàïîìíèì êëàññè÷åñêóþ òåîðèþ õðîìàòè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ãðàôîâ.

Ïóñòü Γ � êîíå÷íûé ïðîñòîé ãðàô èëè, ýêâèâàëåíòíî, 1-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîì-
ïëåêñ. Äëÿ êàæäîãî íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà k îáîçíà÷èì ÷åðåç nΓ,k êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ
ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê âåðøèí ãðàôà Γ íå áîëåå, ÷åì â k öâåòîâ. Èçâåñòíî ([1],[16],[5]), ÷òî
ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí χΓ(t) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ÷òî nΓ,k = χΓ(k). Ýòîò ìíî-
ãî÷ëåí (î÷åâèäíî, åäèíñòâåííûé) íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ãðàôà Γ. Åãî
îñíîâíûå ñâîéñòâà ñôîðìóëèðîâàíû â ñëåäóþùåì ïðåäëîæåíèè ([16],[14],[5]).

Ïðåäëîæåíèå 6.1.

1) Åñëè V � ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà Γ, à E � ìíîæåñòâî åãî ðåáåð, òî χΓ(t) =∑
A⊆E

(−1)|A|tc(A), ãäå c(A) � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ïîäãðàôà H = (V,A) ⊆ (V,E),

ïîðîæäåííîãî ïîäìíîæåñòâîì ðåáåð A.
2) Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà χΓ(t) ðàâíà ÷èñëó âåðøèí |V |. Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî-

÷ëåíà ðàâåí 1, à êîýôôèöèåíò ïðè t|V |−1 ðàâåí −|E|.
3) Åñëè G = G1 ⊔G2, òî χG(t) = χG1(t)χG2(t).
4) Õðîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ìîæíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí, ïðè

ïîìîùè ôîðìóëû γ(Γ) = min{t ∈ N, χΓ(t) ̸= 0}.
Òåïåðü íàïîìíèì îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ èç òåîðèè ìàòðîèäîâ. Ïóñòü M � êîíå÷íîå

ìíîæåñòâî, íà ïîäìíîæåñòâàõ êîòîðîãî îïðåäåëåíà ðàíãîâàÿ ôóíêöèÿ: äëÿ êàæäîãî A ⊆ M ,
rk(A) ∈ Z>. Îíà äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùèì òðåì óñëîâèÿì:

1) rk(A) 6 |A| äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ A ⊆ M ;
2) Åñëè A ⊆ B, òî rk(A) 6 rk(B);
3) Äëÿ ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ A,B ⊆ M âûïîëíåíî rk(A∩B)+ rk(A∪B) 6 rk(A)+ rk(B).
Ìíîæåñòâî M ñ çàäàííîé íà åãî ïîäìíîæåñòâàõ ðàíãîâîé ôóíêöèåé íàçûâàåòñÿ ìàòðî-

èäîì. Ïîäìíîæåñòâî A ⊆ M íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì, åñëè rk(A) = |A|.
Ïðèìåð 6.2. Ðàññìîòðèì êîíå÷íîìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Zm

2 è íåêîòîðîå ìíî-
æåñòâî åãî âåêòîðîâ B ⊆ Zm

2 . Äëÿ ïîäìíîæåñòâ âåêòîðîâ A ⊆ B îïðåäåëåí ðàíã rk(A) â
ñìûñëå ëèíåéíîé àëãåáðû (êàê ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîé îáîëî÷êè). Óêàçàííàÿ ôóíêöèÿ rk(·)
óäîâëåòâîðÿåò òðåì ñâîéñòâàì èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðîèäà. Òåì ñàìûì íà ïðîèçâîëüíîì ïîä-
ìíîæåñòâå B êîíå÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà ìàòðîèäà. Òàêèå
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ìàòðîèäû íàçûâàþò áèíàðíûìè. Ýòî åäèíñòâåííûé ïðèìåð ìàòðîèäà, êîòîðûé ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü â äàëüíåéøåì. Îáùóþ èíôîðìàöèþ î ìàòðîèäàõ ñì. â [11].

Ïóñòü M � êîíå÷íûé ìàòðîèä. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí:

PM (t) =
∑
A⊆M

(−1)|A|trk(M)−rk(A), (6.1)

ãäå ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì ìàòðîèäà M . Ìíîãî÷ëåí PM (t) íàçûâà-
åòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðîèäà M .

Ïóñòü òåïåðü K � ïðîèçâîëüíûé êîíå÷íûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà m âåðøèíàõ.
Ðàññìîòðèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî Zm

2 ñ çàôèêñèðîâàííûì áàçèñîì {ei}, i = 1, . . . ,m.
Ïóñòü Fbin : K \∅ → Zm

2 � áèíàðíàÿ ïðåäñòàâëÿþùàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ñèìïëåê-
ñàõ ïî ôîðìóëå Fbin(σ) = eσ =

∑
i∈σ ei. Îòîáðàæåíèå Fbin, î÷åâèäíî, èíúåêòèâíî. Ïóñòü

M(K) = Fbin(K \ ∅) ⊆ Zm
2 . Òîãäà Fbin : K \ ∅ → M(K) ÿâëÿåòñÿ áèåêöèåé. Ìíîæåñòâî

M(K) ⊆ Zm
2 îáëàäàåò ñòðóêòóðîé áèíàðíîãî ìàòðîèäà ñîãëàñíî ïðèìåðó 6.2. Òàêèì îáðà-

çîì, êàæäîìó ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìàòðîèä M(K).
Ïðèìåð 6.3. Ïóñòü Γ = (V,E) � ïðîñòîé ãðàô íà ìíîæåñòâå V âåðøèí, |V | = m, E �

ìíîæåñòâî ðåáåð. Â ýòîì ñëó÷àå M(Γ) = {ei ∈ Zm
2 | i ∈ V } ⊔ {ei + ej ∈ Zm

2 | {i, j} ∈ E}.
Ëåììà 6.4. Ïóñòü Γ = (V,E) � ñâÿçíûé ïðîñòîé ãðàô, |V | = m è ïóñòü Z ⊆ V . Òîãäà

rk(Fbin(Z ⊔E)) = m− 1, åñëè Z = ∅, è rk(Fbin(Z ⊔ E)) = m, åñëè Z ̸= ∅.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî rk(Fbin(Z ⊔E)) 6 rk(Zm

2 ) = m. Ïóñòü T � ìàê-
ñèìàëüíîå äåðåâî ãðàôà Γ ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð ET , è M = Fbin(ET ) ⊂ Zm

2 . Ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ðåáåð B ⊆ ET , B ̸= ∅ âûïîëíåíî ëèíåéíîå ñîîòíîøåíèå∑

e∈B
Fbin(e) = 0 â Zm

2 . (6.2)

Ðàññìîòðèì ãðàô H ⊆ T , H = (V,B). Ñòåïåíü êàæäîé åãî âåðøèíû � ÷åòíàÿ, ñîãëàñíî
(6.2), ïîýòîìó îí ñîäåðæèò ïðîñòîé öèêë. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî H ⊆ T , à T �
äåðåâî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà ìíîæåñòâå M = Fbin(ET ) ⊆ Zm

2 íåò
ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, rkFbin(ET ) = |ET | = m−1. Çíà÷èò rk(Fbin(Z⊔E)) >
rk(Fbin(E)) > rk(Fbin(ET )) = m− 1.

Ðàññìîòðèì Z2-ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë ϵ : Zm
2 → Z2, ϵ((a1, . . . , am)) =

∑m
i=1 ai. Òîãäà

Fbin(E) ⊆ Ker(ϵ), ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ðåáðà e ∈ E âåêòîð Fbin(e) èìååò â òî÷íîñòè äâå
íåíóëåâûå êîîðäèíàòû. Òàêèì îáðàçîì, rk(Fbin(E)) 6 rk(Ker(ϵ)) = m − 1, ÷òî ñîñòàâëÿåò
ïåðâóþ ÷àñòü óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü Z ⊆ V è Z ̸= ∅. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó i ∈ Z è ìíîæåñòâî
N = Fbin({i}) ⊔ Fbin(ET ), ãäå ET � ìíîæåñòâî ðåáåð íåêîòîðîãî ìàêñèìàëüíîãî äåðåâà T .
Âåêòîð Fbin(i) ∈ Zm

2 íå ëåæèò â ãèïåðïëîñêîñòè Ker(ϵ), çíà÷èò N � ëèíåéíî íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî âåêòîðîâ. Òàê êàê |N | = m, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî rk(Fbin(Z ⊔E)) > rk(Fbin({v})⊔
Fbin(ET )) = m, ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî âòîðîé ÷àñòè óòâåðæäåíèÿ. �

Çàìå÷àíèå 6.5. Â ëèòåðàòóðå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ïîíÿòèå ãðàôè÷åñêîãî ìàòðîèäà, àñ-
ñîöèèðîâàííîãî ñ ãðàôîì. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïîíÿòèå îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðîèäà M(Γ), ââåäåí-
íîãî âûøå.

Ñ êàæäûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì K àññîöèèðîâàí ìàòðîèä M(K). Õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ýòîãî ìàòðîèäà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà.
Òåïåðü ìû ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå ñâîéñòâà õðîìàòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ãðàôà.

Òåîðåìà 6.6. Ðàññìîòðèì ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K ñ m âåðøèíàìè è k íåïó-

ñòûìè ñèìïëåêñàìè. Ïóñòü PM(K)(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðîèäà M(K).
Òîãäà
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1) Ìíîãî÷ëåí PM(K)(t) èìååò ñòåïåíü m. Åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1, à êîýô-

ôèöèåíò ïðè tm−1 ðàâåí −k, òàêèì îáðàçîì, PM(K)(t) = tm − ktm−1 + . . ..
2) Åñëè K = K1 ⊔K2, òî PM(K)(t) = PM(K1)(t)PM(K2)(t).

3) ×èñëî íåâûðîæäåííûõ ñèìïëèöèàëüíûõ îòîáðàæåíèé èç K â RU l ðàâíî PM(K)(2
l).

4) Åñëè Γ � îäíîìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ, òî

PM(Γ)(t) = χΓ(t− 1),

ãäå χΓ(t) � õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà Γ.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðîèäà M(K) îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé

PM(K)(t) =
k∑

i=0

(−1)i
∑

A⊆M(K),|A|=i

trk(M(K))−rk(A). (6.3)

1) Çàìåòèì, ÷òî rk(M(K)) = m. Äåéñòâèòåëüíî, rk(M(K)) 6 rk(Zm
2 ) = m. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû,M(K) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî B = {e1, . . . , em}, rk(B) = m. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ôîðìóëû
(6.3) ïîëó÷àåì deg(PM(K)) 6 m. Åäèíñòâåííûì ñëàãàåìûì â (6.3), âíîñÿùèì âêëàä â êîýô-
ôèöèåíò ïðè tm, ÿâëÿåòñÿ ïóñòîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, deg(PM(K)) = m è
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà PM(K)(t) ðàâåí 1.

×òîáû íàéòè êîýôôèöèåíò am−1 ïðè tm−1 íóæíî íàéòè âñå ïîäìíîæåñòâà âåêòîðîâ
A ⊆ M(K) ñ óñëîâèåì rk(A) = 1. Íî òàêèìè ïîäìíîæåñòâàìè ìîãóò áûòü òîëüêî îäíî-
ýëåìåíòíûå ìíîæåñòâà. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûå äâà íåíóëåâûõ âåêòîðà ïðîñòðàíñòâà Zm

2

ïîðîæäàþò äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ïîýòîìó åñëè |A| > 1, òî rk(A) > 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
êàæäîå îäíîýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî âíîñèò âêëàä −1 â êîýôôèöèåíò am−1 â ôîðìóëå (6.3).
Ïîýòîìó am−1 = −k, ãäå k � êîëè÷åñòâî íåïóñòûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñà K.

2) Êàæäûé íåïóñòîé ñèìïëåêñ êîìïëåêñà K = K1 ⊔K2 ïðèíàäëåæèò ëèáî K1, ëèáî K2.
Ñëåäîâàòåëüíî, A ⊆ M(K1 ⊔K2) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A = A1 ⊔A2, ãäå A1 ⊆ M(K1)
è A2 ⊆ M(K2). Â ýòîì ñëó÷àå rk(A) = rk(A1) + rk(A2). Èìååì

PM(K)(t) =
∑

A⊆M(K)

(−1)|A|trk(M(K))−rk(A) =

=
∑

A1⊆M(K1),A2⊆M(K2)

(−1)|A1|+|A2|trk(M(K1))−rk(A1)+rk(M(K2))−rk(A2) =

= PM(K1)(t)PM(K2)(t).

3) Íåâûðîæäåííîå ñèìïëèöèàëüíîå îòîáðàæåíèå f : K → RU l ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîé ôóíêöèåé èç K â Zl

2. Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè çàäàþòñÿ íàáîðîì
áèíàðíûõ l-âåêòîðîâ {vi ∈ Zl

2, i = 1, . . . ,m}, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ (∗)R: äëÿ êàæäî-
ãî ñèìïëåêñà σ ∈ K ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {vi | i ∈ σ} ëèíåéíî íåçàâèñèìî. Ýòî óñëîâèå
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü â ñëåäóþùåì âèäå: äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K âûïîëíåíî
íåðàâåíñòâî ∑

i∈σ
vi ̸= 0. (6.4)

Òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî m-íàáîðîâ l-âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì íåðàâåí-
ñòâàì ïðè âñåõ σ ∈ K. Ïóñòü E = {(v1, . . . , vm) | vi ∈ Zl

2} � ìíîæåñòâî âñåõ m-íàáîðîâ
l-âåêòîðîâ. Òîãäà E = (Zl

2)
m è |E| = 2lm. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî âñåõ m-íàáîðîâ

(v1, . . . , vm), óäîâëåòâîðÿþùèõ (6.4) äëÿ êàæäîãî ñèìïëåêñà σ ∈ K \ ∅. Òàêèì îáðàçîì,
íåîáõîäèìî íàéòè |S|. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ.
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Ïóñòü A ⊆ K\∅� íåêîòîðîå ìíîæåñòâî íåïóñòûõ ñèìïëåêñîâ êîìïëåêñàK. Ðàññìîòðèì
ñèñòåìó óðàâíåíèé {∑

i∈σ
vi = 0

}
(σ ∈ A), (6.5)

ãäå óðàâíåíèÿ èíäåêñèðîâàíû ñèìïëåêñàìè èç ìíîæåñòâà A. Â ýòîé ñèñòåìå êàæäàÿ ïåðå-
ìåííàÿ ÿâëÿåòñÿ l-âåêòîðîì, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â êîîðäèíàòíîì âèäå vi = (v1i , . . . , v

l
i), v

j
i ∈

Z2. Òîãäà ñèñòåìà (6.5) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íàä Z2 óðàâíåíèé íà êî-
îðäèíàòû âåêòîðîâ: 

{∑
i∈σ

v1i = 0

}
(σ ∈ A)

· · ·{∑
i∈σ

vli = 0

}
(σ ∈ A).

(6.6)

Â ýòîé ñèñòåìå l ·m íåèçâåñòíûõ: èìè ÿâëÿþòñÿ vji , i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , l. ×òîáû çàôèê-
ñèðîâàòü îáîçíà÷åíèÿ, óïîðÿäî÷èì íåèçâåñòíûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(v11, . . . , v
1
m, v21, . . . , v

2
m, . . . , vl1, . . . , v

l
m)

� âíà÷àëå âûïèñàíû ïåðâûå êîîðäèíàòû âñåõ âåêòîðîâ, çàòåì âòîðûå êîîðäèíàòû è ò.ä.
Ñèñòåìà (6.6) ñîäåðæèò |A| · l óðàâíåíèé, îäíàêî íå âñå èç ýòèõ óðàâíåíèé ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû. Íàéäåì ðàíã ìàòðèöû B ëèíåéíîé ñèñòåìû (6.6). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ìàòðèöà B �
áëî÷íî äèàãîíàëüíàÿ ñ áëîêàìè Bj . Êàæäûé áëîê Bj çàäàåò óðàâíåíèÿ íà j-ûå êîîðäèíàòû
âåêòîðîâ vi.

B =


B1 0 . . . 0

0 B2 . . . 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . Bl

 . (6.7)

Êàæäûé áëîê Bi èìååò |A| ñòðîê è m ñòîëáöîâ. Áîëåå òîãî, âñå áëîêè Bj ðàâíû ìåæäó
ñîáîé, è, ñîãëàñíî (6.6), ñòðîêàìè ìàòðèöû Bj ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû eσ = Fbin(σ) ∈ Zm

2 ïðè
σ ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, rk(Bi) ðàâåí ðàíãó ìíîæåñòâà Fbin(A) ìàòðîèäà M(K). Òîãäà ðàíã
ìàòðèöû B ëèíåéíîé ñèñòåìû (6.6) ðàâåí rk(B) = l · rkM(K)(Fbin(A)).

Ïóñòü SA ∈ E îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî m-íàáîðîâ l-âåêòîðîâ, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè
ñèñòåìû (6.5). Òîãäà

|SA| = 2l·m−l·rkM(K)(Fbin(A)) = (2l)m−rkM(K)(Fbin(A)), (6.8)

ïîñêîëüêó ñèñòåìà (6.5) ýêâèâàëåíòíà ëèíåéíîé ñèñòåìå (6.6).
Íàáîð èç m âåêòîðîâ (v1, . . . , vm) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì (6.4) â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, êîãäà îí íå óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì
∑
i∈σ

vi = 0 ïðè âñåõ σ ∈ K \∅. Çíà÷èò

S = E \
∪

σ∈K\∅

S{σ}. (6.9)

Òîãäà

|S| = |E| −

∣∣∣∣∣∣
∪

σ∈K\∅

S{σ}

∣∣∣∣∣∣ . (6.10)
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Åñëè A ⊆ K \ ∅ òî, ïî îïðåäåëåíèþ, SA =
∩

σ∈A
S{σ}. ×òîáû íàéòè

∣∣∣∣∣ ∪
σ∈K\∅

S{σ}

∣∣∣∣∣, ïðèìåíèì
ôîðìóëó âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ ê ìíîæåñòâàì S{σ}, σ ∈ K \∅:∣∣∣∣∣∣

∪
σ∈K\∅

S{σ}

∣∣∣∣∣∣ =
∑

A⊆K\∅,|A|>0

(−1)|A|−1

∣∣∣∣∣ ∩
σ∈A

S{σ}

∣∣∣∣∣ = ∑
A⊆K\∅,|A|>0

(−1)|A|−1|SA|

Òîãäà, ñîãëàñíî (6.10) è (6.8), ïîëó÷àåì

|S| = |E|+
∑

A⊆K\∅,|A|>0

(−1)|A||SA| =
∑

A⊆M(K)

(−1)|A|(2l)m−rkM(K)(Fbin(A)) = PM(K)(2
l),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
4) Ïóñòü Γ = (V,E) � êîíå÷íûé ãðàô. Òîãäà Γ\∅ = V ⊔E è êàæäîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆

Γ\∅ íåïóñòûõ ñèìïëåêñîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå A = AV ⊔AE , AV ⊆ V,AE ⊆ E.
Â ïîñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ rk îáîçíà÷àåò ðàíãîâóþ ôóíêöèþ ìàòðîèäà M(Γ). Èìååì

PM(Γ)(t) =
∑

A⊆M(Γ)

(−1)|A|tm−rk(A) =

=
∑

AV ⊆V,AE⊆E

(−1)|AE |+|AV |tm−rk(Fbin(AE⊔AV )) =

=
∑

AE⊆E

(−1)|AE |

 ∑
AV ⊆V

(−1)|AV |tm−rk(Fbin(AV ⊔AE))

 . (6.11)

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ðåáåð AE ⊆ E. Òîãäà îïðåäåëåí ïîäãðàô H =
(V,AE) ñ òåì æå íàáîðîì âåðøèí, ÷òî è èñõîäíûé ãðàô Γ. Ïóñòü c � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè ãðàôà H:

H =
c⊔

i=1

H i,

ãäå H i = (V i, Ai
E), òàê ÷òî

⊔c
i=1 V

i = V , è
⊔c

i=1A
i
E = AE . Îáîçíà÷èì ÷åðåçmi ÷èñëî âåðøèí

i-îé êîìïîíåíòû: mi = |V i|. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà âåðøèí AV ⊆ V ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâà Ai

V = AV ∩ V i.
Ìíîæåñòâî Fbin(A

i
V ⊔ Ai

E) ⊆ M(Γ) ⊆ Zm
2 ëåæèò â êîîðäèíàòíîì âåêòîðíîì ïîäïðî-

ñòðàíñòâå Wi ⊆ Zm
2 , ïîðîæäåííîì âåêòîðàìè ej ïðè j ∈ V i. Ïîñêîëüêó ïëîñêîñòè Wi �

íåçàâèñèìû, èìååì rk

(
Fbin

(
c⊔

i=1
Ai

V ⊔Ai
E

))
= rk(Fbin(A

1
V ⊔A1

E)) + . . .+ rk(Fbin(A
c
V ⊔Ac

E)).

Òîãäà

∑
AV ⊆V

(−1)|AV |tm−rk(Fbin(AV ⊔AE)) =

=
∑

A1
V ⊆V 1

···
Ac

V ⊆V c

(−1)|AV 1 |+...+|AV c |t
m1+...+mc−rk

(
Fbin

(
c⊔

i=1
Ai

V ⊔Ai
E

))
=

=
c∏

i=1

 ∑
Ai

V ⊆V i

(−1)|A
i
V |tmi−rk(Fbin(A

i
V ⊔Ai

E))

 . (6.12)
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Òåïåðü ïðè ïîìîùè ëåììû 6.4 ìîæíî íàéòè rk(Fbin(A
i
V ⊔Ai

E)). Äåéñòâèòåëüíî, ïîäãðàô
Hi = (V i, Ai

E) ñâÿçåí è Ai
V ⊆ V i. Çíà÷èò rk(Fbin(A

i
V ⊔ Ai

E)) = mi − 1, åñëè Ai
V = ∅, è

rk(Fbin(A
i
V ⊔Ai

E)) = mi â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òîãäà

∑
Ai

V ⊆V i

(−1)|A
i
V |tmi−rk(Fbin(A

i
V ⊔Ai

E)) = t+
∑

Ai
V ⊆V i,Ai

V ̸=∅

(−1)|A
i
V | =

= t+

mi∑
j=1

(−1)j
(
mi

j

)
= t− 1. (6.13)

Ïîäñòàâëÿÿ (6.13) â (6.12), ïîëó÷àåì:

∑
AV ⊆V

(−1)|AV |tm−rk(Fbin(AV ⊔AE)) =

c∏
i=1

 ∑
Ai

V ⊆V i

(−1)|A
i
V |tmi−rk(Fbin(A

i
V ⊔Ai

E))

 = (t−1)c. (6.14)

Òåïåðü ïîäñòàâèì (6.14) â (6.11):

PM(Γ)(t) =
∑

AE⊆E

(−1)|AE |

 ∑
AV ⊆V

(−1)|AV |tm−rk(Fbin(AV ⊔AE))

 =

=
∑

AE⊆E

(−1)|AE |(t− 1)c(AE),

ãäå c(AE) � êîëè÷åñòâî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ïîäãðàôà H = (V,AE). Ñëåäîâàòåëüíî,

PM(Γ)(t) =
∑

AE⊆E

(−1)|AE |(t− 1)c(AE) = χΓ(t− 1). (6.15)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïðåäëîæåíèÿ 6.1. �
Ñëåäñòâèå 6.7. ×èñëî rR(K) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå rR(K) = min{l ∈ N |

PM(K)(2
l) ̸= 0}.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. ×èñëî rR(K) ÿâëÿåòñÿ íàèìåíüøèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì l, äëÿ
êîòîðîãî ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà âåùåñòâåííàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èç êîìïëåêñà
K â Zl

2. �
Îáùèå òåîðåìû î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ ìàòðîèäîâ ïðèìåíèìû ê ìíîãî÷ëåíó

PM(K)(t). Â ðàáîòå [14], íàïðèìåð, ïîêàçàíî, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðîèäà
èìååò çíàêîïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû. Ìîäóëè êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà PM(K)(t) îïðå-
äåëÿþòñÿ êîìáèíàòîðèêîé ìàòðîèäà M(K) [14]. Ìíîãî÷ëåí PM(K)(t) ìîæåò áûòü âû÷èñëåí
â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ìåáèóñà ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà ïëîñêîñòåé ìàòðîèäà
M(K).

Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí PM(K)(t) äëÿ íåêîòîðûõ ñèìïëèöèàëüíûõ
êîìïëåêñîâ.

Ïðèìåð 6.8. ÅñëèK � îäíîìåðíûé, òî, ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 6.6, PM(K)(t) âûðàæàåò-
ñÿ ÷åðåç õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χK(t). Èç ñâîéñòâ 3 è 4 ïðåäëîæåíèÿ 6.6 è ïðåäëîæåíèÿ
6.1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî (1.4): rR(K) = ⌈log2(γ(K) + 1)⌉, äîêàçàííîå ðàíåå äðóãèì ìåòîäîì. Â
÷àñòíîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ ïîëíîãî ãðàôà: PM(Kn)(t) = (t− 1) (t− 2) . . . (t− n).

Ïðèìåð 6.9. Ðàññìîòðèì (n− 1)-ìåðíûé ñèìïëåêñ ∆n−1. Íå ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåí-
íîãî îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñà ∆n−1 â êîìïëåêñ RU l ïðè l = 0, 1, . . . , n − 1. Çíà÷èò ÷èñëà
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20, 21, . . . , 2n−1 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà PM(K)(t). Ïîñêîëüêó deg(PM(K)(t)) = n, à
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1, èìååì ðàâåíñòâî PM(K)(t) = (t−1)(t−2)(t−4) . . . (t−2n−1).

Ìàòðîèä M(∆n−1) ÿâëÿåòñÿ áèíàðíûì ìàòðîèäîì Zn
2 \ {0} è ñîâïàäàåò ñ ìàòðîèäîì

ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PZn
2 . Òàêèì îáðàçîì, ïðåäúÿâëåíà ÿâíàÿ ôîðìóëà äëÿ õàðàê-

òåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ýòèõ ìàòðîèäîâ.
Ïðèìåð 6.10. Ïóñòü òåïåðü K ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé ñèìïëåêñà, K = ∂∆n−1. Âû÷èñëèì

PM(K)(t), èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 3 ïðåäëîæåíèÿ 6.6. Çàôèêñèðóåì l ∈ N è íàéäåì êîëè÷åñòâî

íåâûðîæäåííûõ âåùåñòâåííûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé èç K â Zl
2. Ïóñòü vi ∈ Zl

2 �
âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé âåðøèíå i ∈ V (K), i = 1, . . . , n. Òîãäà âñÿêîå (n−1)-ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà {v1, . . . , vn} äîëæíî áûòü ëèíåéíî íåçàâèñèìî, ñîãëàñíî óñëîâèþ (∗)R. Èìååòñÿ
äâå âîçìîæíîñòè.

À) Âñå âåêòîðû vi ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ òàêèì ñâîé-
ñòâîì ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé èç ñèìïëåêñà ∆n−1 â Zl

2. Ñóùåñòâóåò ðîâíî
PM(∆n−1)(2

l) òàêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé.
B) Ìíîæåñòâî {v1, . . . , vn} ëèíåéíî çàâèñèìî. Òîãäà ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî vn = v1 + v2 +

. . . + vn−1, â òî âðåìÿ êàê {v1, . . . , vn−1} � ëèíåéíî íåçàâèñèìîå ìíîæåñòâî. Êîëè÷åñòâî
òàêèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàâíî ÷èñëó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé èç ∆n−2 â

RU l, òî åñòü PM(∆n−2)(2
l).

Òàêèì îáðàçîì, PM(K)(t) = PM(∆n−1)(t)+PM(∆n−2)(t), ïîñêîëüêó ýòè ìíîãî÷ëåíû ñîâïà-
äàþò â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê. Íàêîíåö, ïîëó÷àåì PM(∂∆n−1) = (t− 1)(t− 2)(t− 4) . . . (t−
2n−2)(t− (2n−1 − 1)).

Ïðèìåð 6.11. Ðàññìîòðèì îñòîâ êîðàçìåðíîñòè 2 ñèìïëåêñà: K = ∆
(n−3)
n−1 , n > 3. Èñ-

ïîëüçóÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûå ïðåäûäóùåìó ïóíêòó, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî PM(K)(t) =
PM(∆n−1)(t)+(n+1)PM(∆n−2)(t). Çíà÷èò PM(K)(t) = (t−1)(t−2)(t−4) . . . (t− (2n−1−n−1)).

Â ñëó÷àå n = 4 èìååì P
M(∆

(1)
3 )

(t) = (t−1)(t−2)(t−4)(t−(8−5)) = (t−1)(t−2)(t−3)(t−4).

Ýòî ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðèìåðà 6.8 äëÿ ïîëíîãî ãðàôà K4 = ∆
(1)
3 .
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ABSTRACT

Let K be a combinatorial simplicial complex. The work is devoted to s(K) and
sR(K) � complex and real Buchstaber numbers which are combinatorial invariants
of a simplicial complex K. The main tool in the study of these invariants is the
notion of characteristic function, which can be regarded as an analogue of proper
coloring in the graph theory. This analogy allows to prove estimations connecting
Buchstaber numbers and chromatic number. It is shown in the work that real and
complex Buchstaber numbers are not equal on the class of simplicial complexes.
Also we provide an example of simplicial complexes K and L such that s(K ∗ L) ̸=
s(K)+ s(L). The similarity between real Buchstaber number and chromatic number
led to the notion of characteristic polynomial of simplicial complex. This polynomial
takes values equal to the number of characteristic functions and possesses properties
similar to those of a chromatic polynomial of a graph.
The main results of the paper were reported on the section talk at the International
conference "Toric Topology and Automorphic Functions"(September, 5-10th, 2011,
Khabarovsk, Russia).
Key words: simplicial complex, Buchstaber invariant, characteristic function, linearly
independent coloring, chromatic number, chromatic polynomial, binary matroid.


