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Òåðìîäèíàìè÷åñêè ñàìîñîãëàñîâàííàÿ ñèñòåìà

çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íåñèììåòðè÷íîé

òåîðèè óïðóãîñòè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ìèêðîïîëÿðíîé óïðóãîé ñðåäû ïðè êîíå÷íûõ äåôîðìàöèÿõ
ïðèâåäåíà ê òåðìîäèíàìè÷åñêè ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ, íà îñ-
íîâå êîòîðîé ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå îöåíêè, ãàðàíòèðóþùèå åäèíñòâåí-
íîñòü è íåïðåðûâíóþ çàâèñèìîñòü �â ìàëîì� ðåøåíèé çàäà÷è Êîøè è êðàåâûõ çàäà÷
ñ äèññèïàòèâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, è äàíî êîððåêòíîå îïèñàíèå îáîáùåííûõ
ðåøåíèé ñ ñèëüíûìè ðàçðûâàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìèêðîïîëÿðíàÿ ñðåäà, êîíå÷íûå äåôîðìàöèè, ìîìåíòíûå íàïðÿæå-

íèÿ, çàêîíû ñîõðàíåíèÿ, àïðèîðíûå îöåíêè.

Ââåäåíèå

Â òåîðèè ìàëûõ óïðóãèõ äåôîðìàöèé øèðîêî èçâåñòíà ìîäåëü ìîìåíòíîãî êîíòèíóóìà
Êîññåðà [1]�[3], êîòîðàÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ äåôîðìèðó-
åìûõ ìàòåðèàëîâ ñ ìèêðîñòðóêòóðîé (ãðóíòîâ, ãîðíûõ ïîðîä, ñûïó÷èõ, ïîðèñòûõ, ìèêðî-
ðàçðóøåííûõ è ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä). Â íåé, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè,
îñíîâàííîé íà ïðåäñòàâëåíèè î ñðåäå êàê î êîíòèíóóìå ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñïëîøíàÿ ñðå-
äà ÿâëÿåòñÿ êîíòèíóóìîì ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö � àáñîëþòíî òâåðäûõ òåë ìàëîãî îáúåìà,
îáëàäàþùèõ âðàùàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Â [4]�[8] ìîäåëü Êîññåðà îáîáùåíà íà ñëó÷àé êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé è ïîâîðîòîâ ÷à-
ñòèö. Â [9]�[11] è ðÿäå äðóãèõ ðàáîò òåîðèÿ ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé ïðèìåíåíà ê ïîñòðî-
åíèþ óðàâíåíèé îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè áîëüøèõ äåôîðìàöèÿõ è ïðîãè-
áàõ. Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåíèå óðàâíåíèé, ìîäåëèðóþùèõ êîíå÷íûå
óïðóãèå äåôîðìàöèè ïðîñòðàíñòâåííîé ñðåäû ñ íåçàâèñèìûìè âðàùåíèÿìè ÷àñòèö, ê òåð-
ìîäèíàìè÷åñêè ñàìîñîãëàñîâàííîé ïî Ñ.Ê. Ãîäóíîâó ñèñòåìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ [12, 13].
Òàêàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì ýòàïîì â èññëåäîâàíèè ìàòåìàòè÷åñêîé
ìîäåëè. Ôîðìóëèðîâêà â âèäå òåðìîäèíàìè÷åñêè ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìû çàêîíîâ ñî-
õðàíåíèÿ ãàðàíòèðóåò êîððåêòíîñòü ìîäåëè, ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè åå ê ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòå-
ìå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, ïîëó÷èâ ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî åäèíñòâåííîñòè è íåïðåðûâíîé
çàâèñèìîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè è êðàåâûõ çàäà÷ ñ äèññèïàòèâíûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-
âèÿìè îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Íà åå îñíîâå ôîðìóëèðóåòñÿ ïîíÿòèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ,
äîïóñêàþùåãî ñèëüíûå ðàçðûâû ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé (êîíòàêòíûå ðàçðûâû, óäàðíûå
âîëíû). Îíà äàåò òàêæå âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ õîðîøî ðàçðàáîòàííûõ ýôôåêòèâíûõ
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ [14]�[16] ê èññëåäîâàíèþ ìîäåëè.

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ Ñèáèðñêîãî îòäåëåíèÿ ÐÀÍ, 660036, Êðàñíîÿðñê,
Àêàäåìãîðîäîê 50/44. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: sadov@icm.krasn.ru
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Ê òåðìîäèíàìè÷åñêè ñàìîñîãëàñîâàííîé ñèñòåìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ îáùèå
óðàâíåíèÿ ãàçîâîé äèíàìèêè è ìàãíèòíîé ãèäðîäèíàìèêè [13], óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé è íåëè-
íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè [14, 17] è íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå ìîäåëè ìåõàíèêè. Âîïðîñ î
ïðèâåäåíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé ìîìåíòíîé óïðóãîé ñðåäû ê òàêîé ôîðìå íåëüçÿ ñ÷èòàòü
ïîëíîñòüþ ðåøåííûì, ïîñêîëüêó, êðîìå ôîðìàëüíîé çàïèñè óðàâíåíèé ÷åðåç ïðîèçâîäÿ-
ùèå ïîòåíöèàëû, òðåáóåòñÿ åùå, ÷òîáû ïðîèçâîäÿùèé ïîòåíöèàë, êîòîðûé ôèãóðèðóåò ïîä
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ñèëüíî âûïóêëóþ ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî õà-
ðàêòåðèñòèê äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. Â ïðåäëîæåííîì â [8] âàðèàíòå ìîäåëè
ïîñëåäíåå òðåáîâàíèå îêàçûâàåòñÿ íå âûïîëíåííûì èç-çà íåçàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëà îò ïî-
âîðîòà ñðåäû êàê æåñòêîãî öåëîãî. Â äðóãèõ âàðèàíòàõ [5]�[7] ê òåðìîäèíàìè÷åñêè ñàìîñî-
ãëàñîâàííîé ñèñòåìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ ïîëó÷àåìûå îáîáùåííûå ìîäåëè íå ïðèâîäèëèñü.

1. Óïðóãàÿ ñðåäà ñ âðàùàþùèìèñÿ ÷àñòèöàìè

Ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ÷àñòèö óïðóãîé ñðåäû ñ ìèêðîñòðóêòóðîé îïèñûâàåòñÿ â
îáû÷íîé ôîðìå x = x(ξ, t), ñâÿçûâàþùåé ëàãðàíæåâû è ýéëåðîâû âåêòîðû öåíòðîâ ìàññ
â êàæäûé ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Ïóñòü v = ẋ � âåêòîð ëèíåéíîé ñêîðîñòè,
R = R(ξ, t) � îðòîãîíàëüíûé òåíçîð âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèöû:

R ·R∗ = I, detR = +1, Ṙ ·R∗ +R · Ṙ∗ = 0

(I � åäèíè÷íûé òåíçîð, çâåçäî÷êà îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, òî÷êà íàä ñèìâîëîì � ïðî-
èçâîäíóþ ïî âðåìåíè), ω = Ṙ ·R∗ � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð óãëîâîé ñêîðîñòè.

Â êà÷åñòâå ìåðû äåôîðìàöèè áåñêîíå÷íî ìàëîãî ýëåìåíòà ñðåäû ïðèíèìàåòñÿ òåíçîð
Λ = R∗ ·xξ, êîòîðûé îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ñðåäû êàê æåñòêîãî öåëîãî,
êîãäà ÷àñòèöû âðàùàþòñÿ âìåñòå ñî ñðåäîé è, òàêèì îáðàçîì, òåíçîð äèñòîðñèè xξ ñîâïàäàåò
ñ òåíçîðîì âðàùåíèÿ R, Λ ðàâåí åäèíè÷íîìó òåíçîðó I, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåäåôîðìèðî-
âàííîìó ñîñòîÿíèþ ýëåìåíòà. Êðîìå òîãî, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî òåíçîð Λ óäîâëåòâîðÿåò
óðàâíåíèþ

R · Λ̇ = vξ − ω · xξ, (1)

ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå êîòîðîãî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êèíåìàòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ
òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè â ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ìîäåëè Êîññåðà. Íàêîíåö, ìîæíî
ïîêàçàòü, ÷òî Λ � èíâàðèàíòíûé òåíçîð, íå èçìåíÿþùèéñÿ ïðè ïîâîðîòå òåêóùåé êîíôèãó-
ðàöèè. Ýòî ñâîéñòâî íåèçáåæíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè ëàãðàíæåâîì îïèñàíèè äâèæåíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè O � îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà, òî

dx′ = O · dx = O · xξ · dξ = O ·R · Λ · dξ,

è, òàêèì îáðàçîì, x′ξ = R′ ·Λ′, ãäå R′ = O·R, Λ′ = Λ. Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò,
÷òî òåíçîð xξ · R∗, â êîòîðîì èçìåíåí ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé, óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíûì
âûøåïåðå÷èñëåííûì ñâîéñòâàì, íî èíâàðèàíòíûì òåíçîðîì íå ÿâëÿåòñÿ è äëÿ îïèñàíèÿ
äåôîðìèðîâàíèÿ ñðåäû â ëàãðàíæåâûõ ïåðåìåííûõ íåïðèãîäåí.

Ïóñòü xξ = Re · V � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå òåíçîðà äèñòîðñèè â ïðîèçâåäåíèå îðòîãî-
íàëüíîãî òåíçîðà Re, îïèñûâàþùåãî ïåðåíîñíûé ïîâîðîò ýëåìåíòà ñðåäû, è ñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà V , îïèñûâàþùåãî èñêàæåíèå ýëåìåíòà. Òàê êàê ïîâîðîò ÷àñòèöû R = Re·Rr ÿâëÿåò-
ñÿ ñóïåðïîçèöèåé îòíîñèòåëüíîãî Rr è ïåðåíîñíîãî Re ïîâîðîòîâ, òî ïî ïîñòðîåíèþ òåíçîð
Λ = R∗ ·Re ·V = R∗r ·V ó÷èòûâàåò êàê ñîáñòâåííóþ äåôîðìàöèþ ñðåäû, òàê è îòíîñèòåëüíûé
ïîâîðîò ÷àñòèöû. Ýòî ñâîéñòâî òåíçîðà Λ ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò îáùèì ïðåäñòàâëåíè-
ÿì î êèíåìàòèêå ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíîé ñïëîøíîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç ìàòåðèàëüíûõ
÷àñòèö ìàëîãî îáúåìà.
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Âûáîð òåíçîðà Λ â êà÷åñòâå ìåðû äåôîðìàöèè ñâÿçàí åùå ñ òåì, ÷òî, êàê áóäåò ïîêà-
çàíî íèæå, â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷àåìàÿ ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïîâ òåðìîäèíàìèêè îáðàòèìûõ
ïðîöåññîâ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäèòñÿ ê ñàìîñîãëàñîâàííîé
ñèñòåìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ è ê ñèììåòðè÷åñêîé ñèñòåìå óðàâíåíèé.

Åñëè ÷àñòèöà â åñòåñòâåííîì ñîñòîÿíèè ñðåäû, ñîâåðøàÿ ïîëíûé îáîðîò âîêðóã íåïî-
äâèæíîé îñè, âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæåíèå, òî òåíçîð R îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì åäè-
íè÷íîìó òåíçîðó. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì îïèñàíèè êèíåìàòèêè ïîëíûé îáîðîò ÷àñòèöû
íå ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, ÷òî õàðàêòåðíî, íàïðèìåð, äëÿ
ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé áîëüøèå àíñàìáëè íàìàãíè÷åííûõ ÷àñòèö âî
âíåøíåì ìàãíèòíîì ïîëå.

Â [8] ïðåäëîæåí ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþùèéñÿ îò ðàññìàòðèâàåìîãî çäåñü âàðèàíò ìî-
äåëè. Â ýòîì âàðèàíòå ìåðîé èñêàæåíèÿ ýëåìåíòà ñðåäû ñëóæèò òåíçîð ïîëíîé äèñòîð-
ñèè, à ìåðîé íåçàâèñèìîãî âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö � èíòåãðàë ïî âðåìåíè îò âåê-
òîðà óãëîâîé ñêîðîñòè. Êàê ñëåäñòâèå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ñðåäû îòëè÷àåòñÿ îò
åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïîñëå ïîëíîãî îáîðîòà ÷àñòèöû. Â ðàáîòàõ [4]�[7] äëÿ îïèñàíèÿ
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ äëèííûõ ìîëåêóë íåìàòè÷åñêèõ æèäêèõ êðèñòàëëîâ èñïîëüçóåò-
ñÿ âåêòîð-äèðåêòîð d, óêàçûâàþùèé íàïðàâëåíèå îñè, íåïîäâèæíî ñâÿçàííîé ñ ÷àñòèöåé.
Î÷åâèäíî, ýòîò âåêòîð òàêæå íå èçìåíÿåòñÿ, åñëè ÷àñòèöà ñîâåðøàåò ïîëíûé îáîðîò. Îä-
íàêî ïðè òàêîì ïîäõîäå îäíèì èç óðàâíåíèé ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå àëãåáðàè÷åñêîå
óðàâíåíèå |d|2 = 1, êîòîðîå ïðåïÿòñòâóåò ïðèâåäåíèþ ñèñòåìû ê ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìå.

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò òåíçîðû ω è xξ çàäàþòñÿ ìàòðèöàìè

ω =

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 , xξ =

x1,1 x1,2 x1,3

x2,1 x2,2 x2,3

x3,1 x3,2 x3,3

 .

Ñ òåíçîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè îòîæäåñòâëÿåòñÿ âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, êîîðäèíàòàìè êî-
òîðîãî ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà ωi. Òåíçîðíûå êîìïîíåíòû ñâÿçàíû ñ âåêòîðíûìè èçâåñòíûìè ôîð-
ìóëàìè

ωkj = εijk ωi, ωi =
1

2
εijk ωkj ,

ãäå εijk � äèñêðèìèíàíòíûé òåíçîð Ëåâè � ×èâèòû. Ïîñëåäíÿÿ èç ýòèõ ôîðìóë ñëóæèò äëÿ
âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòè ïðîèçâîëüíîãî òåíçîðà
âòîðîãî ðàíãà.

Èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà, ìîìåíòà èìïóëüñà è ýíåðãèè èìåþò ñëåäó-
þùèé âèä:

∂

∂t

∫
Ω

ρ0 v dΩ =

∫
Γ

σ · ν dΓ +

∫
Ω

f dΩ,

∂

∂t

∫
Ω

(
J · ω + ρ0 x× v

)
dΩ =

∫
Γ

x× σ · ν dΓ +

∫
Ω

(
x× f + g

)
dΩ, (2)

∂

∂t

∫
Ω

(
ρ0
v · v

2
+

1

2
ω · J · ω + Φ

)
dΩ =

∫
Γ

(v · σ − q) · ν dΓ +

∫
Ω

(v · f + ω · g +Q) dΩ.

Çäåñü Ω � ïðîèçâîëüíàÿ îáëàñòü ñ ãëàäêîé ãðàíèöåé Γ, âûäåëåííàÿ â íà÷àëüíîì (íåäåôîð-
ìèðîâàííîì) ñîñòîÿíèè ñðåäû, ν � âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ãðàíèöå, ρ0 � íà÷àëüíàÿ
ïëîòíîñòü, J � ñèììåòðè÷íûé è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûé òåíçîð èíåðöèè, σ � íåñèì-
ìåòðè÷íûé òåíçîð íàïðÿæåíèé Ïèîëû � Êèðõãîôà, Φ � âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ â åäèíèöå
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îáúåìà, q � âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà, f è g � îáúåìíûå ïëîòíîñòè ìàññîâûõ ñèë è ìîìåí-
òîâ, Q � èíòåíñèâíîñòü âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà. Â òàêîì âèäå îñíîâíûå èíòåãðàëü-
íûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ èñïîëüçîâàëèñü âî âñåõ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ ïî ïîñòðîåíèþ
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìîìåíòíîé óïðóãîé ñðåäû.

Â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ñðåäû îáëàñòü Ω, ñîñòîÿùàÿ èç ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö, ïåðåõîäèò
â äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå Ωt, ìàññà âåùåñòâà ñîõðàíÿåòñÿ ρ0 dΩ = ρ dΩt, ïëîòíîñòü ìå-
íÿåòñÿ ïî çàêîíó ρ = ρ0/det xξ, à òåíçîð èíåðöèè ÷àñòèö, ñîäåðæàùèõñÿ â åäèíèöå îáúåìà,
ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîðìóëå Jt = (ρ/ρ0)J . Òåíçîð èíåðöèè J , îòíåñåííûé ê íà÷àëüíîìó ñî-
ñòîÿíèþ, ìåíÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì J = R · J0 · R∗,
êîòîðîå îáîñíîâûâàåòñÿ ïåðåõîäîì ê ñîïóòñòâóþùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ âðà-
ùàþùåéñÿ àáñîëþòíî òâåðäîé ÷àñòèöåé. Äèôôåðåíöèðîâàíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî âðåìåíè
äàåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ òåíçîðà èíåðöèè, èñïîëüçóåìîå ðàíåå â [8]:

J̇ = Ṙ · J0 ·R∗ +R · J0 · Ṙ∗ = ω · J − J · ω.

Äëÿ íåïðåðûâíûõ äâèæåíèé èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû äèôôåðåí-
öèàëüíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (2) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Ãðèíà:

ρ0 v̇ = divξ σ + f,
∂

∂t

(
J · ω

)
= 2 (σ · x∗ξ)a + g,

Φ̇ = σ∗ : (vξ − ω · xξ)− divξ q +Q.

(3)

Çäåñü è âñþäó íèæå divξ � îïåðàòîð äèâåðãåíöèè ïî ëàãðàíæåâûì ïåðåìåííûì, äâîåòî÷èå
îçíà÷àåò äâîéíóþ ñâåðòêó òåíçîðîâ, âåðõíèé èíäåêñ �a� ñëóæèò äëÿ îáîçíà÷åíèÿ àíòè-
ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè òåíçîðà è ñîîòâåòñòâóþùåãî åé âåêòîðà. Ïðè âûâîäå (3) ñóùåñòâåííî
èñïîëüçîâàëîñü ðàâåíñòâî ω · J̇ · ω = 0 (çäåñü ω � âåêòîð), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé ïðÿìîå
ñëåäñòâèå ïðèâåäåííîãî âûøå êèíåìàòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ òåíçîðà èíåðöèè.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû (3) äëÿ îáðàòèìûõ ïðîöåññîâ, òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïà-
ðàìåòðàìè ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ ñëóæàò ìåðà äåôîðìàöèè Λ è ýíòðîïèÿ S, ðàñïàäàåòñÿ ñ
ó÷åòîì (1) íà îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

R∗ · σ =
∂Φ

∂Λ
(4)

è óðàâíåíèå ïðîèçâîäñòâà òåïëà

T Ṡ = −divξ q +Q, (5)

ãäå T = ∂Φ/∂S � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà.
Åñëè ñðåäà èçîòðîïíà, òî òåíçîð èíåðöèè øàðîâîé: J0 = j0 I, à âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èíâàðèàíòîâ òåíçîðà Λ è ýíòðîïèè. Â êà÷åñòâå ñèñòåìû ôóíêöèîíàëüíî
íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ ìîæíî âçÿòü òðè èíâàðèàíòà ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè Λs = (Λ+Λ∗)/2
ýòîãî òåíçîðà

Is1 = Λs : I, Is2 = (Λs)2 : I, Is3 = (Λs)3 : I

è îäèí èíâàðèàíò Ia2 = 2 |Λa|2 àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòè Λa = (Λ−Λ∗)/2. Ïðè òàêîì âûáîðå
îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (4) ïðèíèìàåò âèä:

R∗ · σ = a1 I + 2a2 Λs + 3a3 (Λs)2 + 2αΛa, (6)

ãäå ak = ∂Φ/∂Isk (k = 1, 2, 3) è α = ∂Φ/∂Ia2 � ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ. Â òåîðèè ìàëûõ äåôîð-
ìàöèé êîíòèíóóìà Êîññåðà ñ ðàâíûìè íóëþ ìîìåíòíûìè íàïðÿæåíèÿìè (òàê íàçûâàåìîãî,
ðåäóöèðîâàííîãî êîíòèíóóìà) óïðóãèé ïîòåíöèàë îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

Φ =
λ (Is1)2

2
+ µ Is2 + α Ia2 − (3λ+ 2µ) Is1 ,

â êîòîðîé λ, µ è α � êîíñòàíòû. Ïðè ýòîì a1 = λ(Is1 − 3)− 2µ, a2 = µ è a3 = 0.

204



Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü àäèàáàòè÷åñêèé âàðèàíò ìîäåëè ïðè îòñóò-
ñòâèè âíåøíèõ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ, ìàññîâûõ ñèë è ìîìåíòîâ. Ïðè îïðåäåëåííûõ òðåáîâà-
íèÿõ, íàêëàäûâàåìûõ íà ôóíêöèþ Φ, â àäèàáàòè÷åñêîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé îêàçûâà-
åòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé. Î÷åâèäíî, ñâîéñòâî ãèïåðáîëè÷íîñòè íàðóøàåòñÿ, åñëè ó÷èòûâàåòñÿ
òåïëîïðîâîäíîñòü ñðåäû íà îñíîâàíèè çàêîíà òåïëîïðîâîäíîñòè Ôóðüå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ � ñèëüíî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ïî ïåðåìåííîé Λ.
Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âïîëíå ðàçóìíûì, ïîñêîëüêó ïîòåíöèàë íàïðÿæåíèé â
ëèíåéíîé òåîðèè, ðàâíûé êâàäðàòè÷íîé ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè Φ â ðÿä Òåéëîðà

Φ(Λ, S) =
1

2
(Λ− I)∗ :

∂2Φ(I, S0)

∂Λ2
: (Λ− I)∗ + . . .

� óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ïîëîæèòåëüíîñòè. Äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû ýòî ñâîéñòâî àâòîìà-
òè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîíñòàíòû [16]:

3λ+ 2µ > 0, µ > 0, α > 0. (7)

Ïóñòü τ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, äâîéñòâåííûé ïî îòíîøåíèþ ê òåíçîðó Λ, à Ψ(τ, S) =
= τ∗ : Λ−Φ(Λ, S) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà îò âíóòðåííåé ýíåðãèè, êîòîðîå òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèåé ïî τ . Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (4) ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â îáðàùåííîì âèäå:

R · Λ = R · ∂Ψ(τ, S)

∂τ
=
∂Ψ(R∗ · σ, S)

∂σ
.

Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà ñîâïàäàåò ñ òåíçîðîì äèñòîðñèè, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî
óðàâíåíèå

∂

∂t

∂Ψ(R∗ · σ, S)

∂σ
= vξ. (8)

Çàìêíóòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü àäèàáàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãîé ñðåäû,
ó÷èòûâàþùóþ âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþò óðàâíåíèÿ ïîñòóïàòåëü-
íîãî è âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèé (3), îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (8), îáûêíîâåííîå äèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Ṙ = ω ·R äëÿ òåíçîðà âðàùåíèé è óðàâíåíèå ïîñòîÿíñòâà ýíòðîïèè,
âûòåêàþùåå èç (5) â ðàìêàõ ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé. Â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ìîäåëü
ïðèâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå:

ρ0 v̇i = σij,j ,
∂

∂t

∂Ψ(R∗σ, S)

∂σij
= vi,j ,

∂

∂t

(
Jij ωj

)
= εijk σkl

∂Ψ(R∗σ, S)

∂σjl
,

Ṙij = εikl ωk Rlj , Ṡ = 0,

(9)

ãäå R è σ � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ òåíçîðîâ â ðàññìàòðèâàåìîé êîîðäèíàòíîé ñèñòåìå.
Â ïðîñòðàíñòâåííîì ñëó÷àå ñèñòåìà (9) ñîñòîèò èç 25 óðàâíåíèé, çàïèñàííûõ îòíîñèòåëüíî
25 íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé: vi, σij , ωi, Rij è S. Âõîäÿùèå â íåå êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îñíîâíûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ïî ôîðìóëàì: Jij = J0klRik Rjl.

2. Ìîìåíòíàÿ óïðóãàÿ ñðåäà

Â áîëåå ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, ñëóæàùåé ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûì îáîáùå-
íèåì ìîäåëè ìîìåíòíîãî êîíòèíóóìà Êîññåðà, êðîìå äåôîðìàöèé, õàðàêòåðèçóåìûõ òåí-
çîðîì Λ, ó÷èòûâàþòñÿ êðèâèçíû ýëåìåíòîâ. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ òåíçîð âòîðîãî ðàíãà M ,
ðàâíûé íóëþ â åñòåñòâåííîì (íåäåôîðìèðîâàííîì) ñîñòîÿíèè ñðåäû, êèíåìàòèêà êîòîðîãî
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îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ṁ = ωξ. Â èíòåãðàëüíûõ çàêîíàõ ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
è ýíåðãèè (2) ïîÿâëÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå∫

Γ

m · ν dΓ è

∫
Γ

ω ·m · ν dΓ,

îáóñëîâëåííûå äåéñòâèåì ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ òåíçîðîì m.
Óòî÷íåííîå óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

∂

∂t
(J · ω) = divξm+ 2 (σ · x∗ξ)a + g. (10)

Èçìåíåíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè îïèñûâàåòñÿ áîëåå îáùèì ïî ñðàâíåíèþ ñ (3) óðàâíåíèåì

Φ̇ = σ∗ : (vξ − ω · xξ) +m∗ : M − divξ q +Q. (11)

Íåçàâèñèìûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè óïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ñðåäû íàçíà÷àþòñÿ
òåíçîðû Λ, M è ýíòðîïèÿ S. Êàê ñëåäñòâèå îáðàòèìîñòè ïðîöåññà äåôîðìàöèè ñ ó÷åòîì
ôîðìóëû (1) ïîëó÷àþòñÿ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ âèäà

R∗ · σ =
∂Φ

∂Λ
, m =

∂Φ

∂M
.

Åñëè ñðåäà èçîòðîïíà, òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò èíâàðèàíòîâ òåíçîðîâ,
íàïðèìåð, îò ðàññìîòðåííûõ âûøå èíâàðèàíòîâ Λ, èíâàðèàíòîâ M :

Js1 = M s : I, Js2 = (M s)2 : I, Js3 = (M s)3 : I, Ja2 = 2 |Ma|2

è îò ýíòðîïèè. Ñîâìåñòíûå èíâàðèàíòû ýòèõ òåíçîðîâ íå ìîãóò ó÷àñòâîâàòü â êà÷åñòâå
àðãóìåíòîâ Φ, ïîñêîëüêó Λ îòíîñèòñÿ ê ïîëÿðíûì, à M � ê àêñèàëüíûì òåíçîðàì [2].
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå èçîòðîïíîé ñðåäû âûïîëíÿåòñÿ îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (6) è
äîïîëíèòåëüíîå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

m = b1 I + 2b2M
s + 3b3 (M s)2 + 2βMa,

â êîòîðîì bk = ∂Φ/∂Jsk è β = ∂Φ/∂Ja2 . Â ëèíåéíîé òåîðèè Êîññåðà b1 = ψJs1 , b2 = η, b3 = 0,
êîíñòàíòû ìàòåðèàëà ψ, η è β óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì

3ψ + 2η > 0, η > 0, β > 0,

ãàðàíòèðóþùèì â ñîâîêóïíîñòè ñ (7) âûïóêëîñòü êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà íàïðÿæåíèé

Φ =
λ (Is1)2

2
+ µ Is2 + α Ia2 − (3λ+ 2µ) Is1 +

ψ (Js1)2

2
+ η Js2 + β Ja2 .

Â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ Φ äîëæíà áûòü ñèëüíî âûïóêëîé ôóíêöèåé ïî ïåðåìåííûì
Λ è M , ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà, îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ ìîæíî
îáðàòèòü:

R · Λ =
∂Ψ(R∗ · σ,m, S)

∂σ
, M =

∂Ψ(R∗ · σ,m, S)

∂m
, (12)

ãäå Ψ(τ,m, S) = τ∗ : Λ +m∗ : M − Φ(Λ,M, S) � ñèëüíî âûïóêëàÿ ïî τ è m ôóíêöèÿ.
Äëÿ àäèàáàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ ñèë, ìîìåíòîâ è òåïëîâûõ èñ-

òî÷íèêîâ ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ â
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ñîâîêóïíîñòè ñ îáûêíîâåííûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè äëÿ òåíçîðà âðàùàòåëü-
íîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö è äëÿ ýíòðîïèè îáðàçóþò çàìêíóòóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü. Íàè-
áîëåå ïðîñòîé âèä óðàâíåíèÿ ýòîé ìîäåëè èìåþò â ïðîåêöèÿõ íà îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò:

ρ0 v̇i = σij,j ,
∂

∂t

∂Ψ(R∗σ,m, S)

∂σij
= vi,j ,

∂

∂t

(
Jij ωj

)
= mij,j + εijk σkl

∂Ψ(R∗σ,m, S)

∂σjl
,

∂

∂t

∂Ψ(R∗σ,m, S)

∂mij
= ωi,j ,

Ṙij = εikl ωk Rlj , Ṡ = 0.

(13)

Ñ ó÷åòîì ôîðìóë Jij = J0klRik Rjl ñèñòåìó (13) îáðàçóþò 34 óðàâíåíèÿ äëÿ 34-õ íåèçâåñò-
íûõ ôóíêöèé: vi, σij , ωi, mij , Rij è S.

3. Êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà óðàâíåíèé

Ïðèíöèïèàëüíî âàæíî òî, ÷òî ñèñòåìû (9) è (13) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåðìîäèíàìè÷åñ-
êè ñàìîñîãëàñîâàííûå ñèñòåìû çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ìîæíî óêàçàòü
ïðîèçâîäÿùèå ïîòåíöèàëû L0 è Lj , êîòîðûå ïîçâîëÿþò çàïèñàòü èõ â åäèíîîáðàçíîé ôîðìå

∂

∂t

∂L0(DU)

∂U
=

∂

∂ξj

∂Lj(U)

∂U
+ F (D,U),

∂D

∂t
= G(D,U). (14)

Çäåñü U � n-ìåðíûé âåêòîð (n = 15 è 24), ñîñòàâëåííûé èç íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, èñêëþ-
÷àÿ ýíòðîïèþ S, âõîäÿùóþ â (14) êàê ïàðàìåòð, è êîìïîíåíòû òåíçîðà âðàùåíèé Rij , D
� íåâûðîæäåííàÿ (îðòîãîíàëüíàÿ) êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà òàêîé æå ðàçìåðíîñòè, F è G �
çàäàííûå âåêòîð-ôóíêöèè. Îòëè÷íûìè îò íóëÿ è åäèíèöû ýëåìåíòàìè ìàòðèöû D ñëóæàò
âåëè÷èíû Rij . Âåêòîð-ôóíêöèè F è G ëåãêî îïðåäåëèòü ïî âèäó óðàâíåíèé. Äëÿ ñèñòå-
ìû (9) êîìïîíåíòàìè âåêòîðà DU ÿâëÿþòñÿ âåëè÷èíû vi, Rki σkj è Rki ωk, ïðîèçâîäÿùèå
ïîòåíöèàëû ðàâíû

L0(DU) = ρ0
vi vi

2
+

1

2
(R∗ω)i J0 ij (R∗ω)j + Ψ(R∗σ, S), Lj(U) = vi σij .

Äëÿ ñèñòåìû (13) âåêòîð DU ñîñòàâëÿþò vi, Rki σkj , Rki ωk è mij , â ïîòåíöèàëå L
0 ðàñøè-

ðÿåòñÿ íàáîð àðãóìåíòîâ, à ê Lj äîáàâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå ωimij .
Óðàâíåíèå äëÿ ýíòðîïèè, âõîäÿùåå â (9) è (13), íå âêëþ÷åíî â ñèñòåìó (14), ïîñêîëü-

êó èç íåå àâòîìàòè÷åñêè ñëåäóåò ýêâèâàëåíòíûé ýòîìó óðàâíåíèþ äîïîëíèòåëüíûé çàêîí
ñîõðàíåíèÿ (òî÷êîé îáîçíà÷àåòñÿ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ):

∂

∂t

(
U · ∂L

0(DU)

∂U
− L0(DU)

)
=

∂

∂ξj

(
U · ∂L

j(U)

∂U
− Lj(U)

)
+

+ U ·G− ∂L0(DU)

∂U
·D−1F U,

(15)

ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî ìîæíî ïðîâåðèòü ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∂L0(DU)

∂t
=
∂L0(DU)

∂U
·
(
∂U

∂t
+D−1∂D

∂t
U

)
. (16)

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (14), (15) èìååò äèâåðãåíòíóþ ôîðìó è ìîæåò ñëóæèòü äëÿ êîððåêòíîãî
îïèñàíèÿ îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñ ðàçðûâàìè ñêîðîñòåé è íàïðÿæåíèé � óäàðíûìè âîëíà-
ìè è êîíòàêòíûìè ðàçðûâàìè íà ïîâåðõíîñòÿõ ðàçäåëà ñðåä ñ ðàçíûìè ìåõàíè÷åñêèìè
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ñâîéñòâàìè. Ñîîòíîøåíèÿ ñèëüíîãî ðàçðûâà äëÿ ýòîé ñèñòåìû çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

c

[
∂L0(DU)

∂U

]
+

[
∂Lj(U)

∂U

]
νj = 0, c

[
D
]

= 0,

c

[
U · ∂L

0(DU)

∂U
− L0(DU)

]
+

[
U · ∂L

j(U)

∂U
− Lj(U)

]
νj = 0,

(17)

ãäå c � ëàãðàíæåâà ñêîðîñòü ôðîíòà â íàïðàâëåíèè íîðìàëè, êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò
ñêà÷îê ôóíêöèè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà. Ê ñèñòåìå (17) íåîáõîäèìî äîáà-
âèòü íåðàâåíñòâî [S] ≥ 0 è íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ðàçðûâà (ñì.,
íàïðèìåð, [18, 19]). Îäíàêî ýòè óñëîâèÿ ìîæíî â ïîëíîé ìåðå ïðîàíàëèçèðîâàòü òîëüêî ñ
ïðèâëå÷åíèåì êîíêðåòíîãî âèäà òåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ Φ èëè Ψ.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ (16) ê ïðîèçâîäíîé ∂L0(DU)/∂U , ìîæíî ïðè-
âåñòè ñèñòåìó (14) ê ñèììåòðè÷åñêîé ôîðìå(

I 0
0 A

)
∂

∂t

(
D
U

)
=

(
0 0
0 Bj

)
∂

∂ξj

(
D
U

)
+

(
G
H

)
. (18)

Çäåñü

A =
∂2L0(DU)

∂U2
, Bj =

∂2Lj(U)

∂U2
, H = F −AD−1GU.

Ìàòðèöû A è Bj ñèììåòðè÷íû è, êðîìå òîãî, òàê êàê L0(DU) � ñèëüíî âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ,
òî ìàòðèöà A ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé (14) ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïî Ôðèäðèõñó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàòðèöû-êîýôôèöèåíòû ñèñòåìû (18) è âåêòîðû G è H óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõD è U . Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè äâóõ ðåøåíèé
òàêîé ñèñòåìû, îïðåäåëåííûõ â ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáëàñòè C òèïà óñå÷åííîãî êî-
íóñà, îñíîâàíèÿìè êîòîðîãî ñëóæàò ãèïåðïëîñêîñòè t = t0 è t = t1, à óðàâíåíèå áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè h(ξ, t) = 0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Ãàìèëüòîíà � ßêîáè: ḣ + c(hξ) ≥ 0,
ãäå hξ � ãðàäèåíò ôóíêöèè, à c(ν) � íàèìåíüøèé êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ
det(cA+ νjB

j) = 0, ñïðàâåäëèâà àïðèîðíàÿ îöåíêà:∥∥(D′, U ′)− (D,U)
∥∥(t1) ≤

∥∥(D′, U ′)− (D,U)
∥∥(t0) exp a(t1 − t0), (19)

âûâîä êîòîðîé â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ïðèâåäåí â [16, 19]. Çäåñü a � ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ
îò îáîèõ ðåøåíèé è ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè è ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì,
à äâîéíûìè ñêîáêàìè îáîçíà÷åíà ýíåðãåòè÷åñêàÿ íîðìà∥∥(D,U)

∥∥2
(t) =

1

2

∫
Ct

(
trD∗D + UAU

)
dξ

(tr � ñëåä ìàòðèöû), âû÷èñëÿåìàÿ êàê èíòåãðàë ïî ñå÷åíèþ Ct êîíè÷åñêîé îáëàñòè C ãè-
ïåðïëîñêîñòüþ t = const. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

D|t=t0 = D0(ξ), U |t=t0 = U0(ξ)

åäèíñòâåííî â C è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Êðîìå òîãî, èç îöåíêè (19)
ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü îáëàñòåé çàâèñèìîñòè è âëèÿíèÿ ðåøåíèé (êîíå÷íîñòü ñêîðîñòåé
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé â ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëÿõ). Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëü-
íûõ îáëàñòåé òèïà óñå÷åííîãî êîíóñà èçëîæåí, íàïðèìåð, â [12].

Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà â óñå÷åííûõ êîíóñàõ, ïðèìûêàþùèõ ê ãðàíèöå îáëàñ-
òè ðåøåíèÿ çàäà÷è, åñëè íà ýòîé ãðàíèöå ïîñòàâëåíû äèññèïàòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.
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Äèññèïàòèâíîñòü â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðåøåíèé â òî÷êàõ ãðàíèöû
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(U ′ − U)Bj(U) (U ′ − U) νj ≤ 0.

Èç èíòåãðàëüíîé îöåíêè â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è
è íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ýòîãî ðåøåíèÿ îò íà÷àëüíûõ äàííûõ. Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó
ìàòðèö Bj , ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå äèññèïàòèâíîñòè äëÿ ìîäåëè ìîìåíòíîé òåîðèè
óïðóãîñòè ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó

(v′i − vi)(σ′ij − σij) νj + (ω′i − ωi)(m′ij −mij) νj ≤ 0. (20)

Ê äèññèïàòèâíûì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ñêîðîñòÿõ vi = v̄i, ωi = ω̄i è
ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â íàïðÿæåíèÿõ σij νj = σ̄i, mij νj = m̄i, à òàêæå êîìáèíèðîâàííûå âàðè-
àíòû òàêèõ óñëîâèé, íàïðèìåð, åñëè íà íåêîòîðîé ÷àñòè ãðàíèöû çàäàíû âåêòîðû óãëîâîé
ñêîðîñòè ω̄i è íàïðÿæåíèé σ̄i èëè âåêòîðû ëèíåéíîé ñêîðîñòè v̄i è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé
m̄i. Äîïóñêàþòñÿ òàêæå ñìåøàííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, êîãäà çàäàþòñÿ íîðìàëüíûå ñêî-
ðîñòè è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ, èëè, íàîáîðîò, íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ è êàñàòåëüíûå
ñêîðîñòè.

Äëÿ áåçìîìåíòíîé óïðóãîé ñðåäû ñ âðàùàþùèìèñÿ ÷àñòèöàìè âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé
÷àñòè íåðàâåíñòâà (20) îòñóòñòâóåò, ïîýòîìó äèññèïàòèâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ôîðìóëè-
ðóþòñÿ â òåðìèíàõ ïðîåêöèé âåêòîðà ëèíåéíîé ñêîðîñòè è êîìïîíåíò íåñèììåòðè÷íîãî
òåíçîðà íàïðÿæåíèé òî÷íî òàê æå, êàê â êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî ìîäåëü íåëèíåéíî óïðóãîé ñðåäû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ìîäåëè, ó÷è-
òûâàþùåé âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ÷àñòèö, ïóòåì ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïî J ïðè
J → 0. Ïðè òàêîì ïåðåõîäå õàðàêòåðíûé ðàçìåð ÷àñòèö ìèêðîñòðóêòóðû ìàòåðèàëà ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ è, òàêèì îáðàçîì, â ïðåäåëå ïîëó÷àåòñÿ îáû÷íàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà � êîíòèíó-
óì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö, î÷åâèäíî, ïðèâîäèò
ê óñëîâèþ ñèììåòðèè òåíçîðà σ · x∗ξ , êîòîðîå ïî ñóùåñòâó îçíà÷àåò ñèììåòðèþ òåíçîðà íà-
ïðÿæåíèé Êîøè. Îäíàêî ïðè ýòîì ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) âûðîæäàåòñÿ, òåðÿÿ ãèïåðáîëè÷-
íîñòü, ïîäîáíî òîìó, êàê åñëè áû ê íóëþ ñòðåìèëàñü ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà. Òàêèì îáðàçîì,
âîïðîñ î ïðèâåäåíèè óðàâíåíèé íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ê òåðìîäèíàìè÷åñêè ñàìî-
ñîãëàñîâàííîé ñèñòåìå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ [13, 17] íå èìååò ïðîñòîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ
ðàññìàòðèâàåìîé áîëåå îáùåé ìîäåëè.

4. Âðàùåíèå ÷àñòèö ïðè îäíîðîäíîì ñäâèãå

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïëîñêîãî ñäâèãà èçîòðîïíîé ìîìåíòíîé óïðóãîé
ñðåäû, êîòîðûé îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

x1 = ξ1, x2 = χ ξ1 + ξ2, x3 = ξ3. (21)

Åñëè ñêîðîñòü ñäâèãà χ̇ ïîñòîÿííà, òî â ñðåäå âîçíèêàåò îäíîðîäíîå íàïðÿæåííî-äåôîð-
ìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ïîñêîëüêó ñèëû èíåðöèè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå
îòñóòñòâóþò. Ìîìåíòíûå íàïðÿæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ, ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà
óðàâíåíèé (13) ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé (9). Ìàòðèöû òåíçîðà äèñòîðñèè, òåíçîðà âðàùåíèé è
òåíçîðà óãëîâîé ñêîðîñòè èìåþò âèä

xξ =

1 0 0
χ 1 0
0 0 1

 , R =

cosϕ − sinϕ 0
sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 , ω = ϕ̇

0 −1 0
1 0 0
0 0 0

 .
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Ïðè îòñóòñòâèè îòíîñèòåëüíîãî âðàùåíèÿ ÷àñòèö, êîãäà óãîë ïîâîðîòà ϕ ñîâïàäàåò ñ óãëîì
ïîâîðîòà ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ ϕe, ìàòðèöà

Λ = R∗xξ =

χ sinϕ+ cosϕ sinϕ 0
χ cosϕ− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


ñèììåòðè÷íà, ñëåäîâàòåëüíî, tgϕe = χ/2. Â ýòîì ñëó÷àå

σ x∗ξ = R
(
a1 I + 2a2 Λs + 3a3(Λs)2 + 2αΛa

)
Λ∗R∗ (22)

òàêæå ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, ïîýòîìó óðàâíåíèå âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, â êîòîðîå âõî-
äèò ëèøü åå àíòèñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòü, ïðèíèìàåò âèä: j0 ϕ̈e = 0. Î÷åâèäíî, îíî âûïîëíÿåò-
ñÿ, åñëè ñðåäà íå îáëàäàåò âðàùàòåëüíîé èíåðöèåé. Â èíåðöèîííûõ ñðåäàõ ϕ = ϕe +ϕr, ãäå
ϕr � óãîë îòíîñèòåëüíîãî ïîâîðîòà, êîòîðûé ñ÷èòàåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ϕe. Â òàêîì
ñëó÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè

sinϕ ≈ sinϕe + ϕr cosϕe, cosϕ ≈ cosϕe − ϕr sinϕe,

√
χ2 + 4 R ≈

2 −χ 0
χ 2 0

0 0
√
χ2 + 4

− ϕr
 χ 2 0
−2 χ 0
0 0 0

 ,

√
χ2 + 4 Λ ≈

χ2 + 2 χ 0
χ 2 0

0 0
√
χ2 + 4

− ϕr
 −χ −2 0
χ2 + 2 χ 0

0 0 0

 .

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ ïðèáëèæåíèé â ôîðìóëó (22) ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì àíòèñèììåò-
ðè÷íîé ÷àñòè ìàòðèöû σ x∗ξ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ

j0 ϕ̈r = −a0 ϕr +
4j0 χ χ̇

2

(χ2 + 4)2
, (23)

ãäå a0 = (α − a2)(χ2 + 4) −
(
a1 + 3a3(χ2 + 2)/2

)√
χ2 + 4. Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (23), ñâÿçàííîå ñî ñêîðîñòüþ ñäâèãà, îïèñûâàåò ïëàâíûé ïîâîðîò ÷àñòèö. Îíî â
òî÷íîñòè ðàâíî ìîìåíòó ñèë èíåðöèè ïåðåíîñíîãî äâèæåíèÿ. Ïåðâîå ñëàãàåìîå îáóñëîâëå-
íî óïðóãîé ïîäàòëèâîñòüþ ñðåäû ïî îòíîøåíèþ ê âðàùàòåëüíîìó äâèæåíèþ ÷àñòèö. Ïðè
ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a0, çàâèñÿùåãî îò óãëà ñäâèãà, â ñðåäå ðåàëèçóåòñÿ
îñöèëëèðóþùèé, êîëåáàòåëüíûé ðåæèì âðàùåíèÿ. Ïðè îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè a0 îñöèë-
ëÿöèè èñ÷åçàþò.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êâàäðàòè÷íîãî ïîòåíöèàëà íàïðÿæåíèé êîíòèíóóìà Êîññåðà. Òàê
êàê â ñîñòîÿíèè ñäâèãà Is1 =

√
χ2 + 4 + 1, òî äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà

a1 = λ
√
χ2 + 4− 2(λ+ µ), a2 = µ, a3 = 0,

a0 = (α− λ− µ)(χ2 + 4) + 2(λ+ µ)
√
χ2 + 4.

Ïðè ìàëûõ χ ïàðàìåòð a0 ïîñòîÿíåí è ðàâåí 4α > 0. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (23)

ϕr(t) = C1 sin
2πt

θ
+ C2 cos

2πt

θ

îïèñûâàåò â ýòîì ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì θ = π
√
j0/α.
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Äëÿ áîëüøèíñòâà èçâåñòíûõ â ñïðàâî÷íîé ëèòåðàòóðå ìàòåðèàëîâ, ïðîÿâëÿþùèõ ìî-
ìåíòíûå ñâîéñòâà, âåëè÷èíà λ+ µ íà ïîðÿäîê áîëüøå, ÷åì α. Ïîýòîìó ïàðàìåòð a0 ìåíÿåò
çíàê. Ýòî ïðîèñõîäèò ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè

χ∗ =
2
√

2α (λ+ µ)− α2

λ+ µ− α
.

Ïî ìåðå äîñòèæåíèÿ ýòîãî çíà÷åíèÿ â ñäâèãàåìîì ñëîå êîëåáàòåëüíûé ðåæèì âðàùåíèÿ
÷àñòèö ñìåíÿåòñÿ ïëàâíûì áåçîñöèëëÿöèîííûì äâèæåíèåì.

Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èëëþñòðèðóåò îñíîâíóþ êà÷åñòâåííóþ îñîáåííîñòü äåôîðìàöèè
ñðåäû ñ ìèêðîñòðóêòóðîé ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íîé óïðóãîé ñðåäîé. Ïðîöåññ ñäâèãà â òà-
êîé ñðåäå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñîáñòâåííûìè êîëåáàíèÿìè âðàùà-
òåëüíîãî äâèæåíèÿ ÷àñòèö. Êîëåáàòåëüíûé õàðàêòåð äâèæåíèé â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêè
ëèíåéíîé òåîðèè Êîññåðà èçó÷àëñÿ â [16]. Íà îñíîâå àíàëèçà ðåøåíèé áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
ìîìåíòíàÿ ñðåäà îáëàäàåò ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé ÷àñòèö, êîòîðàÿ ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ ôåíîìåíîëîãè÷åñêèì ïàðàìåòðîì ìàòå-
ðèàëà.
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ABSTRACT

Mathematical model of micropolar elastic medium under �nite strains is reduced to
a thermodynamically consistent system of conservation laws, on the basis of which
can be obtained integral estimates, guaranteeing the uniqueness and continuous de-
pendence �in the small� of solutions of the Cauchy problem and the boundary-value
problems with dissipative boundary conditions, and a correct description of general-
ized solutions with strong discontinuities is given.
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