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Î ïî÷òè ñâîáîäíûõ äåéñòâèÿõ òîðà

è ãèïîòåçå Õîððîêñà

Ìû ðàññìàòðèâàåì ìîäåëü êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X ñ äåéñòâèåì òîðà, ïðåäñòàâ-
ëÿþùóþ ñîáîé êîìïëåêñ Êîøóëÿ ýêâèâàðèàíòíûõ êîãîìîëîãèé X. Íà îñíîâå èçó÷åíèÿ
ãîìîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìîäóëåé íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ ìû ïîëó÷àåì íîâûå îöåí-
êè ãîìîëîãè÷åñêîãî ðàíãà (ïîëíîé ðàçìåðíîñòè ðàöèîíàëüíûõ êîãîìîëîãèé) ïðîñòðàí-
ñòâà X. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîëó÷àåì ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ãèïîòåçû î òîðè÷åñêîì ðàíãå
äëÿ äåéñòâóþùåãî òîðà ðàçìåðíîñòè 6 4.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïî÷òè ñâîáîäíûå äåéñòâèÿ òîðà, ýêâèâàðèàíòíûå êîãîìîëîãèè, êîì-

ïëåêñ Êîøóëÿ, ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ, áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè.

Ââåäåíèå

Èçó÷åíèå äåéñòâèé ãðóïï íà ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ ÿâëÿåòñÿ êëàñ-
ñè÷åñêîé è îáøèðíîé îáëàñòüþ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè. Â ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îñîáûé
èíòåðåñ ê ïðîñòðàíñòâàì ñ äåéñòâèåì òîðîâ Tm îáóñëîâëåí âçàèìíûì ïðîíèêíîâåíèåì èäåé
è ìåòîäîâ áîëüøîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ðàçäåëîâ ìàòåìàòèêè: êîìáèíàòîðèêè, ãîìîëîãè÷å-
ñêîé è êîììóòàòèâíîé àëãåáðû, ýêâèâàðèàíòíîé òîïîëîãèè. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû óäåëèì
âíèìàíèå âçàèìîñâÿçÿì äâóõ èçâåñòíûõ ïðîáëåì ýêâèâàðèàíòíîé òîïîëîãèè è êîììóòàòèâ-
íîé àëãåáðû: ãèïîòåçå Ãàëüïåðèíà î òîðè÷åñêîì ðàíãå è ãèïîòåçå Áóõñáàóìà � Àéçåíáàäà �
Õîððîêñà î ðàçìåðíîñòÿõ íåêîòîðûõ Tor-ìîäóëåé íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ S(m).

Ïåðâàÿ ÷àñòü çàìåòêè ïîñâÿùåíà îáùåé òîïîëîãè÷åñêîé ãèïîòåçå î òîðè÷åñêîì ðàíãå.
Îíà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Ãàëüïåðèíûì [11] äëÿ äåéñòâèÿ òîðîâ Tm. Ñàìà ãèïîòåçà äàåò
íèæíþþ îöåíêó ðàíãà êîëüöà êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ñ ïî÷òè ñâîáîäíûì äåéñòâèåì òî-
ðà Tm (íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèå ãðóïïû G íà ïðîñòðàíñòâå X íàçûâàåòñÿ ïî÷òè ñâîáîäíûì,
åñëè ñòàáèëèçàòîð Gx ⊂ G êàæäîé òî÷êè x ∈ X êîíå÷åí).

Ãèïîòåçà (Î òîðè÷åñêîì ðàíãå). Ïóñòü íà êîíå÷íîìåðíîì CW -êîìïëåêñå X ïî÷òè

ñâîáîäíî äåéñòâóåò òîð Tm, òîãäà

hrk(X,Q) :=
∑
i

dimH i(X,Q) > 2m.

Àíàëîãè÷íàÿ ãèïîòåçà äëÿ ñâîáîäíûõ äåéñòâèé p-òîðîâ (Z/pZ)m íà ïðîèçâåäåíèÿõ ñôåð
áûëà ñôîðìóëèðîâàíà Êîííåðîì â 1957 ã. [5]. Íà äàííûé ìîìåíò (ñì. [15]) ïîëíîñòüþ ãèïî-
òåçà äîêàçàíà ëèøü ïðè m 6 3 äëÿ òîðîâ è 2-òîðîâ è ïðè m 6 2 äëÿ p-òîðîâ (p � íå÷åòíîå).
Îäíàêî èìååòñÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî ïðèìåðîâ ñåìåéñòâ ìíîãîîáðàçèé ñ äåéñòâèåì òîðà,
äëÿ êîòîðûõ ãèïîòåçà âûïîëíÿåòñÿ. Òàê, èçâåñòíî [9, 7.3.3], ÷òî îíà âåðíà äëÿ îäíîðîäíûõ
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ïðîñòðàíñòâ êîìïàêòíûõ ãðóïï Ëè, äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äåéñòâèé íà ñèìïëåêòè÷åñêèõ
ìíîãîîáðàçèÿõ, äëÿ ìíîãîîáðàçèé, ÷üè êîãîìîëîãèè óäîâëåòâîðÿþò ñèëüíîé òåîðåìå Ëåô-
øåöà è ìíîãèõ äðóãèõ.

Â ðàçäåëå 1 ïðè ïîìîùè ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëåðå � Ñåððà ðàññëîåíèÿ
π : X × ETm → XTm ìû ïîñòðîèì óäîáíóþ ìîäåëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðóïï êîãîìîëîãèé
H∗(X,Q) ïðîèçâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ äåéñòâèåì òîðà Tm. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ïî-
÷òè ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ íà êîíå÷íîìåðíûõ CW -êîìïëåêñàõ íàøà ìîäåëü îáëàäàåò íåêî-
òîðûìè âàæíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè.

Îáúåêòû, âîçíèêàþùèå â ïåðâîé ÷àñòè, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèâîäÿò íàñ ê õîðî-
øî èçâåñòíîé â êîììóòàòèâíîé àëãåáðå ãèïîòåçå Áóõñáàóìà � Àéçåíáàäà è Õîððîêñà [13,
prob. 24]. Ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîé ôîðìóëèðîâêè Áóõñáàóìîì è Àéçåíáàäîì â [1, p. 453]
óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû ìíîãî ðàç îáîáùàëîñü. Ñëåäóÿ [13, prob. 24], ìû áóäåì íàçûâàòü åå
ãèïîòåçîé Õîððîêñà. Ïîñêîëüêó èñõîäíàÿ ìîòèâèðîâêà íàøåãî èññëåäîâàíèÿ ëåæèò â îá-
ëàñòè ýêâèâàðèàíòíîé òîïîëîãèè, ìû ïðèâåäåì òîò âàðèàíò ãèïîòåçû, êîòîðûé íåïîñðåä-
ñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàí ñ ïðîáëåìîé òîðè÷åñêîãî ðàíãà.

Ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ S(m) = Q[v1, . . . , vm] ñ �òîïîëîãè÷åñêîé� ãðàäóèðîâêîé
deg vi = 2.

Ãèïîòåçà (Ãèïîòåçà Õîððîêñà). Ïóñòü M � êîíå÷íîìåðíûé íàä Q ãðàäóèðîâàííûé

ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ S(m), òîãäà

dimTor−i
S(m)(M,Q) >

(
m

i

)
, i = 0, . . . ,m.

Îòìåòèì, ÷òî ÷àñòî ãèïîòåçà ôîðìóëèðóåòñÿ íå äëÿ ìîäóëåé íàä ãðàäóèðîâàííûì êîëü-
öîì ìíîãî÷ëåíîâ Q[v1, . . . , vm], à äëÿ ìîäóëåé íàä ïðîèçâîëüíûì ëîêàëüíûì êîëüöîì. Èìå-
åòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ, ñâÿçàííûõ ñ ãèïîòåçîé Õîððîêñà. Òàê, â ðàáîòå
Ýâàíñà è Ãðèôôèòñà [7] ãèïîòåçà äîêàçàíà äëÿ ìîäóëåé M , ÿâëÿþùèõñÿ ïðÿìîé ñóììîé
ïîäìîäóëåé âèäà k[v1, . . . , vm]/I, ãäå èäåàë I ïîðîæäåí ìîíîìàìè, â ÷àñòíîñòè, òàêèå ìîäóëè
M äîïóñêàþò Zm-ìóëüòèãðàäóèðîâêó. Ïðè íåêîòîðûõ ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ
íà ìîäóëü M ãèïîòåçà äîêàçàíà â [8].

Â [7] óêàçàíî (áåç äîêàçàòåëüñòâà), ÷òî ãèïîòåçà Õîððîêñà âåðíà äëÿ m 6 4. Â ðàçäåëå
2 ìû ïîäðîáíî îáñóäèì ñâÿçü ãèïîòåçû Õîððîêñà ñ ãèïîòåçîé î òîðè÷åñêîì ðàíãå è äàäèì
ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî îáåèõ ãèïîòåç äëÿ m 6 4, òåì ñàìûì óñèëèâàÿ ðåçóëüòàò [15].

Â ðàçäåëå 3, â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè, ìû èçó÷èì âûïîëíåíèå ãèïîòåç äëÿ âàæíûõ êëàñ-
ñîâ ìíîãîîáðàçèé è êîëåö, âîçíèêàþùèõ â òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè è êîìáèíàòîðíîé êîììó-
òàòèâíîé àëãåáðå. À èìåííî ïðîâåðèì èõ ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ è
êîëåö Ñòåíëè � Ðàéñíåðà. Êàê ñëåäñòâèå ìû ïîëó÷èì ÷èñòî êîìáèíàòîðíóþ èíòåðïðåòàöèþ
äîêàçàííûõ íåðàâåíñòâ â òåðìèíàõ êîìáèíàòîðíûõ èíâàðèàíòîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìïëè-
öèàëüíûõ êîìïëåêñîâ � áèãðàäóèðîâàííûõ ÷èñåë Áåòòè β−i,2j(K) (ñì. [2]). Íàêîíåö, ìû
ñôîðìóëèðóåì ïðîáëåìó î áèãðàäóèðîâêå â êîãîìîëîãèÿõ ïðîñòðàíñòâ ñ äåéñòâèåì òîðà è,
â ÷àñòíîñòè, ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü Òàðàñó Åâãåíüåâè÷ó Ïàíîâó çà ïîñòàíîâêó
çàäà÷ è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå, à òàêæå Ìèêèå Ìàñóäå çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ.
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1. Ãëàâíûå Tm-ðàññëîåíèÿ

Ïóñòü X � CW êîìïëåêñ ñ äåéñòâèåì m-ìåðíîãî òîðà Tm. Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ
ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå óäîáíîé ìîäåëè äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X.

Ëåììà 1.1. Íàáîð (X × ETm, XTm , Tm, π), ãäå XTm = X ×Tm ETm � êîíñòðóêöèÿ

Áîðåëÿ, π : X × ETm → XTm � ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî îðáèò, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-

òðèâèàëüíûì, ãîìîëîãè÷åñêè ïðîñòûì ðàññëîåíèåì.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê π � ïðîåêöèÿ íà ïðîñòðàíñòâî îðáèò ñâîáîäíîãî äåé-
ñòâèÿ êîìïàêòíîé ãðóïïû, òî àâòîìàòè÷åñêè íàáîð (X × ETm, XTm , Tm, π) îêàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì Tm-ðàññëîåíèåì.

Äîêàæåì òåïåðü ãîìîëîãè÷åñêóþ ïðîñòîòó ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ
ïåòëþ γ : S1 → XTm è ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå γ∗π íàä S1. Ãëàâíîå Tm-ðàññëîåíèå íàä ïðîèç-
âîëüíûì ïðîñòðàíñòâîì Y êëàññèôèöèðóåòñÿ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì èç ãðóïïû H2(Y,Zm).
Òàê êàê ãðóïïà H2(S1,Zm) íóëåâàÿ, òî ðàññëîåíèå γ∗π òðèâèàëüíî è äåéñòâèå âñÿêîãî ýëå-
ìåíòà [γ] ∈ π1(XTm) íà êîãîìîëîãèÿõ ñëîÿ òîæå òðèâèàëüíî. �

Ëåììà 1.2 ([14, Th. 1.6]). Ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå � Ñåððà ðàññëîåíèÿ

(X×ETm, XTm , Tm, π), âû÷èñëÿþùàÿ H∗(X,Q), âûðîæäàåòñÿ â ÷ëåíå E3, è äèôôåðåíöèàë

d2 îïðåäåëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì êëàññîì τ ∈ H2(XTm ,Zm) ãëàâíîãî Tm-ðàññëîåíèÿ

X × ETm → XTm.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ëåììå 1.1 ñïåêòðàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ëåðå �
Ñåððà (Ei, di) ðàññëîåíèÿ Tm → X×ETm → XTm ñõîäèòñÿ ê êîãîìîëîãèÿì X. Ðàññìîòðèì
ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q.

Ïîñêîëüêó äèôôåðåíöèàë d2 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óäîâëåòâîðÿåò ïðà-
âèëó Ëåéáíèöà, òî äîñòàòî÷íî çàäàòü åãî íà ìóëüòèïëèêàòèâíûõ îáðàçóþùèõ E2 =
H∗(Tm,Q) ⊗ H∗(XTm ,Q). Ïî ñîîáðàæåíèÿìè ðàçìåðíîñòè d2|E∗,0 = 0, ïîýòîìó îñòàëîñü
íàéòè d2 : H

1(Tm,Q) → H2(XTm ,Q). Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ óíèâåðñàëüíîãî ðàññëî-
åíèÿ ETm → BTm äèôôåðåíöèàë d2 ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó, â ñèëó åñòå-
ñòâåííîñòè ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, d2 : H

1(Tm,Q) → H2(XTm ,Q) ñîâïàäàåò ñ
i∗ : H2(BTm,Q) → H2(XTm ,Q), ãäå i : XTm → BTm � êëàññèôèöèðóþùåå îòîáðàæåíèå.
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ τ ∈ H2(XTm ,Zm) êàê ðàç ñîîòâåòñòâóåò
îòîáðàæåíèþ i∗ : H2(BTm,Z) → H2(XTm ,Z). Èòàê, E3 = H

[
H∗(Tm,Q)⊗H∗(XTm ,Q), d2

]
.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñå ñòàðøèå äèôôåðåíöèàëû òðèâèàëüíû. Äëÿ òîðà Tm àëãåáðà
êîãîìîëîãèé H∗(Tm,Q) åñòü âíåøíÿÿ àëãåáðà Λ(u1, . . . , um). Ïóñòü (M(XTm), ∂) � ìèíè-
ìàëüíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâà XTm , âû÷èñëÿþùàÿ åãî êîãîìîëîãèè. Òîãäà, ñîãëàñíî [10,
Prop. 15.15], ìîäåëüþ àëãåáðû êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà X ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ
àëãåáðà A = M(XTm)⊗ Λ(u1, . . . , um) ñ äèôôåðåíöèàëîì d, ñîâïàäàþùèì ñ ∂ íà M(XTm)
è çàäàííûì íà Λ1 òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå d : Λ1 → M2(XTm) ðåàëèçóåò õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé êëàññ τ ⊗ Q. Ïîìèìî îáû÷íîé òîïîëîãè÷åñêîé ãðàäóèðîâêè â àëãåáðå A èìååòñÿ
äîïîëíèòåëüíàÿ ãîìîëîãè÷åñêàÿ ãðàäóèðîâêà: deg ui = −1,deg v = 0 ïðè v ∈ M(XTm).
Ðàññìîòðèì ñïåêòðàëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (E′

i, d
′
i), àññîöèèðîâàííóþ ñ ýòîé ãðàäóè-

ðîâêîé, èëè, òî÷íåå, ñ óáûâàþùåé ôèëüòðàöèåé F iA =
⊕

k>−(m−i)Ak. Ïîñêîëüêó äèô-
ôåðåíöèàë d â A ïîâûøàåò ãîìîëîãè÷åñêóþ ãðàäóèðîâêó íå áîëåå, ÷åì íà 1, ìû èìååì
d′i = 0, i > 2. Äèôôåðåíöèàë d′0 â E′

0 = M(XTm) ⊗ Λ(u1, . . . , um) ñîâïàäàåò ñ ∂, òåì ñà-
ìûì E′

1 = H∗(XTm) ⊗ Λ(u1, . . . , um). Äèôôåðåíöèàë d′1 ñîâïàäàåò ñ äèôôåðåíöèàëîì d2
â ÷ëåíå E2 ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ëåðå � Ñåððà, ïîýòîìó èìååò ìåñòî öåïî÷êà
èçîìîðôèçìîâ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ:

H∗(X) ≃ H
[
A, d

]
≃ E′

∞ ≃ E′
2 ≃ H

[
E′

1, d
′
1

]
≃ H

[
E2, d2

]
≃ E3.

Òàê êàê E∞ ≃ H∗(X), òî âñå ñòàðøèå äèôôåðåíöèàëû di, i > 3 â ñïåêòðàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè E òðèâèàëüíû, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
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Ýòà ëåììà ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü àääèòèâíóþ ìîäåëü äëÿ êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ ñ
äåéñòâèåì òîðà, êîòîðóþ ìû â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ñëåäóþùèå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà èçîìîðôíû:

H∗(X,Q) ≃ H
[
H∗(XTm ,Q)⊗H∗(Tm,Q), d

]
. (1)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòîò èçîìîðôèçì ïðåäîñòàâëÿåò ìóëüòèïëèêàòèâ-
íóþ ìîäåëü ïðîñòðàíñòâ ñî ñâîáîäíûì äåéñòâèåì òîðà.

Ïðåäëîæåíèå 1.4. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî ñ äåéñòâèåì òîðà Tm. Åñëè ïðîñòðàí-

ñòâî XTm ôîðìàëüíî, òî ñëåäóþùèå àëãåáðû èçîìîðôíû:

H∗(X,Q) ≃ H
[
H∗(XTm ,Q)⊗H∗(Tm,Q), d

]
. (2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M(XTm) � ñíîâà ìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü ïðîñòðàí-
ñòâà XTm . Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî XTm ôîðìàëüíî, òî ñóùåñòâóåò êâàçè-èçîìîðôèçì
φ : M(XTm) → H∗(XTm ,Q). Ñîãëàñíî òåîðåìå [10, Lemma 14.2] φ ïðîäîëæàåòñÿ äî êâàçè-
èçîìîðôèçìà

φ⊗ id :
[
M(XTm)⊗ Λ(u1, . . . , um), d

]
→

[
H∗(XTm ,Q)⊗ Λ(u1, . . . , um), d

]
.

Òåì ñàìûì, àëãåáðà H
[
H∗(XTm ,Q) ⊗ Λ(u1, . . . , um), d

]
èçîìîðôíà àëãåáðå êîãîìîëîãèé

H∗(X,Q), ÷òî è òðåáîâàëîñü. �
Âîïðîñ î ìóëèòïëèêàòèâíîñòè èçîìîðôèçìà (1) â îáùåì ñëó÷àå îñòàåòñÿ îòêðûòûì.
Â ñëó÷àå êîíå÷íîãî CW -êîìïëåêñà X è ïî÷òè ñâîáîäíîãî äåéñòâèÿ êîãîìîëîãèè êîí-

ñòðóêöèè Áîðåëÿ XTm â ìîäåëè (1) ìîæíî çàìåíèòü íà êîãîìîëîãèè îáû÷íîãî ôàêòîðïðî-
ñòðàíñòâà X/Tm:

Ïðåäëîæåíèå 1.5.Ïóñòü íà êîíå÷íîìåðíîì CW -êîìïëåêñå X çàäàíî ïî÷òè ñâîáîäíîå

äåéñòâèå òîðà Tm, òîãäà èìååò ìåñòî àääèòèâíàÿ ìîäåëü êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâ X:

H∗(X,Q) ≃ H
[
H∗(X/Tm,Q)⊗H∗(Tm,Q), d

]
. (3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî èçîìîðôèçìó (1)

H∗(X,Q) ≃ H
[
H∗(XTm ,Q)⊗H∗(Tm,Q), d

]
.

Ïîýòîìó äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü èçîìîðôèçì àëãåáð êî-
ãîìîëîãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè â Q ïðîñòðàíñòâ XTm = X ×Tm ETm è X/Tm. Ðàññìîòðèì
äëÿ êàæäîãî n åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü:

f : Yn := X ×Tm (S2n+1)m → X/Tm.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîåì f−1(z) íàä òî÷êîé z ∈ X/Tm ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâî (S2n+1)m/Gx. Çäåñü
x ∈ X � ïðîèçâîëüíûé ïðîîáðàç òî÷êè z ïðè ïðîåêöèè íà ïðîñòðàíñòâî îðáèò, Gx ⊂ Tm �
ñòàáèëèçàòîð òî÷êè x ∈ X. Òàê êàê |Gx| < ∞, òî H i

(
(S2n+1)m/Gx,Q

)
= 0 ïðè 2n > i >

0, äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî (S2n+1)m/Gx � îñòîâ êëàññèôèöèðóþùåãî ïðîñòðàíñòâà
êîíå÷íîé ãðóïïû Gx. Ñîãëàñíî òåîðåìå Âèåòîðèñà � Áåãëå [16, 9.15] îòîáðàæåíèå

f∗ : Hr(X/Tm,Q) → Hr(Yn,Q)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì ïðè r < 2n. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè n → ∞, èìååì:

H∗(X/Tm,Q) ≃ H∗(X ×Tm ETm,Q),
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÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Îñîáî îòìåòèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû àëãåáðà H∗(X/Tm,Q) êîíå÷íîìåðíà. Ýòîò ôàêò

áóäåò èãðàòü äàëüøå êëþ÷åâóþ ðîëü.
Çàìå÷àíèå. Â ðàáîòå Ïóïïå [15], â êîòîðîé ãèïîòåçà î òîðè÷åñêîì ðàíãå äîêàçàíà ïðè

m 6 3, äëÿ àíàëèçà êîãîìîëîãèé H∗(X,Q) âìåñòî ðàññëîåíèÿ Tm → X × ETm → XTm

èñïîëüçîâàëîñü ðàññëîåíèå èç êîíñòðóêöèè Áîðåëÿ X → X ×Tm ETm → BTm. Ýòî æå ðàñ-
ñëîåíèå áûëî èñïîëüçîâàíî â [9, §7.3.2] äëÿ èçó÷åíèÿ ìèíèìàëüíîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâà X.

2. Ãèïîòåçà Õîððîêñà

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A àëãåáðó H∗(X/Tm,Q), à âíåøíþþ àëãåáðó H∗(Tm,Q) =
Λ(u1, . . . , um) � ÷åðåç Λ(m). Äàëåå äëÿ ìîäóëåé íàä àëãåáðîé ìíîãî÷ëåíîâ S(m) =
Q[v1, . . . , vm] ÷åðåç dim ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ðàçìåðíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà íàä Q.

Èçîìîðôèçì (3) ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñõîäíóþ òîïîëîãè÷åñêóþ çàäà÷ó îöåíêè êîãîìîëî-
ãè÷åñêîãî ðàíãà ïðîñòðàíñòâà ñ ïî÷òè ñâîáîäíûì äåéñòâèåì òîðà ê ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêîé
çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ êîãîìîëîãèé äèôôåðåíöèàëüíîé ãðàäóèðîâàííîé àëãåáðû

[A⊗ Λ(m), d].

Äèôôåðåíöèàë d çàäàí íà êîìïîíåíòå Λ1, ðàâåí 0 íà A è ïðîäîëæåí äî äèôôåðåíöèðî-
âàíèÿ àëãåáðû ïî ïðàâèëó Ëåéáíèöà. Îòîáðàæåíèå d : Λ1(m) → A2 åñòåñòâåííûì îáðàçîì
çàäàåò íà àëãåáðå A ñòðóêòóðó ìîäóëÿ íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ S(m) = Q[v1, . . . , vm]. Ïðè
òîïîëîãè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè ýòî ñòàíäàðòíàÿ ñòðóêòóðà H∗

Tm(pt,Q)-ìîäóëÿ â ýêâèâàðè-
àíòíûõ êîãîìîëîãèÿõ H∗

Tm(X,Q) = H∗(XTm ,Q). Èíòåðåñóþùàÿ íàñ àëãåáðà [A ⊗ Λ(m), d]
ñîâïàäàåò ñ ðåçîëüâåíòîé Êîøóëÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðàäóèðîâàííîãî ìîäóëÿ Tor∗S(m)(A,Q),
â ÷àñòíîñòè, H[A⊗ Λ(m), d] = Tor∗S(m)(A,Q).

Â ñâÿçè ñ åñòåñòâåííûì âîçíèêíîâåíèåì ìîäóëåé Tor∗S(m)(A,Q) ñôîðìóëèðóåì ãèïîòåçó

Õîððîêñà (òàêæå ÷àñòî íàçûâàåìóþ ãèïîòåçîé Áóõñáàóìà � Àéçåíáàäà � Õîððîêñà), âûäâè-
íóòóþ âïåðâûå â ðàáîòàõ [1, p. 453], [13, Problem 24]. Äàííàÿ ôîðìóëèðîâêà íå ÿâëÿåòñÿ
íàèáîëåå îáùåé, îäíàêî èìåííî â òàêîé îáùíîñòè îíà áóäåò ïðèìåíåíà â èñõîäíîé òîïî-
ëîãè÷åñêîé çàäà÷å. Äàëåå âñå ìîäóëè íàä êîëüöîì S(m) è èõ ìîðôèçìû ïðåäïîëàãàþòñÿ
ãðàäóèðîâàííûìè.

Ãèïîòåçà. Ïóñòü M � ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ S(m), dimM < ∞, òîãäà

dimTor−i
S(m)(M,Q) >

(
m

i

)
, i = 0, . . . ,m.

Òàêæå ÷àñòî ôîðìóëèðóåòñÿ îñëàáëåííûé âàðèàíò ãèïîòåçû.
Ãèïîòåçà. Ïóñòü M � ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ S(m), dimM < ∞, òîãäà

dimTor∗S(m)(M,Q) > 2m. (4)

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Èç ñëàáîãî âàðèàíòà ãèïîòåçû Õîððîêñà ñëåäóåò ãèïîòåçà î òîðè-

÷åñêîì ðàíãå.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü äåéñòâèå Tm : X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ãèïîòåçû î
òîðè÷åñêîì ðàíãå. Òîãäà ñîãëàñíî (3) èìååò ìåñòî èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ

H∗(X,Q) ≃ Tor∗S(m)(A,Q).
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Ïðîñòðàíñòâî X � êîíå÷íûé CW -êîìïëåêñ, ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî X/Tm òàêæå êîíå÷íî,
ñëåäîâàòåëüíî, dimA < ∞, òåì ñàìûì, ñîãëàñíî ñëàáîé ãèïîòåçå Õîððîêñà (4)

dimH∗(X,Q) = dimTor∗S(m)(A,Q) > 2m.

×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �
Íèæå ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî äâóõ íåðàâåíñòâ ãèïîòåçû Õîððîêñà è ïðèìåíèì èõ äëÿ

ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñëàáîé ãèïîòåçû Õîððîêñà â íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ.
Ëåììà 2.2. Ïóñòü M � ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ S(m), dimM < ∞, òîãäà

à) dimTor0S(m)(M,Q) > 1,

á) dimTor−1
S(m)(M,Q) > m,

â) dimTor
−(m−1)
S(m) (M,Q) > m,

ã) dimTor−m
S(m)(M,Q) > 1.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïåðâîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî, òàê êàê dimTor0S(m)(M,Q) åñòü
â òî÷íîñòè ÷èñëî îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ M .

Äîêàæåì òåïåðü âòîðîå íåðàâåíñòâî. Ðàññìîòðèì òî÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

0 → I →
k⊕

i=1

Fi → M → 0,

ãäå k = dimTor0S(m)(M,Q) � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îáðàçóþùèõ ìîäóëÿ M , Fi � ñâîáîäíûå
ìîäóëè ðàíãà 1, I � ÿäðî åñòåñòâåííîé ïðîåêöèè. Ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî ìèíèìàëüíîå
÷èñëî îáðàçóþùèõ I íå ìåíüøåm. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü f1, . . . , fs ∈

⊕k
i=1 Fi � îáðàçóþùèå

ìîäóëÿ I, òîãäà φ1 = pr1(f1), . . . , φs = pr1(fs) ïîðîæäàþò íåêîòîðûé îäíîðîäíûé èäåàë J
â F1, ïðè÷åì J ñîáñòâåííûé â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè k, dimF1/J 6 dimM < ∞.

Èòàê, çàäà÷à ñâåëàñü ê îöåíêå ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îäíîðîäíûõ îáðàçóþùèõ èäåàëà
J  S(m) òàêîãî, ÷òî dimS(m)/J < ∞. Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó ðåçóëüòàòó èç êîììó-
òàòèâíîé àëãåáðû [12, Th. 7.2], ðàçìåðíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ êîíè÷åñêèõ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
φi(v1, . . . , vm) = 0, i = 1, . . . , s â Cm íå ìåíüøåm−s, ñ äðóãîé ñòîðîíû, Spec (S(m)/J )⊗C =
{0}, òàê êàê âñå ýëåìåíòû ïîëîæèòåëüíîé ãðàäóèðîâêè â C[v1, . . . , vm]/J íèëüïîòåíòíû.
Ñëåäîâàòåëüíî, s > m, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ðàññìîòðèì íàðÿäó ñ êîìïëåêñîì Êî-
øóëÿ [M ⊗ Λ(u1, . . . , um), d], âû÷èñëÿþùèì èíòåðåñóþùèå íàñ Tor-ìîäóëè, äâîéñòâåííûé
êîìïëåêñ [M⋆⊗Λ(ξ1, . . . , ξm), ∂], ãäå M⋆ = HomQ(M,Q), ξi ∈ HomQ(Λ

1(m),Q), a ∂ = d∗. Ýòî
ìîæíî ñäåëàòü, òàê êàê âñå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, ó÷àñòâóþùèå â êîìïëåêñå Êîøóëÿ,
êîíå÷íîìåðíû. Çàìåòèì, ÷òî (M⋆⊗Λ(ξ1, . . . , ξm), ∂) ÿâëÿåòñÿ ðåçîëüâåíòîé äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ìîäóëåé Tor−i

S(m)(M
⋆,Q), ïîýòîìó, âåðíî ðàâåíñòâî

Tor−i
S(m)(M,Q) = Tor

−(m−i)
S(m) (M⋆,Q).

Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíèâ ê ìîäóëþM⋆ óæå äîêàçàííûå íåðàâåíñòâà äëÿ i = m−1,m, ïîëó÷èì
òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà äëÿ ìîäóëÿ M . �

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü M � êîíå÷íîìåðíûé ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ S(m), òîãäà

à) dimTor∗S(m)(M,Q) > 5m− 4 â ñëó÷àå ÷åòíîãî m > 4,

á) dimTor∗(M,Q) > 3m− 1 â ñëó÷àå íå÷åòíîãî m.

103



Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ëåììà 2.2 óòâåðæäàåò, ÷òî dimTorm(M,Q) > 1, ïîýòîìó, ñî-
ãëàñíî ñâîéñòâàì ôóíêòîðà Tor äëÿ âñåõ i = 0, . . . ,m, ðàçìåðíîñòü dimTor−i(M,Q) > 1,
òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñâîáîäíàÿ ðåçîëüâåíòà ìîäóëÿ M îáðûâàåòñÿ ðàíüøå, ÷åì â

÷ëåíå m. Îòñþäà è èç óòâåðæäåíèé Tor−1
S(m)(M,Q) > m, Tor

−(m−1)
S(m) (M,Q) > m ñëåäóåò, ÷òî

Sodd :=
∑

i=2k+1

dimToriS(m)(M,Q) > 1 +m+
m− 3

2

äëÿ íå÷åòíîãî m è

Sodd > 2m+
m− 4

2

äëÿ ÷åòíîãî m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ãîìîëîãè÷åñêàÿ ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà
χh(Tor

∗
S(m)(M,Q)) =

∑m
i=0(−1)i dimTor−i

S(m)(M,Q) ðàâíà 0:

χh(Tor
∗
S(m)(M,Q)) = χh(M ⊗ Λ(u1, . . . , um)) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, dimTor∗S(m)(M,Q) = Sodd + Seven = 2Sodd, ãäå Seven :=
∑
i=2k

dimTor−i(M,Q).

Îòñþäà âûòåêàþò òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà. �
Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2.1 òå æå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ è äëÿ îöåíêè ðàíãà êîëüöà

êîãîìîëîãèé ñ ïî÷òè ñâîáîäíûì äåéñòâèåì m-ìåðíîãî òîðà Tm.
Ñëåäñòâèå 2.4. Ïóñòü òîð Tm ïî÷òè ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà êîíå÷íîìåðíîì ïðî-

ñòðàíñòâå X, òîãäà

à) hrk(X,Q) > 5m− 4 ïðè ÷åòíîì m > 4,

á) hrk(X,Q) > 3m− 1 ïðè íå÷åòíîì m.

Ñëåäñòâèå 2.5. Ãèïîòåçà î òîðè÷åñêîì ðàíãå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ m 6 4.

3. Êîëüöà Ñòåíëè � Ðàéñíåðà è ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñû

Òîðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ïðåäîñòàâëÿåò ìàññó ïðèìåðîâ, â êîòîðûõ ãèïîòåçà î òîðè÷åñêîì
ðàíãå è ãèïîòåçà Õîððîêñà ïîëó÷àþò íîâûå èíòåðïðåòàöèè. Â ýòîé ÷àñòè äëÿ êàæäîãî ñèì-
ïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà K ìû ðàññìîòðèì äâà âàæíûõ îáúåêòà: ýòî êîëüöî Ñòåíëè � Ðàéñ-
íåðà Q[K] � êëþ÷åâîé èíñòðóìåíò èçó÷åíèÿ êîìáèíàòîðèêè ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ
ìåòîäàìè êîììóòàòèâíîé àëãåáðû; è ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñû ZK � øèðîêèé êëàññ ïðî-
ñòðàíñòâ ñ åñòåñòâåííûì äåéñòâèåì òîðà Tm. Ìû èçó÷èì âûïîëíåíèå äëÿ íèõ óêàçàííûõ
ãèïîòåç è óñòàíîâèì ñâÿçü ãèïîòåç ñ ðàçëè÷íûìè êîìáèíàòîðíûìè çàäà÷àìè.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m]. Èäåàëîì
Ñòåíëè � Ðàéñíåðà ISR íàçûâàåòñÿ èäåàë â àëãåáðå k[v1, . . . , vm], ïîðîæäåííûé âñåìè
ìîíîìàìè âèäà vi1 . . . vik , ãäå {i1, . . . , ik} ̸∈ K. Àëãåáðîé Ñòåíëè � Ðàéñíåðà k[K] íàçûâàåòñÿ
ôàêòîð-àëãåáðà êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ïî èäåàëó Ñòåíëè � Ðàéñíåðà: k[K] = k[v1, . . . , vm]/ISR.

Îïðåäåëåíèå 3.2 [2, 7.14]. Ðàññìîòðèì ïàðó êëåòî÷íûõ êîìïëåêñîâ (X,A). Äëÿ ïîä-
ìíîæåñòâ ω ⊂ [m] îïðåäåëèì

(X,A)ω := {(x1, . . . , xm) ∈ Xm|xi ∈ A ïðè vi ̸∈ ω}.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íà ìíîæåñòâå [m]. K-ñòåïåíüþ ïàðû
(X,A) íàçûâàåòñÿ òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî

(X,A)K :=
∪
ω∈K

(X,A)ω.
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Ïóñòü äàí ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íà ìíîæåñòâå âåðøèí [m]. Ìîìåíò-óãîë-

êîìïëåêñîì ZK íàçûâàåòñÿ K-ñòåïåíü

ZK := (D2, S1)K .

Íà ïðîñòðàíñòâå ZK èìååòñÿ ñòàíäàðòíîå ïîêîîðäèíàòíîå äåéñòâèåm-ìåðíîãî òîðà. Ýòî
äåéñòâèå íåñâîáîäíî, íî ïðè íåêîòîðûõ r âîçìîæíî âûáðàòü ïîäòîð T r ⊂ Tm, äåéñòâóþùèé
íà ïðîñòðàíñòâå ZK ïî÷òè ñâîáîäíî. Â [17] äîêàçàíî, ÷òî ðàíã ïîäòîðà â Tm, êîòîðûé ïî÷òè
ñâîáîäíî äåéñòâóåò íà ZK , ðàâåí â òî÷íîñòè r = m− n, ãäå n = dimK + 1.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâ ZK óäàåòñÿ äîêàçàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó ðàíãà êîãîìîëîãèé, âëåêóùóþ
ãèïîòåçó î òîðè÷åñêîì ðàíãå.

Òåîðåìà 3.3 [3],[17]. Ïóñòü äàí ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ K íà ìíîæåñòâå âåðøèí

[m] ñ dimK = n− 1. Òîãäà
hrk(ZK ,Q) > 2m−n.

Êîëüöî êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà ZK áûëî âû÷èñëåíî â [2].
Òåîðåìà 3.4.

H∗(ZK ,Z) ∼= Tor∗,∗Z[v1,...,vm](Z[K],Z).

Êîëüöî â ëåâîé ÷àñòè èìååò ëèøü òîïîëîãè÷åñêóþ ãðàäóèðîâêó, â òî âðåìÿ êàê êîëüöî â
ïðàâîé ÷àñòè, ïîìèìî òîé æå òîïîëîãè÷åñêîé ãðàäóèðîâêè, èìååò äîïîëíèòåëüíóþ ãîìîëî-
ãè÷åñêóþ ãðàäóèðîâêó, ïðîèñõîäÿùóþ èç ñòðóêòóðû Tor-ìîäóëÿ. Íàïîìíèì, ÷òî èìåííî ýòà
äîïîëíèòåëüíàÿ ãðàäóèðîâêà èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ãèïîòåçå Õîððîêñà. Ýòî çàìå÷àíèå
ïîäñêàçûâàåò, ÷òî, ïîìèìî îáû÷íûõ ÷èñåë Áåòòè bi = dimH i(ZK ,Q), ìîæíî îïðåäåëèòü áî-
ëåå òîíêèå êîìáèíàòîðíûå èíâàðèàíòû ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ � áèãðàäóèðîâàííûå
÷èñëà Áåòòè β−i,2j = dimTor−i,2j

S(m)(Q[K],Q). Çäåñü

Tor∗,∗S(m)(Q[K],Q) = H∗,∗[Q[K]⊗ Λ(u1, . . . , um), d],

ãäå áèãðàäóèðîâêà çàäàíà íà îáðàçóþùèõ: bideg(vi) = (0, 2), bideg(ui) = (−1, 0) bideg(d) =
(1, 2).

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàò Ýâàíñà è Ãðèôôèòñà [7, Cor 2.5] î ìîäóëÿõ Tor−i
S(m)(M,Q).

Òåîðåìà 3.5. Ïóñòü M � ìîäóëü íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ S(m) âèäà M = S(m)/I,
ãäå I � ìîíîìèàëüíûé èäåàë. Òîãäà

dimTor−i
S(m)(M,Q) >

(
n

i

)
,

ãäå n = pdM � ïðîåêòèâíàÿ ðàçìåðíîñòü ìîäóëÿ M .

Â ïðèìåíåíèè ê êîëüöàì Ñòåíëè � Ðàéñíåðà ýòà òåîðåìà äàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó íà
áèãðàäóèðîâàííûå ÷èñëà Áåòòè.

Ñëåäñòâèå 3.6. Ïóñòü K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà ìíîæåñòâå [m], n =
dimK + 1. Òîãäà äëÿ âñÿêîãî i 6 m− n:

n∑
j=0

β−i,2j >
(
m− n

i

)
.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî òåîðåìå Àóñëåíäåðà � Áóõñáàóìà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ìîäóëÿM íàä êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî: pdM+depthM = depthS(m) =
m. Ïîñêîëüêó depthM 6 krdimM , ãäå krdim � ðàçìåðíîñòü Êðóëëÿ, âåðíî íåðàâåíñòâî:

pdQ[K] = depthS(m)− depthQ[K] > m− krdimQ[K] = m− n.
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Èç òåîðåìû 3.5 ñëåäóþò òðåáóåìûå íåðàâåíñòâà. �
Îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåíèå 2.1 âìåñòå ñ òåîðåìàìè 3.4 è 3.5 äàþò àëüòåðíàòèâíîå äîêà-

çàòåëüñòâî ãèïîòåçû î òîðè÷åñêîì ðàíãå äëÿ ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñîâ 3.3.
Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì âîïðîñ î áèãðàäóèðîâêå â êîãîìîëîãèÿõ ïðîèçâîëüíîãî

ïðîñòðàíñòâà ñ äåéñòâèåì òîðà. Ñîãëàñíî (1) êîãîìîëîãèè âñÿêîãî ïðîñòðàíñòâà X ñ äåé-
ñòâèåì òîðà Tm äîïóñêàþò (âîîáùå ãîâîðÿ, íå ìóëüòèïëèêàòèâíóþ) áèãðàäóèðîâêó, áëàãî-
äàðÿ íàëè÷èþ èçîìîðôèçìà

H∗(X,Q) ≃ H[H∗(XTm ,Q)⊗H∗(Tm,Q), d].

Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ.
Âîïðîñ. Ïóñòü Tm � ìàêñèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ òîð, êîòîðûé ìîæåò ýôôåêòèâíî

äåéñòâîâàòü íà ïðîñòðàíñòâå X. Âåðíî ëè, ÷òî ðàçìåðíîñòè áèãðàäóèðîâàííûõ êîìïî-

íåíò â êîãîìîëîãèÿõ H∗(X,Q) íå çàâèñÿò îò âûáîðà òîðà Tm?

Îäíèì èç ñëåäñòâèé ïîëîæèòåëüíîãî îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ áóäåò ðàâåíñòâî áèãðàäóèðî-
âàííûõ ÷èñåë Áåòòè β−i,2j(K) = β−i,2j(K ′) ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ ãîìåîìîðôèçìà ZK = ZK′ .
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ABSTRACT

We consider a model for cohomology groups of a space X with an action of torus,
representing Koszul complex of its equivariant cohomology. Studying homological
properties of modules over polynomial ring we derive new estimates on homological
rank (total dimension of rational cohomology) of X. In particular, we obtain simple
proof of toral rank conjecture in the case of torus dimension 6 4.
Key words: almost free torus actions, equivariant cohomology, Koszul complex,

moment-angle-complex, bigraded Betti numbers.


