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Î âûáîðå øàãà â ïðîåêòèâíûõ àëãîðèòìàõ

äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ðàññìàòðèâà-
þòñÿ àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå îïåðàöèþ ïðîåêöèè òî÷êè íà ìíîæåñòâî. Ïðåäëîæåí
ñïåöèàëüíûé ñïîñîá âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ è øàãîâûõ ìíîæèòåëåé äëÿ ñî-
êðàùåíèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé. Äëÿ ñïåöèàëüíîé òåñòîâîé çàäà÷è ñî ñëó÷àéíî ãåíåðèðóå-
ìûìè äàííûìè âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç âðåìåíè ðàáîòû è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè
àëãîðèòìà ïðè ðàçëè÷íîì âûáîðå øàãîâûõ ìíîæèòåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óñëîâíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, çàäà÷à áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè, ÷èñëåííûé ìåòîä, ïðîåêòèâíûé àëãîðèòì.

Ââåäåíèå

Ïðèñòàëüíûé èíòåðåñ ê âîçìîæíîñòÿì èñïîëüçîâàíèÿ ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïîÿâèëñÿ ñ 60-õ ãîäîâ XX âåêà â ðàáîòàõ
ñîâåòñêèõ ìàòåìàòèêîâ È.È. Åðåìèíà [1, 2, 3], Ë.Ì. Áðýãìàíà [4], Á.Ò. Ïîëÿêà [5], Å.Ã. Ãîëü-
øòåéíà [6]. Â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå ðàçâèâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæ-
äåíèÿ òî÷êè, ïðèíàäëåæàùåé ïåðåñå÷åíèþ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ (convex feasibility problem)
[7, 8].

Â ðàáîòàõ [9, 10] àâòîðû ðàçâèâàþò àïïàðàò èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ôåéåðîâñêîãî òè-
ïà ñ îïåðàòîðîì ïðîåêöèè. Ýòîò ïîäõîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì
óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â ñòàòüÿõ Å.À. Íóðìèíñêîãî
[11, 12] ðàçâèò ïîäõîä ôåéåðîâñêèõ àëãîðèòìîâ ñ óáûâàþùèì âîçìóùåíèåì, ïðèìåíÿåìûõ
íåïîñðåäñòâåííî ê çàäà÷àì óñëîâíîé îïòèìèçàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçîâàíèå èñõîäíîé
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ê ñèñòåìå ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íå èñïîëüçóåòñÿ. Â ðàáîòàõ Ìè-
øåëî [13] è Íóðìèíñêîãî [14] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ïðåäëàãàëîñü èñïîëüçîâàòü
ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ïðîåêöèé íà âíåøíå çàäàííûå ïîëèýäðû.

Ñîâåðøåíñòâîâàíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì â ñëó÷àå
áîëüøîãî ÷èñëà îãðàíè÷åíèé è/èëè ïåðåìåííûõ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ êëàññè÷åñêèå àëãîðèòìû òèïà ñèìïëåêñ-ìåòîäà èìåþò íåïîëèíîìèàëü-
íóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àëãîðèòìû ñ ïîëèíîìèàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòüþ è ëèíåéíîé îöåíêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ìî-
ãóò äåìîíñòðèðîâàòü î÷åíü ìåäëåííóþ ñõîäèìîñòü ïî ÷èñëó èòåðàöèé è ïî âðåìåíè ðàáîòû
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àëãîðèòìà. Êëàññ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå ëèíåéíûõ
íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì îáúåêòîì äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,
ïîñêîëüêó çà÷àñòóþ â àëãîðèòìàõ äëÿ íåëèíåéíûõ èëè íåäèôôåðåíöèðóåìûõ îïòèìèçà-
öèîííûõ çàäà÷ òðåáóåòñÿ ðåøàòü âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
Ïðîåêòèâíûå àëãîðèòìû ïðèâëåêàþò âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì îïòè-
ìèçàöèè åùå è â ñèëó òîãî, ÷òî â ýòîì êëàññå àëãîðèòìîâ âîçìîæíî îðãàíèçîâàòü ïàðàë-
ëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîåêòèâíûå àëãîðèòìû ñ ïðîèçâîëüíûì âîçìóùåíè-
åì, â êîòîðûõ íå íàëàãàåòñÿ óñëîâèé íà óáûâàíèå øàãîâûõ ìíîæèòåëåé. Äëÿ çàäà÷ ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâ ïîêàçàí ñïîñîá âûáîðà íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ è øàãîâûõ ìíîæèòåëåé äëÿ ñîêðàùåíèÿ îáúåìà âû÷èñëåíèé, ïîä êîòîðûì
ïîíèìàåòñÿ âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

1. Ôåéåðîâñêèå è ïðîåêòèâíûå àëãîðèòìû

äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷

Ðàññìîòðèì ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó

min
x∈V

h(x), (1)

ãäå h(·) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå V =
∩
i∈I

Ci, I = 1,m, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Ci. Áóäåì â äàëüíåéøåì
ñ÷èòàòü, ÷òî h(·) ̸≡ −∞, V ̸= ∅, è ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à (1) èìååò ðåøåíèå.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è (1) â ðàáîòàõ [11, 12] áûë îáîñíîâàí êëàññ ôåéåðîâ-
ñêèõ àëãîðèòìîâ ñ óáûâàþùèì âîçìóùåíèåì è ñèëüíûì àòòðàêòàíòîì. Â äàííûõ ðàáîòàõ
ðàññìàòðèâàëàñü èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xs+1 = FV (x

s + λsΦ(x
s)), s = 0, 1, . . . ,

ãäå FV � ëîêàëüíî ñèëüíî ôåéåðîâñêèé îïåðàòîð îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà V , Φ � îãðà-
íè÷åííûé ñèëüíûé àòòðàêòàíò ([11], òåîðåìà 2). Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñõîäèìîñòè àëãîðèò-
ìà íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâûõ ìíîæèòåëåé λs > 0 íàëàãàþòñÿ óñëîâèÿ óáûâàíèÿ

λs → 0,
+∞∑
s=0

λs = +∞, êîòîðûå îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ â êëàññå ñóáãðàäèåíòíûõ àëãîðèòìîâ.

Òàêèå óñëîâèÿ ïîðîæäàþò óìåíüøåíèå âîçìóùåíèé λsΦ(x
s) â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà. Ñõî-

äèìîñòü â äàííîì êëàññå àëãîðèòìîâ äîêàçàíà â ïðåäïîëîæåíèè î ïðîèçâîëüíîì íà÷àëüíîì
ïðèáëèæåíèè x0 [11, 12].

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ôåéåðîâñêîãî îïåðàòîðà FV èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð PV

ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî V , âîçíèêàåò ñåìåéñòâî ïðîåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ. Â ïðåäïîëîæåíèè
êîíå÷íîñòè è äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè h(·) íà ìíîæåñòâå V â ðàáîòàõ [11, 12] ïðåäëà-
ãàåòñÿ âûáèðàòü â êà÷åñòâå çíà÷åíèé îãðàíè÷åííîãî ñèëüíîãî àòòðàêòàíòà Φ(·) âåêòîð −gs

àíòèãðàäèåíòà ôóíêöèè h(·). Ïðè òàêîì âûáîðå FV (·) è Φ(·) âåêòîð xs+1 = PV (x
s − λsg

s)
îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷å-
íèÿìè min

x∈V
∥x − xs + λsg

s∥2. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìûé ïðîåêòèâíûé àëãîðèòì ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì â êëàññå ôåéåðîâñêèõ àëãîðèòìîâ ñ óáûâàþùèì âîçìóùåíèåì è
îãðàíè÷åííûì ñèëüíûì àòòðàêòàíòîì.

Ìåòîä xs+1 = PV (x
s−λsg

s) èçâåñòåí â ëèòåðàòóðå êàê ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà, ïðèìå-
íÿåìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), îäíàêî ðàíåå îí áûë îáîñíîâàí äëÿ øàãîâûõ ìíîæèòåëåé,
çàâèñÿùèõ îò êîíñòàíòû Ëèïøèöà äëÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè h(·) [15].

Çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé çà-
äà÷è (1), êîãäà h(x) = cx, ãðàäèåíò gs ôóíêöèè h(·) íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå V ðàâåí
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âåêòîðó c, ìíîæåñòâà Ci = {aix ≤ bi} ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå ïîëóïðîñòðàíñòâà, òî
åñòü çàäà÷à (1) ïðèíèìàåò âèä

min
x

{cx : aix ≤ bi, i = 1,m}. (2)

Çà÷àñòóþ â ÷èñëåííûõ àëãîðèòìàõ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ èëè íåäèôôåðåíöèðóåìûõ çà-
äà÷ âîçíèêàþò âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íàïðèìåð, íåëèíåéíóþ çàäà÷ó (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå çàäà÷è ñ ëèíåéíîé öåëåâîé
ôóíêöèåé

min
x∈V,u

u, h(x) ≤ u,

è äëÿ âûïóêëîãî îãðàíè÷åíèÿ h(x) ≤ u ïîñòðîèòü íàáîð âíåøíèõ ëèíåéíûõ àïïðîêñèìàöèé
â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (x, u). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è çàäà÷ ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâî,
÷òî èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäàõ òèïà ìåòîäà Êåëëè è ìåòîäå óðîâíåé [16].

Çàäà÷è íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè ñ ìèíèìèçàöèåé ãåëüäåðîâîé L1 íîðìû â
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå � çàäà÷è ðåãóëÿðèçàöèè ïî Òèõîíîâó ñ íåäèôôåðåíöèðóåìûì
ñòàáèëèçèðóþùèì ôóíêöèîíàëîì, ïîèñê óíèâåðñàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷ èíòåðâàëüíîé ìà-
òåìàòèêè, ðîáàñòíîå îöåíèâàíèå â çàäà÷àõ àïïðîêñèìàöèè � ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íàïðèìåð, ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöèè Òèõîíîâà ê îäíîìåðíîìó èíòåãðàëüíîìó

óðàâíåíèþ Ôðåäãîëüìà
b∫
a
K(t, s)u(s) ds = y(t) ïðèâîäèò ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé íåäèôôåðåí-

öèðóåìîé îïòèìèçàöèè

min
{uj}

{ m∑
i=1

h
∣∣∣ n∑
j=1

hK(ti, sj)uj − yi

∣∣∣+ α

n−1∑
j=1

|uj+1 − uj |
}
,

ãäå h � øàã ñåòêè, α � ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöèè. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ýêâèâàëåíòíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè â âèäå íåðàâåíñòâ. Äëÿ

ýòîãî íåîáõîäèìî ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå vj = |uj+1 − uj |, wi = |
n∑

j=1
hK(ti, sj)uj − yi|,

äîáàâèòü îãðàíè÷åíèÿ

vj ≥ uj+1 − uj , vj ≥ −(uj+1 − uj), wi ≥
( n∑
j=1

hK(ti, sj)uj − yi

)
, wi ≥ −

( n∑
j=1

hK(ti, sj)uj − yi

)

è çàìåíèòü öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è íà
(
h

m∑
i=1

wi + α
n−1∑
j=1

vj

)
.

2. Ñòàíäàðòíûå ñïîñîáû âûáîðà øàãîâûõ ìíîæèòåëåé

Âûáîð îïðåäåëåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâûõ ìíîæèòåëåé λs â êîíêðåòíîì êëàñ-
ñå çàäà÷ ìîæåò ïîâëèÿòü íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïðîåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, ïðèìåíÿåìûõ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1). Â êà÷åñòâå óêàçàííûõ â ï.1 óñëîâèé, òðåáóåìûõ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ
ñõîäèìîñòè â êëàññå ôåéåðîâñêèõ àëãîðèòìîâ, â ëèòåðàòóðå çà÷àñòóþ èñïîëüçóåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü øàãîâ âèäà λs = u/(v+s), u, v > 0 [15, 16]. Òàêîé âûáîð øàãîâûõ ìíîæèòåëåé
â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ �ìàëûõ øàãîâ�.

Ðàññìîòðèì îïòèìàëüíûé âûáîð øàãà äëÿ ìåòîäà ïðîåêöèé ãðàäèåíòà, ïðèìåíÿåìîãî
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2).
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Òåîðåìà 1. Ïðè âûáîðå ñòðàòåãèè îïòèìàëüíûõ øàãîâ λs = c(xs − x∗)/∥c∥2 ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü {xs}, ãåíåðèðóåìàÿ ïðîåêòèâíûì àëãîðèòìîì xs+1 = PV (x
s−λsc), ñõîäèòñÿ

ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (2) ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1). Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ xs+1 = PV (x

s − λsc), ãäå xs+1 � ðåøåíèå çàäà÷è min
x∈V

∥x− xs + λsc∥2.
Îáîçíà÷èì x̄s = xs − λsc, ïîëó÷èì

∥x̄s − x∗∥2 = ∥xs − λsc− x∗∥2 = λ2
s∥c∥2 − 2λsc(x

s − x∗) + ∥xs − x∗∥2.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè ñëåäóåò, ÷òî c(xs − x∗) = ps∥c∥∥xs − x∗∥, ãäå |ps| ≤ 1. Òîãäà

∥x̄s − x∗∥2 = λ2
s∥c∥2 − 2λsps∥c∥∥xs − x∗∥+ p2s∥xs − x∗∥2 + (1− p2s)∥xs − x∗∥2 =

= (λs∥c∥ − ps∥xs − x∗∥)2 + (1− p2s)∥xs − x∗∥2.

Âûáèðàÿ øàãîâûå ìíîæèòåëè ïî ïðàâèëó

λs = ps∥xs − x∗∥/∥c∥ = c(xs − x∗)/∥c∥2,

ïîëó÷èì, ÷òî
∥x̄s − x∗∥ = θs∥xs − x∗∥, θs =

√
1− p2s, 0 ≤ θs ≤ 1. (3)

Ñ ó÷åòîì ñâîéñòâà ëîêàëüíîé ñèëüíîé ôåéåðîâîñòè äëÿ îïåðàòîðà ïðîåêöèè PV , òî åñòü
∥PV (x)−v∥ ≤ qs∥x−v∥, 0 ≤ qs < 1 äëÿ v ∈ V è x ̸∈ V , è ñ ó÷åòîì (3) ïîëó÷èì äëÿ v = x∗ ∈ V
è x̄s = xs − λsc ̸∈ V ñîîòíîøåíèå

∥xs+1 − x∗∥ = ∥PV (x̄
s)− x∗∥ ≤ qs∥x̄s − x∗∥ = γs∥xs − x∗∥, γs = θsqs, 0 ≤ γs < 1,

÷òî îçíà÷àåò ëèíåéíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâûõ ìíîæèòåëåé â òåîðåìå 1 èçâåñòíà â ëèòåðàòóðå êàê øàã

Ìîöêèíà � Àãìîíà [17], êîòîðûé äëÿ çàäà÷è (1) èìååò âèä λs = (h(xs)−h(x∗))/∥gs∥2. Òàêîé
âûáîð λs îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû θ2s = ∥x̄s − x∗∥2/∥xs − x∗∥2.

Îáîáùåíèå äàííîãî øàãà â âèäå λs = γ(h(xs)− h(x∗))/∥gs∥2, 0 < γ < 2 ðàññìàòðèâàëîñü
â ðàáîòå Á.Ò. Ïîëÿêà [18]. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî òàêîé âûáîð øàãîâ
âîçìîæåí è äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîåêòèâíîãî àëãîðèòìà, åñëè âåëè÷èíû λs âûáèðàòü èç
óñëîâèÿ θ2s = ∥x̄s − x∗∥2/∥xs − x∗∥2 ≤ 1.

Íåäîñòàòêîì ñòàíäàðòíûõ ñïîñîáîâ âûáîðà øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäè-
ìîñòü äîïîëíèòåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí u, v â ñëó÷àå ïðèìåíåíèÿ ñòðàòåãèè �ìàëûõ
øàãîâ� è íåîáõîäèìîñòü çíàíèÿ âåëè÷èíû cx∗ ïðè âûáîðå øàãà Ìîöêèíà � Àãìîíà. Ïðîèç-
âîëüíûé âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ óäîáíûì, íî â ðåçóëüòàòå
îêàçàòüñÿ ìàëîýôôåêòèâíûì ïî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Â ðàáîòå Í. Ç. Øîðà [19] áûëî
ïðåäëîæåíî, ïðè îòñóòñòâèè èíôîðìàöèè îá îïòèìàëüíîì çíà÷åíèè ôóíêöèè h(x∗) â çàäà÷å
(1), èñïîëüçîâàòü îöåíêè äëÿ h(x∗), ïîëó÷àåìûå â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà.

3. Ñïåöèàëüíûé âûáîð øàãîâûõ ìíîæèòåëåé

Îòñóòñòâèå ïðåäâàðèòåëüíîãî àíàëèçà ïðè îïðåäåëåíèè çíà÷åíèé u, v > 0 â ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè �ìàëûõ øàãîâ� è íåóäà÷íîå ðàñïîëîæåíèå íà÷àëüíîé òî÷êè â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðîåêòèâíîì àëãîðèòìå ìîæåò ïðèâåñòè ê âûñîêîìó îáúåìó âû÷èñëåíèé. Ïîýòîìó âîçíèêà-
åò âàæíàÿ ïðàêòè÷åñêàÿ çàäà÷à ñïåöèàëüíîãî âûáîðà øàãîâûõ ìíîæèòåëåé äëÿ ñîêðàùåíèÿ
âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà. Àíàëèç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ïëîäîòâîðíûì
äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâûõ ìíîæèòåëåé.

163



Òåîðåìà 2. Ïðè âûáîðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâûõ ìíîæèòåëåé λs → +∞ ïðîåê-

òèâíûé àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðîåêòèâíûé àëãîðèòì ïðèíèìàåò âèä xs+1 = PV (x
s − λsc), è

âåêòîð xs+1 îïðåäåëÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
x∈V

∥x− xs + λsc∥2 = min
x∈V

{
∥x− xs∥2 + λ2

s∥c∥2 + 2λsc(x− xs)
}
.

Âåëè÷èíà λ2
s∥c∥2−2λscx

s íå âëèÿåò íà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗, ïîýòîìó ïðåäâàðèòåëüíî
óìíîæèâ öåëåâóþ ôóíêöèþ íà 1

2λs
> 0, ÷òî òàêæå íå âëèÿåò íà ïîëîæåíèå îïòèìóìà,

ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó min
x∈V

{
1

2λs
∥x−xs∥2+cx

}
. Îòñþäà ñðàçó âèäíî, ÷òî ðåøàåìàÿ

êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à ïðè λs → +∞ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
min
x∈V

cx, ñîâïàäàþùåé ñ (2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 2, íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíîñòü äîêàçàòåëüñòâà, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåîæè-
äàííûì, ïîñêîëüêó óñëîâèå λs → +∞ ïðîòèâîðå÷èò ñòðàòåãèè �ìàëûõ� è îïòèìàëüíûõ
øàãîâ.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîåêòèâíîì àëãîðèòìå âîçìîæíà ñòðàòåãèÿ âûáîðà áîëüøîãî ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîñòîÿííîãî øàãà λs = λ ≫ 1. Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü øà-
ãîâûé ìíîæèòåëü, èñõîäÿ èç îöåíêè ðàññòîÿíèÿ îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äî ãðàíèöû
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Ïîñêîëüêó â êà÷åñòâå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà çàäà÷è (2) ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñèñòåìà íåðàâåíñòâ, êîòîðóþ â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîì âèäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
Kx ≤ b, òîãäà ìîæíî îöåíèòü ÷èñëî λ äëÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0, èñõîäÿ èç óñëîâèé
K(x0 + λej) ≥ b, ãäå ej � îðòû åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, íà êîòîðîì çàäàí âåêòîð x. Äëÿ
x0 = 0 ïîëó÷èì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ λkj ≥ b, ãäå kj � âåêòîðû-ñòîëáöû ìàòðèöû îãðàíè÷å-

íèé K, òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü îöåíêó λ = max
j

{∑
i
bi/

∑
i
kji

}
. Äàëåå áóäåì íàçûâàòü òàêóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâûõ ìíîæèòåëåé ïîñòîÿííûì øàãîì.
Íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó, óêàçàííûé âûáîð ïîñòîÿííîãî øàãà ãðóáî àïïðîêñèìèðóåò

ðàññòîÿíèå îò íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äî ãðàíèöû äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, è òàêîé øàã
ìîæåò îêàçàòüñÿ íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî ýòî ïðèâåäåò ê âûñîêèì ïîãðåøíîñòÿì âû÷èñëå-
íèé â ïðîöåññå ðàáîòû ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîåêòèâíîãî àëãîðèòìà. Ìîæíî ïðåäëîæèòü è
äðóãèå îöåíêè ðàññòîÿíèÿ äî ãðàíèöû äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.

Èç òåîðåìû 2 è ñâîéñòâ îïåðàòîðà ïðîåêöèè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îïåðàöèè ïðîåêöèè íà
ìíîæåñòâî ïðåäïî÷òèòåëüíî, ÷òîáû ïðîåöèðóåìàÿ òî÷êà íàõîäèëàñü âíå äîïóñòèìîãî ìíî-
æåñòâà è ðàñïîëàãàëàñü êàê ìîæíî �äàëüøå� îò ýòîãî ìíîæåñòâà. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû
2, âîçìîæíî òàêîå ðàñïîëîæåíèå íà÷àëüíîé òî÷êè àëãîðèòìà, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è (2) áóäåò ïîëó÷åíî ïðîåêöèåé íà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî âñåãî çà îäíó èòåðàöèþ.

Ïîêàæåì òåïåðü ñïåöèàëüíûé ñïîñîá âûáîðà øàãîâ, èñïîëüçóÿ äîïîëíèòåëüíóþ èíôîð-
ìàöèþ î çàäà÷å (2). Ïóñòü xs � ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è íà s-îì øàãå ïðîåêòèâíî-
ãî àëãîðèòìà. Îïðåäåëèì øàãîâûé ìíîæèòåëü λs òàê, ÷òîáû òî÷êà xs − λsc, ïîëó÷åííàÿ
ñäâèãîì â íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà −c öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è (2), íàõîäèëàñü âíå äî-
ïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, òî åñòü òàê, ÷òîáû áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî ai(xs − λsc) > bi.
Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå îïèñûâàåìîãî âûáîðà âåêòîðà xs−λsc ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ λsa

ic < aixs − bi.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñäâèãè òî÷êè xs â íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà −c öåëåâîé ôóíê-

öèè çàäà÷è (2) îòíîñèòåëüíî òåõ îãðàíè÷åíèé ñ íîìåðàìè i, äëÿ êîòîðûõ òî÷êà xs ÿâëÿåòñÿ
íåäîïóñòèìîé, òî åñòü âûïîëíåíî aixs − bi < 0. Ïîñêîëüêó çàäà÷à (2) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ìè-
íèìèçàöèè, òî èìååò ñìûñë ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå âåêòîðû ai, äëÿ êîòîðûõ aic < 0,
òî åñòü âåêòîð àíòèãðàäèåíòà −c èìååò îñòðûé óãîë ñ íîðìàëÿìè ãèïåðïëîñêîñòåé aix = bi,
êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ãðàíè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èì íàáîð óñëîâèé λs > (aixs − bi)/(a
ic) > 0 äëÿ òàêèõ i, ÷òî

aixs − bi < 0, aic < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, îáåñïå÷èòü ñîâìåñòíûé âûáîð íà÷àëüíîé òî÷êè è
øàãîâûõ ìíîæèòåëåé ìîæíî, ïîëàãàÿ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíóþ òî÷êó x0 è èñïîëüçóÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü λ̃s > max

i
{(aixs − bi)/(a

ic)} ïî âñåì òàêèì i, ÷òî aixs − bi < 0, aic < 0.

Âûáîð λ̃s â êà÷åñòâå øàãîâûõ ìíîæèòåëåé áóäåì íàçûâàòü ñòðàòåãèåé �áîëüøèõ� øàãîâ, îí
ïîêàçàí íà ðèñóíêå 1.

P(x )

x*

λc

-c

-

s

x
s

V

Ðèñ. 1. Ñòðàòåãèÿ âûáîðà �áîëüøèõ� øàãîâ

Âûáîð øàãîâûõ ìíîæèòåëåé ñîãëàñíî ñòðàòåãèè �áîëüøèõ� øàãîâ íå òîëüêî ðåøàåò ïðî-
áëåìó íåîáõîäèìîñòè ïðèâëå÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè ïðè èñïîëüçîâàíèè ñòðà-
òåãèè �ìàëûõ� øàãîâ, øàãà Ìîöêèíà � Àãìîíà, íî è ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåýôôåêòèâíîãî
âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè ïðîåêòèâíîãî àëãîðèòìà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñòðàòåãèÿ âûáîðà ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè øàãîâûõ ìíîæèòåëåé ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ðàñïîëîæåíèÿ ïðèáëèæåííûõ
ðåøåíèé xs àëãîðèòìà ñ �ïîäâåòðåííîé� ê ýêñòðåìóìó ñòîðîíû äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è
èçáåæàòü åãî ìåäëåííîãî �îáõîäà� ïðè âûáîðå �ìàëûõ� èëè îïòèìàëüíûõ øàãîâ.

Ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ìîæíî âûáèðàòü λs = εs + λ̃s, ãäå εs âûáèðàåòñÿ èç
óñëîâèÿ �ìàëûõ� øàãîâ. Â ñëó÷àå, åñëè íà êàêîé-òî èòåðàöèè àëãîðèòìà çíà÷åíèå ìàêñè-
ìóìà â ïðàâèëå âûáîðà λ̃s íå ñóùåñòâóåò, ìîæíî äëÿ ýòîé èòåðàöèè èñïîëüçîâàòü �ìàëûé�
øàã. Îäíàêî, òàêîé âûáîð íåýôôåêòèâåí, åñëè ýòîò ñëó÷àé ïîâòîðÿåòñÿ ñëèøêîì ÷àñòî.

Ïðè ïðèáëèæåíèè xs ê îïòèìàëüíîìó ðåøåíèþ è â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè ê äî-
ïóñòèìîìó ìíîæåñòâó óêàçàííàÿ ñòðàòåãèÿ �áîëüøèõ� øàãîâ ñòàíîâèòñÿ ýôôåêòèâíîé, ïî-
ñêîëüêó îíà ïðåäîòâðàùàåò ýôôåêò çàìåäëåíèÿ ñõîäèìîñòè ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ øàãîâûõ
ìíîæèòåëåé. Îäíàêî, åñëè ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå xs íàõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî äàëåêî îò
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà, âîçìîæåí �ìàëûé� øàã, ÷òî îáåñïå÷èò âûïîëíåíèå êëàññè÷åñêèõ
óñëîâèé ñõîäèìîñòè. Ïîýòîìó ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ �ãèáðèäíûé� ïîäõîä, ïðè êîòîðîì
�áîëüøèå� øàãè ñîâåðøàþòñÿ, êîãäà max

i
{aixs − bi} ≤ δs äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî δs > 0. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî õîòÿ áû îäíî îãðàíè÷åíèå çàäà÷è âûïîëíÿåòñÿ �ïî÷òè� êàê òî÷íîå ðàâåíñòâî,
òî åñòü aixs = bi + δs. Ïî ñóòè ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåò, íàñêîëüêî �äàëåêî� ïðèáëèæåííîå
ðåøåíèå xs ðàñïîëîæåíî îò ãðàíèöû äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà.
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4. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû

Â âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëèñü ñëó÷àéíî ãåíåðèðóåìûå äàííûå ðàç-
íûõ ðàçìåðíîñòåé äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è, îïèñàííîé â ðàáîòå [14]. Â ýòèõ òåñòàõ ñèñòåìà
íåðàâåíñòâ ñòðîèëàñü êàê íàáîð m ñëó÷àéíûõ îïîðíûõ ïëîñêîñòåé ê n-ìåðíîé ñôåðå ñ
öåíòðîì â ñëó÷àéíîé òî÷êå x0 ñ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè êîîðäèíàòàìè è ðàäèóñîì
r = θ||x0||, θ ∈ (0, 1). Äëÿ òîãî ÷òîáû èçáåæàòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ, ê íàáîðó îïîð-
íûõ ïëîñêîñòåé äîáàâëÿëàñü îäíà ñïåöèàëüíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü, ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî ñòðîãî îòäåëèòü íà÷àëî êîîðäèíàò îò ìíîãîãðàííèêà. Äëÿ ýòîãî èñ-
ïîëüçîâàëàñü îäíà èç êàñàòåëüíûõ ïëîñêîñòåé ê ñôåðå, ïðîõîäÿùàÿ òàêæå è ÷åðåç íà÷àëî
êîîðäèíàò.

Óñëîâèå |h(xs+1) − h(xs)|/|h(xs)| ≤ 10−5 èñïîëüçóåòñÿ â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ çàâåðøåíèÿ
àëãîðèòìà. Ïðè �ãèáðèäíîì� âûáîðå øàãîâûõ ìíîæèòåëåé �áîëüøèå� øàãè ñîâåðøàþòñÿ,
êîãäà δs = 10−7.

Àëãîðèòì ðåàëèçîâàí [20] ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîáîäíî ðàñïðîñòðàíÿåìîãî ïðîãðàììíîãî
îáåñïå÷åíèÿ Octave (http://www.octave.org). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîåêöèè íà äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî èñïîëüçîâàëñÿ ÷èñëåííûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîé öåëåâîé ôóíê-
öèè íà ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (ôóíêöèÿ qp â Octave). Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû
ïðîâîäèëèñü íà ÝÂÌ â Öåíòðå êîëëåêòèâíîãî ïîëüçîâàíèÿ ÄÂÎ ÐÀÍ �Äàëüíåâîñòî÷íûé
âû÷èñëèòåëüíûé ðåñóðñ� (http://www.cc.dvo.ru).

Íà ðèñóíêàõ 2, 3 â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïîêàçàíà ïðàêòè÷åñêàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ
ñëîæíîñòü ïðîåêòèâíîãî àëãîðèòìà ïðè âûáîðå ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé øàãîâûõ
ìíîæèòåëåé ('small' � `ìàëûé� øàã, 'Motz' � øàã Ìîöêèíà � Àãìîíà, 'diam' � ïîñòîÿííûé
øàã, 'huge' � �ãèáðèäíàÿ� ñòðàòåãèÿ). Èñïîëüçîâàëîñü äâà íàáîðà ñëó÷àéíî ãåíåðèðóåìûõ
äàííûõ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé òåñòîâîé çàäà÷è. Â ïåðâîì èç íèõ êîëè÷åñòâî ãåíåðèðóåìûõ
îãðàíè÷åíèé ñóùåñòâåííî ïðåâûøàëî ÷èñëî ïåðåìåííûõ, à èìåííî m = 26n (ðèñóíîê 2). Âî
âòîðîì íàáîðå òåñòîâ âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå m = 2n (ðèñóíîê 3). Ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äåìîíñòðèðóþò ïðåèìóùåñòâî �ãèáðèäíîé� ñòðàòåãèè è ïîñòîÿííî-
ãî øàãà ïî ñðàâíåíèþ ñ øàãàìè Ìîöêèíà � Àãìîíà è �ìàëûìè� øàãàìè.
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Ðèñ. 3.

Â ðàáîòå [21] áûë ïðåäëîæåí ñïîñîá âèçóàëèçàöèè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ â âèäå �ïðîôèëåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè�, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷èëî øèðîêîå
ðàñïðîñòðàíåíèå â çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå, ïîñâÿùåííîé ÷èñëåííûì ìåòîäàì îïòèìèçàöèè.
Îïèøåì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ äàííîé ìåòîäèêè.

Çàäàåòñÿ ìíîæåñòâî òåñòîâûõ íàáîðîâ äàííûõ P = 1, . . . , I äëÿ îïðåäåëåííîé çàäà÷è
èëè ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ ñîáñòâåííûì íàáîðîì òåñòîâûõ äàí-
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íûõ. Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ, îáðàçóþùèõ ìíîæå-
ñòâî S = 1, . . . , J . Â êà÷åñòâå ïîêàçàòåëÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî âûïîëíåíèå àëãîðèòìîì s ∈ S
òåñòîâîé çàäà÷è p ∈ P , ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå âåëè÷èíû, íàïðèìåð, âðåìÿ ðàáî-
òû tps àëãîðèòìà s äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è p è äîñòèãíóòóþ òî÷íîñòü ïðè ðåøåíèè òåñòîâîé
çàäà÷è p àëãîðèòìîì s. Îïðåäåëèì äîñòèãàåìóþ àëãîðèòìîì s òî÷íîñòü ïî çíà÷åíèþ îï-
òèìèçèðóåìîé ôóíêöèè äëÿ òåñòîâîé çàäà÷è p êàê νps = |h(x̂ps) − h(x∗p)|/|h(x∗p)|, ãäå x̂ps �
ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì s ðåøåíèå òåñòîâîé çàäà÷è p, è x∗p � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå òåñòî-
âîé çàäà÷è p. Ââåäåì îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå ðåøåíèÿ x̂ps, ïîëó÷åííîãî àëãîðèòìîì s,
îò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x∗p êàê µps = ∥x̂ps − x∗p∥/∥x∗p∥. Â ïðîñòîì ñëó÷àå, êîãäà êàæäàÿ
òåñòîâàÿ çàäà÷à âûïîëíÿåòñÿ îäíèì è òåì æå ìíîæåñòâîì àëãîðèòìîâ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âåëè÷èíû Tps, νps, µps çàäàíû ÷èñëîâûìè ìàòðèöàìè ðàçìåðíîñòè I × J .

Äàëåå äëÿ êàæäîé òåñòîâîé çàäà÷è p ∈ P ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïîêàçàòåëè ýôôåêòèâíîñòè
àëãîðèòìîâ s ∈ S ïî ôîðìóëàì Tps = tps/min

s∈S
tps, Vps = νps −min

s∈S
νps è Wps = µps −min

s∈S
µps.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî p ∈ P âûïîëíÿåòñÿ min
s

Tps = 1,min
s

Vps = 0,min
s

Wps = 0. Çàòåì

äëÿ ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè T è êàæäîãî àëãîðèòìà s îïðåäåëÿþòñÿ ôóíêöèè ïðîèç-
âîäèòåëüíîñòè ρs(t) = Ns(t)/ns, ãäå Ns(t) � êîëè÷åñòâî òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ àëãîðèòìà s
òàêèõ, ÷òî Tps ≤ t, ns � îáùåå ÷èñëî òåñòîâûõ çàäà÷ äëÿ àëãîðèòìà s. Îáëàñòü çíà÷åíèé
ôóíêöèé ρs(t) � îòðåçîê [0, 1]. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ρs(t) � èíòåðâàë t ≥ 1. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç ρfs (t), ρxs (t) ôóíêöèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè äëÿ ïîêàçàòåëåé ýôôåêòèâíîñòè V
è W ñîîòâåòñòâåííî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé � èíòåðâàë t ≥ 0.

Â ðàáîòå [21] ãðàôèêè ôóíêöèé ρs(t) íà ñâîåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íàçâàíû �ïðîôèëÿìè
ïðîèçâîäèòåëüíîñòè� àëãîðèòìîâ s ∈ S. Â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìåòîäèêè ÷åì âûøå ïî
îñè îðäèíàò ðàñïîëîæåí ãðàôèê ôóíêöèè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè àëãîðèòìà, òåì áîëåå õîðî-
øèì ïîêàçàòåëåì ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ýòîò àëãîðèòì îáëàäàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè.

Äàëåå â ðàìêàõ îïèñàííîé ìåòîäèêè �ïðîôèëåé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè� [21] ïîä àëãîðèò-
ìàìè áóäåì ïîíèìàòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû âûáîðà øàãîâûõ ìíîæèòåëåé â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðîåêòèâíîì àëãîðèòìå.

Íà ðèñóíêå 4 ïîêàçàíû �ïðîôèëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè� ρs(t) äëÿ âðåìåíè ðàáîòû ïðî-
åêòèâíîãî àëãîðèòìà ('small' � `ìàëûé� øàã, 'Motz' � øàã Ìîöêèíà � Àãìîíà, 'diam' � ïî-
ñòîÿííûé øàã, 'huge' � �ãèáðèäíàÿ� ñòðàòåãèÿ).
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Ðèñ. 4. �Ïðîôèëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè� ρs(t)

Íà ðèñóíêàõ 5, 6 ïîêàçàíû �ïðîôèëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè� ρfs (t), ρxs (t) äëÿ äîñòèãíóòîé
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òî÷íîñòè ïðîåêòèâíîãî àëãîðèòìà ('small' � `ìàëûé� øàã, 'Motz' � øàã Ìîöêèíà � Àãìîíà,
'diam' � ïîñòîÿííûé øàã, 'huge' � �ãèáðèäíàÿ� ñòðàòåãèÿ). Ñóäÿ ïî ðåçóëüòàòàì, ïðåäñòàâ-
ëåííûì íà ðèñóíêàõ 4-6, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîëüêî èñïîëüçîâàíèå �ãèáðèäíîé� ñòðàòåãèè âû-
áîðà øàãà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðåøåíèå, êîòîðîå, ñ îäíîé ñòîðîíû, îáåñïå÷èâàåò âûèãðûø
ïî âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå áëèçêèì ê îïòè-
ìàëüíîìó ðåøåíèþ â ñìûñëå âåëè÷èí νps è µps. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîåêòèâíûì àëãîðèòìîì ñ
èñïîëüçîâàíèåì �ãèáðèäíîãî� øàãà äîñòèãàåòñÿ âûñîêàÿ òî÷íîñòü êàê ïî çíà÷åíèþ îïòèìè-
çèðóåìîé ôóíêöèè, î ÷åì ñâèäåòåëüñòâóþò �ïðîôèëè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè� ρfs (t), òàê è ïî
ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ �ïðîôèëÿìè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè�
ρxs (t).
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Ðèñ. 6.

Íà ðèñóíêå 7 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê ñõîäèìîñòè ïðîåêòèâíîãî àëãîðèòìà ïðè âûáîðå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè �ìàëûõ� øàãîâ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è øàãîâ Ìîöêèíà � Àãìîíà (ïóíêòèð-
íàÿ ëèíèÿ). Íà ðèñóíêå 8 ïîêàçàí àíàëîãè÷íûé ãðàôèê äëÿ �ãèáðèäíîé� ñòðàòåãèè âûáîðà
øàãîâ.

Âî âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåñòàõ, ïðîåêòèâíûé àëãîðèòì ñ �ãèáðèäíîé�
ñòðàòåãèåé âûáîðà øàãîâûõ ìíîæèòåëåé äåìîíñòðèðóåò ýôôåêò óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè íà
ïîñëåäíèõ øàãàõ àëãîðèòìà.
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Çàêëþ÷åíèå

Ýôôåêò óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè íà ïîñëåäíèõ øàãàõ ïðîåêòèâíîãî àëãîðèòìà ïðè èñïîëü-
çîâàíèè �ãèáðèäíîé� ñòðàòåãèè äëÿ øàãîâûõ ìíîæèòåëåé íå ïðîòèâîðå÷èò ÷àñòî íàáëþäà-
åìîìó ÿâëåíèþ çàìåäëåíèÿ ñõîäèìîñòè â àëãîðèòìàõ ãðàäèåíòíîãî òèïà. Äåëî â òîì, ÷òî
êëàññè÷åñêèå àíàëèòè÷åñêèå îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè è ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè àë-
ãîðèòìîâ ïîëó÷åíû â ðàìêàõ êîíöåïöèè �÷åðíîãî ÿùèêà� [16], êîãäà ïðèìåíÿåòñÿ �îðàêóë� �
âñïîìîãàòåëüíûé àëãîðèòì, âîçâðàùàþùèé èíôîðìàöèþ î ãðàäèåíòàõ, öåëåâîé ôóíêöèè è
îãðàíè÷åíèÿõ, íî íå èñïîëüçóþùèé íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Â ïðåäëàãàåìîì
ïîäõîäå ïîñòðîåíèÿ øàãîâûõ ìíîæèòåëåé èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå îãðàíè-
÷åíèé çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ñîâîêóïíîñòè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ÷òî ïîçâîëÿåò
ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé. Â ðàáîòå [14] áûë ïîëó÷åí ïîõîæèé ðåçóëüòàò ïî ñêîðîñòè ñõî-
äèìîñòè ïðîåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ: èñïîëüçîâàëñÿ ïîäõîä îïèñàíèÿ îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé
çàäà÷è â âèäå âûïóêëîé îáîëî÷êè òî÷åê è ñïåöèàëüíûé ìåòîä àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîåêöèè.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îòêðûâàåò âîçìîæíîñòè äëÿ ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåí-
íûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ è íåäèôôåðåíöèðóåìûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, èñ-
ïîëüçóþùèõ âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íåäîñòàòêîì ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñòðàòåãèÿ �áîëüøèõ� øàãîâ
ìîæåò äàâàòü íóëåâóþ îöåíêó øàãà â õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà. Â ýòîì ñëó÷àå âîçìîæíî,
÷òî íà íåêîòîðûõ øàãàõ àëãîðèòìà áóäåò èñïîëüçîâàí �ìàëûé� øàã, ÷òî ñêàæåòñÿ íà ðîñòå
îáúåìà âû÷èñëåíèé. Òîãäà ìîæíî ïåðåéòè ê äðóãèì ñòðàòåãèÿì íà îñíîâå òåîðåìû 2 èëè
âûáðàòü áîëüøîé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ïîñòîÿííûé øàã.

Àêòóàëüíîé îñòàåòñÿ çàäà÷à ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ïðîåêöèè, ïîñêîëüêó
â äîïîëíèòåëüíûõ ðàñ÷åòàõ àâòîðà ïðè ðàáîòå ñ òåñòîâûìè çàäà÷àìè áèáëèîòåêè �NETLIB
LP� ôóíêöèÿ qp â Octave äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå âñåãäà
äàâàëà îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ øàãîâûõ ìíîæèòåëåé.
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ABSTRACT

In order to solve large-scale linear programming problems the group of algorithms
with projection of a point onto the set is considered. Special method for selecting the
initial approximation and the step-size parameters is given to reduce computational
time. Comparative analysis of the rates of convergence and running time of the
algorithm with various step parameters is done for the special large-scale test problem
with randomly generated data.
Key words: constrained optimization, linear programming, large-scale problem, nu-

merical method, projection algorithm.


