
ÄÀËÜÍÅÂÎÑÒÎ×ÍÛÉ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÆÓÐÍÀË. 2012. Òîì 12. � 2. C. 184�194

ÓÄÊ 517.54
MSC2010 30A10, 30C25, 30C15

c⃝ Â.Í. Äóáèíèí1

Îá îäíîì êëàññå îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé

Èçó÷àþòñÿ ìåðîìîðôíûå è îäíîëèñòíûå ôóíêöèè, çàäàííûå â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè
ñ ðàäèàëüíûìè ðàçðåçàìè. Äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû ïîêðûòèÿ è ìíîãîòî÷å÷íûå òåîðåìû
èñêàæåíèÿ äëÿ òàêèõ ôóíêöèé è äàþòñÿ íåêîòîðûå ïðèëîæåíèÿ ê îöåíêàì ðàöèîíàëü-
íûõ ôóíêöèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè, îäíîëèñòíûå ôóíêöèè, òåîðåìû èñêàæåíèÿ,

ðàöèîíàëüíûå ôóíêöèè, åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ, äèññèììåòðèçàöèÿ.

Ââåäåíèå

Îáëàñòü D êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C íàçîâåì ëó÷åâîé îáëàñòüþ, åñëè åå äîïîëíåíèå ñî-
ñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ðàäèàëüíûõ ëó÷åé, òî åñòü ëó÷åé âèäà |z| ≥ r, arg z = φ, ãäå r �
ïîëîæèòåëüíàÿ, à φ � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå. Ãðàíè÷íûé ëó÷ òàêîé îá-
ëàñòè áóäåì íàçûâàòü êîðîòêî ëó÷îì îáëàñòè. Ïóñòü m ≥ 1 íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì
÷åðåç L(m) êëàññ ôóíêöèé f , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ìåðîìîðôíà è îäíîëèñòíà â íåêîòîðîé
ëó÷åâîé îáëàñòè Df ñ m ãðàíè÷íûìè ëó÷àìè, ïðè÷åì f(0) = 0. Ïóñòü L(m,n) � ïîäêëàññ
êëàññà L(m), ñîñòîÿùèé òîëüêî èç òåõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ âñå ãðàíè÷íûå ëó÷è Df ðàñ-
ïîëîæåíû ïîä óãëàìè, êðàòíûìè 2π/n, ê âåùåñòâåííîé îñè, m ≤ n. Êëàññ L(m) íå ñâîäèòñÿ
ê èçâåñòíûì êëàññàì S è Σ (ñì. [1, Äîáàâëåíèå]) äàæå â ñëó÷àå m = 1 (ïîñêîëüêó âîçìîæíî
íàëè÷èå ïîëþñà ôóíêöèè f è íåèçâåñòíî ðàññòîÿíèå îò ãðàíè÷íîãî ëó÷à äî íà÷àëà êîîð-
äèíàò). Åñëè äëÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè f êëàññà L(m) èçâåñòíû âñå ëó÷è îáëàñòè Df , òî
ñóïåðïîçèöèÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ êðóãà íà Df [2, ï.38] è ôóíêöèè f ñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé íîðìèðîâêîé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññà S. Îäíàêî äàæå â ýòîì ñëó÷àå ïðè m > 1
ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå äëÿ ôóíêöèè f , áóäóò âûãëÿäåòü âåñüìà ãðîìîçäêî. Â îáùåì ñëó-
÷àå êëàññ L(m) ÿâëÿåòñÿ íîâûì â òåîðèè ôóíêöèé. Áîëåå òîãî, ïîñêîëüêó ïðîèçâîëüíóþ
êîíå÷íîñâÿçíóþ îáëàñòü ñ íåâûðîæäåííûìè ãðàíè÷íûìè êîìïîíåíòàìè ìîæíî îòîáðàçèòü
êîíôîðìíî íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè âäîëü îòðåçêîâ íà ðàäèàëüíûõ ëó÷àõ [3, § 1], òî, íàïðè-
ìåð, òåîðåìû èñêàæåíèÿ â êëàññå L(m) äàþò èíôîðìàöèþ îá èñêàæåíèè ìåðîìîðôíûìè
è îäíîëèñòíûìè ôóíêöèÿìè â ïðîèçâîëüíûõ îáëàñòÿõ. Â äàííîé ñòàòüå äîêàçûâàþòñÿ òåî-
ðåìû ïîêðûòèÿ è èñêàæåíèÿ â êëàññàõ L(m) è L(m,n). Ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà îïèðàåòñÿ
íà ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ êîíôîðìíîé åìêîñòè êîíäåíñàòîðîâ è äèññèììåòðèçàöèþ [4]. Äëÿ
óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ â §1 ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäå-
íèÿ. Âòîðîé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì ïîêðûòèÿ è èñêàæåíèÿ. Â çàêëþ÷è-
òåëüíîì, òðåòüåì ïàðàãðàôå äàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ê ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì, â ÷àñòíîñòè,
ê îöåíêàì ýòèõ ôóíêöèé â îêðåñòíîñòè íåêðèòè÷åñêîé òî÷êè.
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1. Êîíôîðìíàÿ åìêîñòü êîíäåíñàòîðà

Êîíäåíñàòîðîì íà ñôåðå Ðèìàíà C íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà C = (E0, E1)
íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ E0 è E1, ïðèíàäëåæàùèõ C. Îòêðûòîå
ìíîæåñòâî G = C\(E0 ∪ E1) íàçîâåì ïîëåì, à ñàìè ìíîæåñòâà E0, E1 � ïëàñòèíàìè êîí-
äåíñàòîðà C. Åìêîñòü capC êîíäåíñàòîðà C îïðåäåëÿåòñÿ êàê òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà
èíòåãðàëîâ Äèðèõëå

I(v,G) :=

∫∫
G
|∇v|2dxdy

ïî âñåì äîïóñòèìûì ôóíêöèÿì v, ò.å. âåùåñòâåííîçíà÷íûì ôóíêöèÿì v, íåïðåðûâíûì â
C, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ Ëèïøèöà â C, ðàâíûì íóëþ íà E0 è åäèíèöå íà E1. Åñëè
ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðà C îãðàíè÷åíû êîíå÷íûì ÷èñëîì êóñî÷íîãëàäêèõ êðèâûõ, òî ñóùå-
ñòâóåò ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ u êîíäåíñàòîðà C, íåïðåðûâíàÿ â C, ãàðìîíè÷åñêàÿ â ïîëå
G, ðàâíàÿ íóëþ íà E0 è åäèíèöå � íà E1. Èçâåñòíî, ÷òî

capC = I(u,G).

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

Dk = {reiθ : 0 < r < ∞, |θ − 2πk/m| < π/m}, k = 1, . . . ,m, m ≥ 1,

dτ (z) =
z − τ

z + τ
, Reτ > 0,

z = d−1
τ (w) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ w = dτ (z) (ïðè ôèêñèðîâàííîì êîìïëåêñíîì ïàðàìåòðå

τ).

Ëåììà 1. (ñì.[4, ñëåäñòâèå 5.3]). Åñëè ïîëå êîíäåíñàòîðà C åñòü äâóñâÿçíàÿ îáëàñòü

è åñëè äëÿ ëþáîãî k = 1, . . . ,m (m ≥ 2) îäíà èç ïëàñòèí ýòîãî êîíäåíñàòîðà ñîäåðæèò

íåêîòîðûå òî÷êè ak ∈ Dk, à äðóãàÿ ïëàñòèíà ñîäåðæèò íåêîòîðûå òî÷êè bk ∈ Dk, òî

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

capC ≥ 2
m∑
k=1

K(qk)

K(
√

1− q2k)
, (1)

ãäå qk = d−1
|τ | (−|dτ (am/2

k )|)/d−1
|τ | (|dτ (b

m/2
k )|), τ � ëþáîå ÷èñëî ñ Reτ > 0, Rea

m/2
k > 0, Reb

m/2
k >

0, K(·) � ïîëíûé ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ak = rke
i2πk/m,

bk = Rke
i2πk/m è r

m/2
k ≤ τ ≤ R

m/2
k , òî qk =

√
rmk /Rm

k . Ðàâåíñòâî â (1) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëå êîíäåíñàòîðà C ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé m-êðàòíî ñèììåòðè÷íîå

êîëüöî Òåéõìþëëåðà

C\({z : 0 ≤ zm ≤ rm} ∪ {z : zm ≥ Rm}), 0 < r < R < ∞,

è ak = rei2πk/m, bk = Rei2πk/m, k = 1, . . . ,m, ïðè rm/2 ≤ τ ≤ Rm/2.
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Ïóñòü òåïåðü z0 � ôèêñèðîâàííàÿ òî÷êà ïëîñêîñòè C, U(z0, τ) := {z : |z − z0| < τ}. Ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îáëàñòåé D(z0, r), 0 < r < r0, íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè êðóãîâûì,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

U(z0, s(r)) ⊂ D(z0, r) ⊂ U(z0, t(r))

äëÿ íåêîòîðûõ ïîëîæèòåëüíûõ ôóíêöèé s(r) è t(r), 0 < r < r0, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
s(r) ∼ t(r) ∼ r ïðè r → 0. Ýëåìåíò àñèìïòîòè÷åñêè êðóãîâîãî ñåìåéñòâà D(z0, r) áóäåì
íàçûâàòü ïî÷òè êðóãîì ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 ðàäèóñà r.

Ëåììà 2. Ïóñòü z1, . . . , zn � ïðîèçâîëüíûå ðàçëè÷íûå êîíå÷íûå òî÷êè, îòëè÷íûå îò

òî÷êè z0 = 0; µ0, µ1, . . . , µn � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

äëÿ íåêîòîðîãî r0 > 0 çàìûêàíèÿ ïî÷òè êðóãîâ D(zk, µkr), k = 0, 1, . . . , n, ïîïàðíî íå

ïåðåñåêàþòñÿ, 0 < r < r0. Òîãäà äëÿ åìêîñòè êîíäåíñàòîðà

C(r) =

(
D(0, µ0r),

n∪
k=1

D(zk, µkr)

)
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

capC(r) = −2π
n

n+ 1

1

log r
+R(

1

log r
)2 + o

(
(

1

log r
)2
)
, r → 0,

ãäå R =
2π

(n+ 1)2

n2 logµ0 +
n∑

k=1

logµk − 2n
n∑

k=1

log |zk|+
n∑

k=1

n∑
l=1
l ̸=k

log |zk − zl|

 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åìêîñòü êîíäåíñàòîðà C(r), óìíîæåííàÿ íà (n + 1)2, ñîâïàäàåò ñ åìêî-
ñòüþ �îáîáùåííîãî� êîíäåíñàòîðà â C ñ ïëàñòèíàìè D(0, µ0r), D(z1, µ1r), . . ., D(zn, µnr)
è óðîâíÿìè ïîòåíöèàëà ñîîòâåòñòâåííî −n, 1, . . . , 1. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé
(2.15) èç [4].

2. Òåîðåìû ïîêðûòèÿ è èñêàæåíèÿ

Îòìåòèì ñïåðâà, ÷òî îáùèé ïîäõîä ïî ïðèìåíåíèþ ñèììåòðèçàöèè â ãåîìåòðè÷åñêîé
òåîðèè ôóíêöèé [5], [4] ñ ó÷åòîì òåîðåìû 4.16 èç [4] ïðèâîäèò ê ìíîãî÷èñëåííûì òåîðåìàì
ïîêðûòèÿ â êëàññå L(m). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f êëàññà L(m), ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ m, n ≥ 2 è

ëþáîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà θ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

n

√√√√ n∏
k=1

Λf (θ + 2πk/n) ≥ 4
n−m
mn ρf |f ′(0)|, (2)

ãäå ρf îçíà÷àåò ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ãðàíèöû îáëàñòè Df , à Λf (φ) � ðàñ-

ñòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî áëèæàéøåé ãðàíè÷íîé òî÷êè ìíîæåñòâà f(Df ), ðàñ-
ïîëîæåííîé íà ëó÷å argw = φ, 0 < |w| < ∞ (åñëè ïðè äàííîì φ óêàçàííîé òî÷êè íå
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ñóùåñòâóåò, òî ïîëàãàåì Λf (φ) = +∞). Ðàâåíñòâî â (2) äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ

ôóíêöèè f ∈ L(m), êîòîðàÿ êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè

âäîëü ëó÷åé arg zm = 0, |z| ≥ c íà ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè argwn = θn, |w| ≥ d, ãäå c è d �

ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ òåîðåìó 4.16 â [4], ïîëó÷àåì

m
√
4ρf = r(D∗, 0) ≤ r(Df , 0) = r(f(Df ), 0)|f ′(0)|−1,

ãäå D∗ åñòü ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçàìè âäîëü ëó÷åé arg zm = 0, |z| ≥ ρf , à r(G, 0) îçíà÷àåò
êîíôîðìíûé (âíóòðåííèé) ðàäèóñ îáëàñòè G îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò [4], [5]. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

r(f(Df ), 0) ≤ n

√√√√4

n∏
k=1

Λf (θ + 2πk/n),

ðàâíîñèëüíîå íåðàâåíñòâó (7.25) èç [4]. Ñðàâíèâàÿ îáà íåðàâåíñòâà, ïðèõîäèì ê (2). Ñëó÷àé
ðàâåíñòâà ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Íåðàâåíñòâî (2) î ïîêðûòèè îòðåçêîâ ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé òåîðåìå î ïîêðûòèè ïëî-
ùàäåé (ñð. [1, ãë. IV, §6]).

Òåîðåìà 2. Åñëè f ∈ L(m), òî ïëîùàäü çâåçäû îáëàñòè f(Df ) îòíîñèòåëüíî íà÷àëà

êîîðäèíàò íå ìåíüøå âåëè÷èíû

π(
m
√
4ρf |f ′(0)|)2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáëàñòü f(Df ) îãðàíè÷åíà ãëàäêîé êðèâîé. Íåðà-
âåíñòâî (2) ïðè θ = 0, à òàêæå èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì è
ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì äàþò

4
n−m
mn ρf |f ′(0)| ≤ n

√√√√ n∏
k=1

Λf (2πk/n) ≤

√√√√ 1

n

n∑
k=1

Λ2
f (2πk/n).

Îòñþäà

π(4
n−m
mn ρf |f ′(0)|)2 ≤ 1

2

n∑
k=1

Λ2
f (2πk/n)

2π

n
.

Îñòàëîñü ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n → ∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåîðåìû 1 è 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîòî÷å÷íûå òåîðåìû èñêàæåíèÿ (îöåíêà
|f ′(0)|). Â ñëó÷àå äâóòî÷å÷íûõ òåîðåì íàì ïîíàäîáèòñÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ îáëàñòè Df ,
f ∈ L(m).

Òåîðåìà 3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ äâóõ ôóíêöèé f è g êëàññà L(m) âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî D := Df = Dg, ïðè÷åì îáëàñòü D ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé

îñè, à ôóíêöèÿ g êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò ýòó îáëàñòü òàê, ÷òî òî÷êè

âåùåñòâåííîé îñè è ãðàíè÷íûå òî÷êè D ïåðåõîäÿò â òî÷êè íà âåùåñòâåííîé îñè. Òîãäà
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äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ òî÷åê x1 è x2 â D, îòëè÷íûõ îò ïîëþñîâ ôóíêöèé f
è g, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f ′(x1)f
′(x2)|

|f(x1)− f(x2)|2
≥ |g′(x1)g′(x2)|

|g(x1)− g(x2)|2
, (3)

à äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ D, îòëè÷íîé îò ïîëþñà ôóíêöèè f è íå ëåæàùåé íà âåùåñòâåííîé

îñè, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî â äðóãóþ ñòîðîíó

|f ′(z)f ′(z)|
|f(z)− f(z)|2

≤ |g′(z)g′(z)|
|g(z)− g(z)|2

. (4)

Êðîìå òîãî, äëÿ ïðîèçâîäíûõ Øâàðöà â ëþáîé âåùåñòâåííîé òî÷êå x ∈ D, îòëè÷íîé îò

ïîëþñîâ f è g, âåðíî íåðàâåíñòâî

ReSf (x) ≥ ReSg(x) = Sg(x). (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâà (3) è (4) âûòåêàþò èç òåîðåìû 7.3 [4]. Îñòàíîâèìñÿ ïîäðîá-
íåå íà íåðàâåíñòâå (5). Ïóñòü â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x ∈ D ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(z) = c0 + c1(z − x) + c2(z − x)2 + c3(z − x)3 + . . .

Òîãäà äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ρ > 0 âûïîëíÿåòñÿ

|f ′(x+ ρ)f ′(x− ρ)|4ρ2

|f(x+ ρ)− f(x− ρ)|2
=

|1 + 2c2
c1

ρ+ 3c3
c1

ρ2 + . . . ||1− 2c2
c1

ρ+ 3c3
c1

ρ2 + . . . |
|1 + c3

c1
ρ2 + . . . |2

=

= |1 + 4ρ2(
c3
c1

− c22
c21
) + . . . | = |1 + 2

3
ρ2Sf (x) + . . . |.

Âûïèñûâàÿ àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå äëÿ ôóíêöèè g è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (3), ïðèõîäèì
ê íåðàâåíñòâó (5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îöåíèâàåò èñêàæåíèÿ ôóíêöèè f â íàïðàâëåíèè ëó÷åé îáëàñòè Df .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó L(m), m ≥ 2, è ïóñòü zk, k =
1, . . . ,m, � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè |z| = r, 0 < r < ρf , ñ ïðîäîëæåíèÿìè ëó-

÷åé îáëàñòè Df äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî | arg f(zk)− 2πk/m| < π/m, k =
1, . . . ,m. (Çäåñü ρf � ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ãðàíèöû îáëàñòè Df , à ïîä àðãó-

ìåíòîì ïîíèìàåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ âåòâü). Òîãäà

m

√√√√ m∏
k=1

∣∣∣∣∣f
m
2
−1(zk)f ′(zk)

Ref
m
2 (zk)

∣∣∣∣∣ ≥ 1

r
.

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ, ðàññìàòðèâàåìî-

ãî â ïëîñêîñòè Cz ñ ðàäèàëüíûìè ðàçðåçàìè arg zm = 0, |z| ≥ c, ãäå c � ïðîèçâîëüíàÿ

ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì äâà êîíäåíñàòîðà

C∗ =

(
m∪
k=1

[0, rei2πk/m],

m∪
k=1

{z = ρei2πk/m : ρ ≥ r +△r}

)
è

C =

(
m∪
k=1

[0, zk],

m∪
k=1

{z = ρei arg zk : ρ ≥ r +△r}

)
,

ãäå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî △r âûáðàíî íàñòîëüêî ìàëûì, ÷òîáû òî÷êè f(zk + zk△r/r), ïðè-
íàäëåæàëè óãëàì Dk = {reiθ : 0 < r < ∞, |θ − 2πk/m| < π/m}, k = 1, . . . ,m. Òåîðåìà 4.14
[4] è êîíôîðìíàÿ èíâàðèàíòíîñòü åìêîñòè äàþò

capC∗ ≥ capC = cap f(C). (6)

Ñîãëàñíî ëåììå 1, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

cap f(C) ≥ 2
m∑
k=1

K(qk)

K(
√

1− q2k)
, (7)

ãäå

qk =
1− |dt(fm/2(zk + zk△r/r))|
1 + |dt(fm/2(zk + zk△r/r))|

, t = fm/2(zk),

dt(f
m/2(zk + zk△r/r)) =

fm/2(zk + zk△r/r)− fm/2(zk)

fm/2(zk + zk△r/r) + fm/2(zk)
, k = 1, . . . ,m.

Èññëåäóåì òåïåðü èòîãîâîå íåðàâåíñòâî äëÿ åìêîñòåé ïðè △r → 0. Âíîâü, ïî ëåììå 1,
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

capC∗ = 2m
K(q∗)

K(
√

1− (q∗)2)
,

ãäå q∗ =
√
rm(r +△r)−m. Èç àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé äëÿ ïîëíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî

èíòåãðàëà âûòåêàåò ðàâåíñòâî

K(q∗)

K(
√

1− (q∗)z)
=

2

π
log

4√
1− (q∗)2

+ o(1), △r → 0,

(ñì., íàïðèìåð [6, ñ.116]). Òàêèì îáðàçîì,

capC∗ =
4m

π
log

4√
m△r/r + o(△r)

+ o(1).

Àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (7) âûïîëíÿåòñÿ
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2

π
log

4√
1− q2k

+ o(1) =
2

π
log

4√
m△r

∣∣∣fm/2−1(zk)f ′(zk)
Refm/2(zk)

∣∣∣+ o(△r)

+ o(1).

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå àñèìïòîòèêè â (6) è (7), ïîëó÷àåì â èòîãå òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà òåîðåìû 4 ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè arg f(zk) =
2πk/m, k = 1, . . . ,m, èìååò âèä

m

√√√√ m∏
k=1

|f ′(zk)/f(zk)|.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) = z + c2z
2 + c3z

3 + . . . ïðèíàäëåæèò êëàññó L(2, 2),
òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Rec3 + |c2|2 −
7

4
(Rec2)

2 ≥ 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàåì â òåîðåìå 4 m = 2, z1 = r, z2 = −r è óñòðåìëÿåì r → 0.

Òåîðåìà 5. Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ L(m,n), òî äëÿ òî÷åê zk = ρ exp(i(πn+
2πk
n )), k = 1, . . . , n,

îòëè÷íûõ îò ïîëþñà f , ïðè ëþáîì ρ, 0 < ρ < ∞, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|f ′(0)|n2 |
n∏

k=1

f ′(zk)|
n∏

k=1

n∏
l=1
l ̸=k

|f(zk)− f(zl)|

n∏
k=1

|f(zk)|2n
≥ nn

ρn2+n
. (8)

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì r îïðåäåëåíû êîíäåíñàòîðû

C∗(r) =

(
U(0, r),

n∪
k=1

U(zk, r)

)
, C(r) =

(
f(U(0, r)),

n∪
k=1

f(U(zk, r))

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç u ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ êîíäåíñàòîðà C(r), è ïóñòü v(z) = u(f(z)),
z ∈ Df . Òîãäà

capC(r) = I(u,C) ≥ I(u, f(Df )) = I(v,Df ).

Äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèè u∗ êîíäåíñàòîðà C∗(r) íà ëó÷àõ îáëàñòè Df âûïîëíÿåòñÿ
∂u∗/∂n = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå (ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé) ïîëó÷àåì

I(v,Df ) ≥ I(u∗, Df ) = capC∗(r).

Îêîí÷àòåëüíî
capC(r) ≥ capC∗(r).
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Çàìåòèì, ÷òî ïëàñòèíû êîíäåíñàòîðà C∗(r) ñîñòîÿò èç çàìêíóòûõ êðóãîâ, à ïëàñòèíû C(r) �
èç çàìûêàíèé ïî÷òè êðóãîâ. Ïðèìåíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó èç ëåììû 2, ïðèõîäèì
ê íåðàâåíñòâó

n2 log |f ′(0)|+
n∑

k=1

log |f ′(zk)| − 2n
n∑

k=1

log |f(zk)|+
n∑

k=1

n∑
l=1
l ̸=k

log |f(zk)− f(zl)| ≥

≥ −2n
n∑

k=1

log |zk|+
n∑

k=1

n∑
l=1
l ̸=k

log |zk − zl|.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî

n∏
k=1

n∏
l=1
l ̸=k

|zk − zl| = nnρn(n−1).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèÿ f êëàññà L(m) îãðàíè÷åíà íà îêðóæíîñòè

|z| = ρ, 0 < ρ < ∞, òî äëÿ òðàíñôèíèòíîãî äèàìåòðà

d := d{w = 1/f(z) : z ∈ Df , |z| = ρ}

âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

d ≥ 1

ρ|f ′(0)|
. (9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèé f , ïðèíàäëåæàùèõ êëàññó L(m,n0l), ïðè âñåõ l è äîñòà-
òî÷íî áîëüøîì n0 íåðàâåíñòâî (9) ïîëó÷àåòñÿ âîçâåäåíèåì îáåèõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (8)
(n = n0l) â ñòåïåíü 1/(n(n − 1)) è çàòåì ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè l → ∞. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèè f ∈ L(m) íåðàâåíñòâî (9) äîêàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì ïðè
n0 → ∞.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ρ < ρf íåðàâåíñòâî (9) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Êðîìå òîãî, â
óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 2 ïðè ρ < ρf èç íåðàâåíñòâà (8) âûòåêàåò îöåíêà

d{w = f(z) : z ∈ Df , |z| = ρ} ≥ ρ|f ′(0)|,

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ òàêæå èç èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Ëàâðåíòüåâà (ñì. [4, íåðàâåíñòâî
(6.1′)]).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò êëàññó L(m,n), n � ÷åòíîå ÷èñëî, è ïóñòü

äëÿ äàííîãî ρ, 0 < ρ < ∞, òî÷êè zk = ρ exp(i(πn + 2πk
n )), k = 1, . . . , n, îòëè÷íû îò ïîëþñà

ôóíêöèè f . Òîãäà

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

f ′(zk)

∣∣∣∣∣
n∏

k=1

n∏
l=1
l ̸=k

|f(zk)− f(zl)|(−1)k+l ≤
(

n

4ρ

)n

(10)

ñ ðàâåíñòâîì äëÿ òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñåêòîðîâ

Gk = {z :
2π

n
k < arg z <

2π

n
(k + 1)}, k = 1, . . . , n.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî

r(f(Gk), f(zk)) = |f ′(zk)|r(Gk, zk) = |f ′(zk)|
4

n
ρ, k = 1, . . . , n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç íåðàâåíñòâà Íåõàðè (ñì. [4, òåîðåìà 6.1]) ñëåäóåò

n∏
k=1

r(f(Gk), f(zk)) ≤
n∏

k=1

n∏
l=1
l ̸=k

|f(zk)− f(zl)|−(−1)k+l
.

Òðåáóåìàÿ îöåíêà âûòåêàåò èç ñðàâíåíèÿ ýòèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé. Ñëó÷àé ðàâåíñòâà
ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî óñëîâèå f(0) = 0 â òåîðåìå 6 ÿâëÿåòñÿ èç-
ëèøíèì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî Íåõàðè è, ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà 6 âûòåêà-
þò èç ìîíîòîííîñòè åìêîñòè îáîáùåííûõ êîíäåíñàòîðîâ. Áîëåå òîãî, ñëåäóÿ ïðèâåäåííûì
äîêàçàòåëüñòâàì, ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè è îáîáùåíèÿ òåîðåì 5 è 6 â ñëó÷àå òî÷åê zk,
ðàñïîëîæåííûõ íå íà îäíîé îêðóæíîñòè, à íà îáúåäèíåíèè êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé.
Áëèçêèå íåðàâåíñòâà äëÿ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ ïðèâîäÿòñÿ â §5.1 [4].

3. Íåðàâåíñòâà äëÿ ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé

Âñþäó íèæå ïîä ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé R ïîíèìàåòñÿ ôóíêöèÿ âèäà R = P/Q, ãäå P
è Q � êîìïëåêñíûå ïîëèíîìû. Èçó÷àÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè R â îêðåñòíîñòè íåêðèòè÷åñêîé
òî÷êè z0, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî z0 = R(z0) = 0. Çíà÷åíèå ôóíêöèè R â êðèòè÷åñêîé òî÷êå
ζ íàçûâàþò êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì R(ζ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(R) ìàêñèìàëüíóþ îáëàñòü â
z -ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùóþ íà÷àëî êîîðäèíàò è òàêóþ, ÷òî ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ w = R(z)
êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò ýòó îáëàñòü íà îáëàñòü, çâåçäîîáðàçíóþ îòíîñèòåëü-
íî òî÷êè w = 0. Ïîíÿòíî, ÷òî îáðàç R(S(R)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëó÷åâóþ îáëàñòü, ïðè÷åì
ãðàíè÷íûå ëó÷è ýòîé îáëàñòè èñõîäÿò îò íåêîòîðûõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè R.
Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî åñëè S � ëó÷åâàÿ îáëàñòü â w -ïëîñêîñòè ñ ãðàíè÷íûìè ëó÷àìè, âû-
õîäÿùèìè èç âñåõ êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ôóíêöèè R, òî f(S) ⊂ S(R), f(S) = S(R), ãäå f �
ìåðîìîðôíàÿ âåòâü îáðàòíîé ê R ôóíêöèè, çàäàííàÿ íà Df := R(S(R)), f(0) = 0. Ôóíêöèÿ
f ïðèíàäëåæèò êëàññó L(m) ïðè íåêîòîðîì m. Ïðèìåíÿÿ ê f òåîðåìû ïðåäûäóùåãî ïà-
ðàãðàôà, ïîëó÷èì óòâåðæäåíèÿ äëÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå èç
íèõ. Òàê, íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò òåîðåìà 7.

Òåîðåìà 7. Äëÿ ëþáîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R, R(0) = 0, R′(0) ̸= 0, ñóùåñòâó-
åò îáëàñòü îäíîëèñòíîñòè, ïëîùàäü çâåçäû êîòîðîé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò íå

ìåíüøå, ÷åì

π

(
C(R)

|R′(0)|

)2

,

ãäå C(R) = min{|R(ζ)| : R′(ζ) = 0}.

192



Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, êàê â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ðàñïîëîæåíèå êðèòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè âëèÿåò íà åå íà÷àëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Òåîðåìà 8. Åñëè âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè R ëåæàò íà âåùå-

ñòâåííîé îñè è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò âûïîëíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå

R(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + . . . ,

òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Re(a22 − a3) ≥ 0, (11)

Rea3 + |a2|2 −
9

4
(Rea2)

2 ≤ 0. (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ R ðàñïîëîæåíû íà âåùåñòâåííîé
îñè, òî îáëàñòü Df = R(S(R)) èìååò íå áîëåå äâóõ ãðàíè÷íûõ ëó÷åé, ëåæàùèõ íà ýòîé
îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, îíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî óêàçàííîé îñè è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
òåîðåìû 3 ñ m = 2 è g(z) ≡ z. Íåðàâåíñòâî (5) ýòîé òåîðåìû äàåò

Re(c3 − c22) ≥ 0,

ãäå f(w) = w + c2w
2 + c3w

3 + . . .. Èç óñëîâèÿ f(R(z)) ≡ z ñëåäóåò

c2 = −a2, c3 = 2a22 − a3.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (11). Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (12) ïîëó-
÷àåì èç ñëåäñòâèÿ 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, íîâûì äàæå â ñëó÷àå R = P .

Òåîðåìà 9. Ïóñòü R � ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ, R(0) = 0, R′(0) ̸= 0. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ρ òàêîãî, ÷òî |R(∞)| ̸= ρ, âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

d{w : 1/w ∈ Eρ(R)} ≥ d{w : 1/w ∈ Eρ(R) ∩ S(R)} ≥ |R′(0)|/ρ.
Çäåñü d(E) îçíà÷àåò òðàíñôèíèòíûé äèàìåòð ìíîæåñòâà E, à Eρ(R) = {z : |R(z)| = ρ}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîäåðæàòåëüíîé ÷àñòüþ òåîðåìû 9 ÿâëÿåòñÿ ïðàâîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîå
âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 2.

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ôåêåòå, äëÿ ïîëèíîìà P (z) = zn + . . . ñòåïåíè n âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

d(Eρ(P )) = n
√
ρ,

òî åñòü ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó òðàíñôèíèòíûì äèàìåòðîì ìíîæåñòâà Eρ(P ) è ñòàðøèì
êîýôôèöèåíòîì ïîëèíîìà [1, ãë. VII, §1]. Òåîðåìà 9 äàåò íåêîòîðóþ ñâÿçü ìåæäó òðàíñ-
ôèíèòíûì äèàìåòðîì ìíîæåñòâà {w : 1/w ∈ Eρ(P )} è ïåðâûì êîýôôèöèåíòîì, ïðè÷åì
íåçàâèñèìî îò ñòåïåíè ïîëèíîìà P (ñì. òàêæå çàìå÷àíèÿ ê ñëåäñòâèþ 2).

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå íå òðåáóåò ñïåöèàëüíûõ ïîÿñíåíèé.
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Òåîðåìà 10. Åñëè ïðè íåêîòîðîì ÷åòíîì n âñå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ðàöèîíàëüíîé

ôóíêöèè R, R(0) = 0, R′(0) ̸= 0, ðàñïîëîæåíû íà ëó÷àõ, âûõîäÿùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò

ïîä óãëàìè, êðàòíûìè 2π/n ê âåùåñòâåííîé îñè, òî äëÿ ìåðîìîðôíîé âåòâè f ôóíêöèè,

îáðàòíîé R, çàäàííîé â R(S(R)), f(0) = 0, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (10).
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ABSTRACT

In this paper we study the meromorphic univalent functions in the complex plane
with radial slits. Covering and multipoint distortion theorems for such functions are
proved. Some applications for rational functions are also given.
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