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Îòîáðàæåíèÿ àëãåáð èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ,

ñîõðàíÿþùèå íóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ

è íóëåâûå éîðäàíîâû ïðîèçâåäåíèÿ

Â ðàáîòå äàþòñÿ êðèòåðèè ñîõðàíåíèÿ íóëåâûõ ïðîèçâåäåíèé è íóëåâûõ éîðäàíîâûõ
ïðîèçâåäåíèé îòîáðàæåíèÿìè, äåéñòâóþùèìè ìåæäó àëãåáðàìè èçìåðèìûõ îïåðàòî-
ðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èçìåðèìûé îïåðàòîð, òîïîëîãèÿ ñõîäèìîñòè ïî ìåðå, ñëåä, ãîìîìîð-

ôèçì, éîðäàíîâ ãîìîìîðôèçì.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ èíòåíñèâíî èçó÷àþòñÿ òå îòîáðàæåíèÿ ìåæäó àëãåáðàìè, êîòîðûå
ñîõðàíÿþò íóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ èëè íóëåâûå éîðäàíîâû ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü A è B �
äâå àëãåáðû. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : A → B ñîõðàíÿåò íóëåâîå ïðî-

èçâåäåíèå, åñëè φ(A)φ(B) = 0 äëÿ ëþáûõ A, B ∈ A òàêèõ, ÷òî AB = 0. Ìû ãîâîðèì, ÷òî
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : A → B ñîõðàíÿåò íóëåâîå ïðîèçâåäåíèå â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ,
åñëè φ ñîõðàíÿåò íóëåâîå ïðîèçâåäåíèå è åñëè AB = 0 äëÿ ëþáûõ A, B ∈ A òàêèõ, ÷òî
φ(A)φ(B) = 0. Semrl äîêàçàë â [8], ÷òî åñëè B(X) � áàíàõîâà àëãåáðà âñåõ îãðàíè÷åííûõ
ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâåX, òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç B(X) â ñåáÿ
ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ñîõðàíÿåò íóëåâîå ïðîèçâåäåíèå
â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ. Â [6] Hou è Gao ïðèâåëè õàðàêòåðèçàöèè àääèòèâíûõ îòîáðàæåíèé â
B(X), ñîõðàíÿþùèõ íóëåâîå ïðîèçâåäåíèå, êîãäà X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî. Â ðàáîòå
[5] îïèñàí êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò íóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ.
Â [4] Cui è Hou, îáîáùàÿ ðåçóëüòàòû èç [8], èçó÷èëè ñîõðàíÿþùèå íóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ ìåæäó àëãåáðàìè ôîí Íåéìàíà.

Ìû ãîâîðèì, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : A → B ñîõðàíÿåò íóëåâîå éîðäàíîâî ïðîèç-

âåäåíèå, åñëè φ(A)φ(B) +φ(B)φ(A) = 0 äëÿ ëþáûõ A, B ∈ A òàêèõ, ÷òî AB +BA = 0. Ìû
ãîâîðèì, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå φ : A → B ñîõðàíÿåò íóëåâîå éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå â

îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ, åñëè φ ñîõðàíÿåò íóëåâîå éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå è åñëè AB+BA = 0
äëÿ ëþáûõ A, B ∈ A òàêèõ, ÷òî φ(A)φ(B) +φ(B)φ(A) = 0. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ ïðèìè-
òèâíûõ êîëåö, ñîõðàíÿþùèå íóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ, èçó÷åíû â [2]. Ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ
àëãåáð ôîí Íåéìàíà, ñîõðàíÿþùèå éîðäàíîâû íóëåâûå ïðîèçâåäåíèÿ, èçó÷åíû â [9] è ëè-
íåéíûå îòîáðàæåíèÿ êîëåö � â [3]. Â äàííîé ðàáîòå ìû äàåì êðèòåðèè ñîõðàíåíèÿ íóëåâîãî
ïðîèçâåäåíèÿ è íóëåâîãî éîðäàíîâà ïðîèçâåäåíèÿ îòîáðàæåíèÿìè, çàäàííûìè íà S(M) �
*-àëãåáðå âñåõ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê êîíå÷íîé àëãåáðå ôîí Íåéìàíà
M .

Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü B(H) � àëãåáðà âñåõ ëèíåéíûõ îãðàíè-
÷åííûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç H â H. ÏóñòüM � ïîäàëãåáðà ôîí Íåéìàíà â B(H), è
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ïóñòü P(M) � ïîëíàÿ ðåøåòêà âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ èçM . Ïðîåêòîð E íàçûâàåò-
ñÿ êîíå÷íûì, åñëè èç F ∈ P(M), F ≤ E è F ∼ E ñëåäóåò, ÷òî E = F . Àëãåáðà ôîí Íåéìàíà
M íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè 1 � êîíå÷íûé ïðîåêòîð (çäåñü è äàëåå 1 � òîæäåñòâåííûé
îïåðàòîð â M).

Ïóñòü M � àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, è ïóñòü M+ � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ èç M . Ôóíêöèîíàë τ : M+ → [0,∞] íàçûâàåòñÿ ñëåäîì íà M+, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:

1) τ(T + S) = τ(T ) + τ(S) äëÿ ëþáûõ T, S ∈M+;
2) τ(λT ) = λτ(T ) äëÿ êàæäîãî T ∈M+ è λ ≥ 0;
3) τ(U∗TU) = τ(T ) äëÿ ëþáûõ T ∈ M+ è U ∈ U(M), ãäå U(M) � ìíîæåñòâî âñåõ

óíèòàðíûõ îïåðàòîðîâ èç àëãåáðû M .
Ñëåä τ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè τ(T ) < ∞ äëÿ êàæäîãî T ∈ M+. Ñëåä τ íàçûâàåòñÿ

òî÷íûì, åñëè èç τ(T ) = 0, T ∈ M+ ñëåäóåò, ÷òî T = 0. Ñëåä τ íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì,
åñëè ïðè T , Tα ∈M+ èç óñëîâèÿ Tα ↑ T , ñëåäóåò, ÷òî τ(Tα) ↑ τ(T ).

Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâîD âH íàçûâàåòñÿ ïðèñîåäèíåííûì êM (îáîçíà÷åíèå:DηM),
åñëè u(D) ⊆ D äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî îïåðàòîðà u èç êîììóòàíòà
M ′ = {y ∈ B(H) | xy = yx ∀x ∈M} àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M .

Ëèíåéíûé îïåðàòîð x, äåéñòâóþùèé â H, ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(x) íàçûâàåòñÿ
ïðèñîåäèíåííûì ê M (îáîçíà÷åíèå: xηM), åñëè u(D(x)) ⊆ D(x) äëÿ ëþáîãî óíèòàðíîãî
îïåðàòîðà u ∈M è åñëè ux(ξ) = xu(ξ) äëÿ âñåõ ξ ∈ D(x).

Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D â H íàçûâàåòñÿ ñèëüíî ïëîòíûì â H îòíîñèòåëüíî àë-
ãåáðû ôîí Íåéìàíà M , åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1) DηM ;
2) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Pn}∞n=1 ïðîåêòîðîâ òàêàÿ, ÷òî Pn ↑ 1, Pn(H) ⊂ D è

P⊥
n = 1− Pn � êîíå÷íûé ïðîåêòîð â M äëÿ êàæäîãî n ∈ N.
Çàìêíóòûé ëèíåéíûé îïåðàòîð x, äåéñòâóþùèé â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, íàçû-

âàåòñÿ èçìåðèìûì îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ôîí Íåéìàíà M , åñëè xηM è åñëè D(x) ÿâëÿåòñÿ
ñèëüíî ïëîòíûì â H. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(M) ìíîæåñòâî âñåõ îïåðàòîðîâ, èçìåðèìûõ îò-
íîñèòåëüíî M .

Ïóñòü M � êîíå÷íàÿ àëãåáðà ôîí Íåéìàíà, τ � òî÷íûé íîðìàëüíûé êîíå÷íûé ñëåä íà
M òàêîé, ÷òî τ(1) = 1.

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ {Tn}∞n=1 ⊂ S(M) ñõîäèòñÿ

ê îïåðàòîðó T ∈ S(M) ïî ìåðå ïðè n→ ∞ (îáîçíà÷åíèå: Tn
ï.ì−→ T ), åñëè äëÿ ëþáûõ ε > 0

è δ > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ N íàéäåòñÿ ïðîåêòîð Pn ∈ P(M)
ñî ñâîéñòâàìè:

1) τ(Pn) > 1− δ,
2) (Tn − T )Pn ∈M ,
3) ∥(Tn − T )Pn∥M < ε.
Èç óòâåðæäåíèÿ 3.1.4 [5] è èç [6] ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà {T + Uε,δ}, ãäå T ∈ S(M),

ε > 0, δ > 0, îïðåäåëÿþò â S(M) âåêòîðíóþ òîïîëîãèþ t, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé S(M)
ÿâëÿåòñÿ õàóñäîðôîâûì òîïîëîãè÷åñêèì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì, â êîòîðîì ìíîæåñòâà

Uε,δ = {T ∈ S(M) | ∃P ∈ P(M) : τ(P ) > 1− δ, TP ∈M, ∥TP∥M < ε}

îáðàçóþò áàçèñ îêðåñòíîñòåé íóëÿ. Ýòî âåêòîðíàÿ òîïîëîãèÿ t íàçûâàåòñÿ òîïîëîãèåé ñõî-

äèìîñòè ïî ìåðå â S(M). Îòîáðàæåíèÿ, íåïðåðûâíûå îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè t, áóäåì
íàçûâàòü t-íåïðåðûâíûìè.

Ïóñòü M è K � êîíå÷íûå àëãåáðû ôîí Íåéìàíà, äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ H1 è H2 ñîîòâåòñòâåííî.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü S(M) � *-àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê

êîíå÷íîé àëãåáðå ôîí ÍåéìàíàM , S(K) � *-àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäè-

íåííûõ ê ôàêòîðó K. Ïóñòü φ : S(M) → S(K) � t-íåïðåðûâíîå, ëèíåéíîå, ñþðúåêòèâíîå

îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) φ ñîõðàíÿåò íóëåâîå ïðîèçâåäåíèå;

2) ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé ñêàëÿð λ è ãîìîìîðôèçì ψ : S(M) → S(K) òàêèå, ÷òî

φ(T ) = λψ(T ) äëÿ âñåõ T ∈ S(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî èç 2) ñëåäóåò 1). Äîêàæåì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2). Ïóñòü φ :
S(M) → S(K) � t-íåïðåðûâíîå, ëèíåéíîå, ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íóëå-
âîå ïðîèçâåäåíèå. Äîêàæåì ñïåðâà, ÷òî φ(1) = λ1 äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ C, ãäå C � ïîëå
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïóñòü Q ∈ S(M) � ïðîèçâîëüíûé ïðîåêòîð. Òîãäà Q(1 − Q) = 0 è
φ(Q)φ(1−Q) = 0. Îòñþäà

φ(Q)φ(1) = φ(1)φ(Q) = φ(Q)2. (1)

Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïðîåêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ
ïëîòíûì ïî íîðìå M ïîäìíîæåñòâîì â ìíîæåñòâå âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ àë-
ãåáðû S(M), òî èç t-íåïðåðûâíîñòè φ ïîëó÷èì φ(S)φ(1) = φ(1)φ(S) äëÿ âñåõ S ∈ S(M).
Îòñþäà â ñèëó ñþðúåêòèâíîñòè φ âûòåêàåò, ÷òî φ(1) ∈ Z(S(K)), ò.å. φ(1) = λ1 äëÿ íåêî-
òîðîãî λ ∈ C.

Äîêàæåì, ÷òî λ ̸= 0. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî è ïîýòîìó ïðåäïîëîæèì,
÷òî φ(1) = 0. Òîãäà èç (1) ñëåäóåò, ÷òî φ(Q)2 = 0 äëÿ êàæäîãî ïðîåêòîðà â S(M). Åñ-
ëè A =

∑
i
αiPi, ãäå Pi (i = 1, 2, . . . , n) � ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûå ïðîåêòîðû, òî φ(A)2 =∑

i
α2
iφ(Pi)

2 = 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî φ(A)2 = 0 äëÿ êàæäîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà

A â S(M). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ A è B èç S(M)
ïîëó÷àåì 0 = φ(A + B)2 = φ(A)φ(B) + φ(B)φ(A). Ïóñòü T = T1 + ıT2 � ïðîèçâîëüíûé
îïåðàòîð â S(M), ãäå T1 è T2 � åãî äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ñîîòâåòñòâåííî. Èç ñà-
ìîñîïðÿæåííîñòè êàæäîãî èç îïåðàòîðîâ T1 è T2 ïîëó÷èì, ÷òî φ(T )

2 = 0. Òàêèì îáðàçîì,
îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ φ ñîñòîèò èç îïåðàòîðîâ, êâàäðàòû êîòîðûõ ðàâíû íóëþ. Èç
ñþðúåêòèâíîñòè ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ òîæäåñòâåííîãî îïåðàòîðà 1 ∈ S(K) íàéäåòñÿ îïåðàòîð
A1 ∈ S(M) òàêîé, ÷òî φ(A1)

2 = 0 = 1. Ïðîòèâîðå÷èå ïîëó÷åíî; çíà÷èò, λ ̸= 0.
Ïðè íåîáõîäèìîñòè çàìåíèâ φ íà λ−1φ, ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî φ(1) = 1. Äîêàæåì, ÷òî φ

ïåðåâîäèò ïðîåêòîðû â ïðîåêòîðû. Ïóñòü Q � ïðîåêòîð â S(M), ò.å. Q(1 − Q) = 0. Òîãäà
φ(Q)φ(1−Q) = 0 èëè φ(Q) = φ(Q)2, ïîñêîëüêó φ(1) = 1.

Äîêàæåì, ÷òî φ ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâûì ãîìîìîðôèçìîì. Òàê êàê φ ñîõðàíÿåò ïðîåêòèðó-
þùèå îïåðàòîðû, òî ìíîæåñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ â S(M) îòîáðàæàåòñÿ
â ìíîæåñòâî ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ â S(K). Åñëè A = A∗ � ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð àëãåáðû S(M), òî A ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì ïî íîðìå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëü-
íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ è, ñîãëàñíî t-íåïðåðûâíîñòè
φ, φ(A) ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì â ñìûñëå òîïîëîãèè t ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äåéñòâèòåëüíûõ êîì-
áèíàöèé ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïðîåêòîðîâ. Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî φ(A2) = φ(A)2 äëÿ
êàæäîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà A ∈ S(M). Çàìåíÿÿ A âûðàæåíèåì C+D, ãäå C è D
� ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, ïîëó÷èì φ(CD+DC) = φ(C)φ(D)+φ(D)φ(C). Äëÿ ëþáîãî
T ∈ S(M) èìååì T = T1 + ıT2, ãäå T1 è T2 � äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè îïåðàòîðà T
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà äëÿ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ T1 è T2 ïîëó÷èì:

φ
(
T 2

)
= φ

(
T 2
1 − T 2

2 + ı(T1T2 + T2T1)
)
= φ(T1)

2 − φ(T2)
2+

+ı (φ(T1)φ(T2) + φ(T2)φ(T1)) = φ(T )2.
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Ñëåäîâàòåëüíî, φ � éîðäàíîâ ãîìîìîðôèçì. Äîêàæåì, ÷òî φ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.
Ïóñòü A, B ∈ S(M) òàêèå, ÷òî AB = 0. Òîãäà φ(A)φ(B) = 0 è φ(BA) = φ(BA + AB) =
φ(B)φ(A) + φ(A)φ(B) = φ(B)φ(A). Äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà P ∈ S(M) è ïðîèçâîëüíîãî
T ∈ S(M) èç TP (1 − P ) = 0 èìååì φ(TP ) = φ(TP )φ(P ). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî φ(PT ) −
φ(PTP ) = φ(PT (1 − P )) = φ(P )φ(T (1 − P )) = φ(P )φ(T ) − φ(P )φ(TP ) = φ(P )φ(T ) −
φ(P )φ(TP )φ(P ) = φ(P )φ(T ) − φ(PTP ). Ñëåäîâàòåëüíî, φ(PT ) = φ(P )φ(T ). Òîãäà ïî t-
íåïðåðûâíîñòè φ çàêëþ÷àåì, ÷òî è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî S ∈ S(M) âûïîëíÿåòñÿ φ(ST ) =
φ(S)φ(T ), ò.å. φ ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü S(M) � *-àëãåáðà èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê êîíå÷-

íîé àëãåáðå ôîí Íåéìàíà, è ïóñòü S(K) � *-àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäè-

íåííûõ ê ôàêòîðó K. Ïóñòü φ � t-íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç S(M) â S(K).
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) φ � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íóëåâîå ïðîèçâåäåíèå â îáîèõ íàïðàâ-

ëåíèÿõ;

(2) φ � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íóëåâîå ïðîèçâåäåíèå;

(3) ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé ñêàëÿð λ è èçîìîðôèçì ψ : S(M) → S(K) òàêèå, ÷òî

φ(T ) = λψ(T ) äëÿ âñåõ T ∈ S(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî èç (3) ñëåäóåò (1). Äîêàæåì, ÷òî èç (1) ñëåäóåò (2). Ïðåäïî-
ëîæèì, ÷òî φ(T ) = 0. Äëÿ ëþáîãî S ∈ S(M) âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî φ(T )φ(S) = 0. Ñëå-
äîâàòåëüíî TS = 0, ïîñêîëüêó φ ñîõðàíÿåò íóëåâîå ïðîèçâåäåíèå â îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ.
Ïîýòîìó T = 0. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî φ � èíúåêöèÿ. Â ñèëó òåîðåìû 1 èç (2) ñëåäóåò
(3).

Ïóñòü M è K � êîíå÷íûå àëãåáðû ôîí Íåéìàíà, äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ H1 è H2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü S(M) � *-àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê

êîíå÷íîé àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M , è ïóñòü S(K) � *-àëãåáðà âñåõ èçìåðèìûõ îïåðàòî-

ðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê ôàêòîðó K. Ïóñòü φ : S(M) → S(K) � t-íåïðåðûâíîå, ëèíåéíîå,
ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå. Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) φ ñîõðàíÿåò íóëåâîå éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå;

2) ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé ñêàëÿð λ è éîðäàíîâ ãîìîìîðôèçì ψ : S(M) → S(K) òàêèå,

÷òî φ(T ) = λψ(T ) äëÿ âñåõ T ∈ S(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî èç 2) ñëåäóåò 1). Äîêàæåì, ÷òî èç 1) ñëåäóåò 2). Ïóñòü φ :
S(M) → S(K) � t-íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íóëåâîå
éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå. Ïóñòü P 2 = P ∈ S(M) � ïðîèçâîëüíûé ïðîåêòîð. Òîãäà P (1−P )+
(1−P )P = 0, îòêóäà φ(P )φ(1−P )+φ(1−P )φ(P ) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, φ(1)φ(P )+φ(P )φ(1) =
2φ(P )2. Òàêèì îáðàçîì, φ(P )2φ(1)+φ(P )φ(1)φ(P ) = 2φ(P )3 è φ(1)φ(P )2+φ(P )φ(1)φ(P ) =
2φ(P )3. Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíèå äâà ðàâåíñòâà, ìû ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

φ(1)φ(P )2 = φ(P )2φ(1). (2)

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî φ(1)2φ(P ) + φ(1)φ(P )φ(1) = 2φ(1)φ(P )2 è φ(P )φ(1)2 +
φ(1)φ(P )φ(1) = 2φ(P )2φ(1), è, òàêèì îáðàçîì, φ(P )φ(1)2 = φ(1)2φ(P ).

Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ïðîåêòîðîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì â ìíîæåñòâå âñåõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ àëãåáðû
S(M), òî èç t-íåïðåðûâíîñòè φ ïîëó÷èì φ(A)φ(1)2 = φ(1)2φ(A) äëÿ âñåõ A ∈ S(M). Â ñèëó
ñþðúåêòèâíîñòè îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî φ(1)2 ∈ Z(S(K)), ò.å. φ(1)2 = λ1 äëÿ íåêîòîðîãî
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λ ∈ C. Ïóñòü T , S ∈ S(M) òàêèå, ÷òî ST = 0. Äëÿ ëþáîãî ïðîåêòîðà P âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà

TP (1− P )S + (1− P )STP = 0, φ(TP )φ((1− P )S) + φ((1− P )S)φ(TP ) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî ïðîåêòîðà P ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

φ(TP )φ(S) + φ(S)φ(TP ) = φ(TP )φ(PS) + φ(PS)φ(TP ). (3)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç T (1− P )PS + PST (1− P ) = 0 ñëåäóåò, ÷òî φ(T (1− P ))φ(PS) +
φ(PS)φ(T (1− P )) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ïðîåêòîðà P

φ(T )φ(PS) + φ(PS)φ(T ) = φ(TP )φ(PS) + φ(PS)φ(TP ). (4)

Èç ðàâåíñòâ (3) è (4) äëÿ êàæäîãî ïðîåêòîðà P ïîëó÷èì φ(TP )φ(S)+φ(S)φ(TP ) = φ(T )φ(PS)+
φ(PS)φ(T ). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî A ∈ S(M) ïîëó÷àåì

φ(TA)φ(S) + φ(S)φ(TA) = φ(T )φ(AS) + φ(AS)φ(T ). (5)

Åñëè T = Q è S = 1 − Q äëÿ íåêîòîðîãî Q ∈ S(M) ñ Q2 = Q, òî ST=0 è èç (4) ïîëó÷èì
φ(QA)φ(1 − Q) + φ(1 − Q)φ(QA) = φ(Q)φ(A(1 − Q)) + φ(A(1 − Q))φ(Q). Òàêèì îáðàçîì,
φ(QA)φ(1)+φ(1)φ(QA)−φ(Q)φ(A)−φ(A)φ(Q) = φ(QA)φ(Q)+φ(Q)φ(QA)−φ(Q)φ(AQ)−
φ(AQ)φ(Q). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëàãàÿ T = 1 − Q è S = Q èç (4) ïîëó÷èì φ(1)φ(AQ) +
φ(AQ)φ(1)−φ(A)φ(Q)−φ(Q)φ(A) = φ(Q)φ(AQ)+φ(AQ)φ(Q)−φ(QA)φ(Q)−φ(Q)φ(QA).
Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäîãî ïðîåêòîðà Q

φ(QA+AQ)φ(1) + φ(1)φ(QA+AQ) = 2(φ(Q)φ(A) + φ(A)φ(Q)).

Èòàê, äëÿ êàæäîãî B ∈ S(M)

φ(AB +BA)φ(1) + φ(1)φ(AB +BA) = 2(φ(A)φ(B) + φ(B)φ(A)). (6)

Óìíîæàÿ (6) ñëåâà è ñïðàâà íà φ(1), ïîëó÷èì φ(1)2φ(AB +BA) + φ(1)φ(AB +BA)φ(1) =
2φ(1)(φ(A)φ(B) + φ(B)φ(A)) è φ(1)φ(AB +BA)φ(1) + φ(AB +BA)φ(1)2 = 2(φ(A)(φ(B) +
φ(B)φ(A))φ(1). Ó÷èòûâàÿ â ýòèõ ðàâåíñòâàõ, ÷òî φ(1)2 = λ1, ïîëó÷èì

φ(1)(φ(A)φ(B) + φ(B)φ(A)) = ((φ(A)φ(B) + φ(B)φ(A))φ(1). (7)

Ïîëàãàÿ â (6) è (7) A = B, ïîëó÷èì

φ(1)φ(A2) + φ(A2)φ(1) = 2φ(A2), (8)

φ(1)φ(A2) = φ(A2)φ(1). (9)

Ñîãëàñíî ñþðúåêòèâíîñòè φ èç (9) ñëåäóåò, ÷òî φ(1) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíûì îïåðàòîðîì â
S(K), ò.å. φ(1) = λ1 äëÿ íåêîòîðîãî λ. Ñîãëàñíî (7), ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî λ ̸= 0, è ïóñòü
c = 1

λ , ψ(·) = cφ(·). Òîãäà ψ : S(M) → S(K) � t-íåïðåðûâíîå, ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå,
ñîõðàíÿþùåå íóëåâîå éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå, è ψ(1) = 1. Êðîìå òîãî, ψ(A2) = ψ(A)2 äëÿ
êàæäîãî A ∈ S(M), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ψ ÿâëÿåòñÿ éîðäàíîâûì ãîìîìîðôèçìîì. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 2 âûòåêàåò ñëåäñòâèå.
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Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü S(M) � *-àëãåáðà èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäèíåííûõ ê êîíå÷-

íîé àëãåáðå ôîí Íåéìàíà M , è ïóñòü S(K) � *-àëãåáðà èçìåðèìûõ îïåðàòîðîâ, ïðèñîåäè-

íåííûõ ê ôàêòîðó K. Ïóñòü φ � t-íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå èç S(M) â S(K).
Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) φ � ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íóëåâîå éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå â

îáîèõ íàïðàâëåíèÿõ;

(2) φ � áèåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå íóëåâîå éîðäàíîâî ïðîèçâåäåíèå;

(3) ñóùåñòâóþò íåíóëåâîé ñêàëÿð λ è éîðäàíîâ èçîìîðôèçì ψ : S(M) → S(K) òàêèå,

÷òî φ(T ) = λψ(T ) äëÿ âñåõ T ∈ S(M).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñëåäñòâèÿ 1.
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ABSTRACT

In this paper, we prove that a continuous linear surjection from an algebra of measur-
able operators onto another one preserves zero products (resp. zero Jordan products)
if and only if it is a non-zero scalar multiple of a homomorphism (resp. of an Jordan
homomorphism).
Key words: von Neumann algebras, measurable operator, topology of convergence in

measure, trace, homomorphism, Jordan homomorphism.


