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Ñòðóêòóðíîå ìîäåëèðîâàíèå

êðèòåðèÿ ïðî÷íîñòè ïåðèîäè÷åñêèõ êîìïîçèòîâ

ïðè ñëîæíîì òåìïåðàòóðíî-ñèëîâîì íàãðóæåíèè

Â ðàáîòå íà îñíîâå ñòðóêòóðíîãî ïîäõîäà ðàçðàáîòàíà ìîäåëü ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ
ïðî÷íîñòè äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîãî îäíîíàïðàâëåííîãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà (ÊÌ)
ïðè ñëîæíîì òåìïåðàòóðíî-ñèëîâîì íàãðóæåíèè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîé ìî-
äåëè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ òåìïåðàòóðû íà ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ÊÌ. Âû-
ïîëíåíû óñëîâèÿ îñðåäíåíèÿ ìèêðîíàïðÿæåíèé ïî îáúåìó ïåðèîäè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ è
óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ïåðåìåùåíèé íà ãðàíèöàõ ðàçäåëà ìåæäó íèìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðèòåðèé ïðî÷íîñòè, òåìïåðàòóðà, êîìïîçèöèîííûé ìàòåðèàë.

1. Ââåäåíèå

Îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûõ êëàññîâ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ ÿâëÿþòñÿ
îäíîíàïðàâëåííûå âîëîêíèñòûå ÊÌ, îáëàäàþùèå âûñîêîé æåñòêîñòüþ è ïðî÷íîñòüþ â íà-
ïðàâëåíèè âîëîêîí è íèçêîé â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè. Äëÿ ïîâûøåíèÿ õàðàêòåðèñòèê
ìàòåðèàëà â íàïðàâëåíèÿõ ñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ, íå ñîâïàäàþùèõ ñ íàïðàâëåíèåì âîëî-
êîí, ëèíåéíî-àðìèðîâàííûå ñëîè ñêëåèâàþòñÿ ïîä îïðåäåëåííûìè óãëàìè, ÷òî ïðèâîäèò
ê ñëîèñòûì ÊÌ, ñâîéñòâà êîòîðûõ óæå äîñòàòî÷íî âûñîêè â íàïðàâëåíèÿõ ïðèëîæåííûõ
íàãðóçîê.

Ïîñêîëüêó ÊÌ ÿâëÿþòñÿ ãåòåðîãåííûìè ñòðóêòóðàìè, òî èõ ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðè-
ñòèêè ìîæíî èçó÷àòü íà îñíîâå ìîäåëåé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä â ñëó÷àå, åñëè ãðàäèåíò
ïðèëàãàåìûõ âíåøíèõ íàãðóçîê íà ðàññòîÿíèÿõ ïîðÿäêà ìàñøòàáà íåîäíîðîäíîñòè δ ñòîëü
íåçíà÷èòåëåí, ÷òî èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â âîëîêíèñòûõ ÊÌ ïîä δ ïîäðàçóìåâàåòñÿ äèàìåòð
âîëîêîí èëè ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè, â äèñïåðñíîóïðî÷íåííûõ � ñðåäíèé ðàçìåð çåðåí. Â
ýòèõ óñëîâèÿõ îáúåì V , õàðàêòåðíûé ðàçìåð êîòîðîãî ñðàâíèì ñ δ, ñîäåðæàùèé îäíî èëè
íåñêîëüêî âêëþ÷åíèé, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïëîøíîå îäíîðîäíîå òåëî Vo. Òàêèå îáú-
åìû íàçûâàþò ïðåäñòàâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè. Âíåøíèå íàãðóçêè íà ãåòåðîãåííóþ ñðåäó
âûçûâàþò â íåé ìèêðîíàïðÿæåíèÿ σij . Â ñëó÷àå ìàëîñòè ãðàäèåíòà âíåøíèõ âîçäåéñòâèé
ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ìàêðîíàïðÿæåíèé (ñðåäíèõ íàïðÿæåíèé) ⟨σij⟩ [1, 2]

⟨σij⟩ =
1

V

∫
V

σij dV . (1)

Â ðÿäå ñëó÷àåâ ÊÌ ïîäâåðãàåòñÿ òåìïåðàòóðíîìó âîçäåéñòâèþ ∆T = T − T0. Òåïëîâîå
ðàñøèðåíèå ôàç ÊÌ ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíûì èñòî÷íèêîì âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, òàê
êàê êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ó âîëîêíà è ìàòðèöû ðàçëè÷íû.

1Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ÑÎ ÐÀÍ, 660036, ã. Êðàñíîÿðñê, Àêàäåìãîðîäîê,
50/44. Ýëåêòðîííàÿ ïî÷òà: psf@icm.krasn.ru
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè óïðóãîé ñèììåòðèè ñîñòàâëÿþùèõ êîìïîçèöèîííûé ìàòå-
ðèàë ôàç ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîé ôàçû ÊÌ ñïðàâåäëèâî êâàäðàòè÷íîå óñëîâèå
ïðî÷íîñòè

p
(n)
ijklσijσkl + f

(n)
ij σij + q(n) ≤ 0 , n = 1, 2; i, j, k, l = 1, 2, 3 , (2)

ãäå p
(n)
ijkl, f

(n)
ij � êîìïîíåíòû ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ 4-ãî è 2-ãî ðàíãîâ ïðè êâàäðàòè÷íîé

è ëèíåéíîé ÷àñòÿõ (p
(n)
ijkl = p

(n)
jikl = p

(n)
ijlk = p

(n)
klij , f

(n)
ij = f

(n)
ji ), êîíñòàíòû q(n) çàâèñÿò îò

ïðî÷íîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê íà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå; n = 1 ñîîòâåòñòâóåò ìàòåðèàëó ìàò-
ðèöû (ñâÿçóþùåãî), n = 2 � âîëîêíà (íàïîëíèòåëÿ). Äåòàëèçàöèÿ êîìïîíåíò òåíçîðîâ è
êîíñòàíò çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè. Ïî äîñòèæåíèè ðàâåíñòâà ïîëàãàåòñÿ,
÷òî íàïðÿæåíèÿ σij âûøëè íà ïîâåðõíîñòü ïðî÷íîñòè è íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ ðàçðóøåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ïîä êðèòè÷åñêèìè ìèêðîíàïðÿæåíèÿìè, ïîðîæäàþùèìè íà÷àëî ðàçðó-
øåíèÿ, ïîäðàçóìåâàþòñÿ òàêèå σij , ïðè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî èç ñîîòíîøåíèé (2) îáðà-
ùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Çíàÿ ýòè íàïðÿæåíèÿ, ñ ïîìîùüþ (1) ìîæíî âû÷èñëèòü êðèòè÷åñêèå
ìàêðîíàïðÿæåíèÿ ⟨σij⟩ è òåì ñàìûì ïîñòðîèòü â ïðîñòðàíñòâå ìàêðîíàïðÿæåíèé ïîâåðõ-
íîñòü ïðî÷íîñòè.

Äðóãîé, ïðîòèâîïîëîæíûé, ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè ÊÌ ñîñòîèò â
îïðåäåëåíèè êàêèì-ëèáî îáðàçîì ÷åðåç (1) ìèêðîíàïðÿæåíèé σij ïî èçâåñòíûì ìàêðîíàïðÿ-
æåíèÿì ⟨σij⟩. Çàäàâàÿ îïðåäåëåííûé çàêîí èçìåíåíèÿ ⟨σij⟩ (íàïðèìåð, îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêèé), ìîæíî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå ìèêðîíàïðÿæåíèÿ. Òîãäà ìàêðîíàïðÿæåíèÿ, èíèöè-
èðóþùèå ýòè êðèòè÷åñêèå ìèêðîíàïðÿæåíèÿ, áóäóò ÿâëÿòüñÿ êðèòè÷åñêèìè â ïðîñòðàíñòâå
ìàêðîíàïðÿæåíèé.

Öåëÿìè äàííîé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ: 1) ïîñòðîåíèå êðèòåðèÿ ïðî÷íîñòè ïðè ñëîæíîì òåì-
ïåðàòóðíî-ñèëîâîì íàãðóæåíèè îäíîíàïðàâëåííîãî ÊÌ íà îñíîâå àíàëèçà êðèòè÷åñêèõ
ìèêðîíàïðÿæåíèé ñ âûïîëíåíèåì óñëîâèé îñðåäíåíèÿ; 2) ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âëèÿ-
íèÿ òåìïåðàòóðû íà ïðî÷íîñòíûå ñâîéñòâà ÊÌ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñîñòàâëÿþùèå ôàçû
îäíîðîäíû è èçîòðîïíû, àäãåçèÿ ìåæäó íèìè èäåàëüíà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà ÊÌ âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé íåîäíîðîäíûé
ïàðàëëåëåïèïåä V äëèíû 2l, îñíîâàíèåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàìì (ðèñ. 1). Âíóò-
ðè ïî öåíòðó ðàñïîëîæåí êðóãîâîé öèëèíäð Vp, ìîäåëèðóþùèé âîëîêíî; îáëàñòü Vm = V \Vp
çàïîëíåíà ìàòðèöåé. Òàêîé ýëåìåíò îáåñïå÷èâàåò ïåðèîäè÷íîñòü ñòðóêòóðû ÊÌ ïî äâóì
íàïðàâëåíèÿì â òðàíñâåðñàëüíîé ïëîñêîñòè.

Ðèñ. 1. Ïðåäñòàâèòåëüíûé ýëåìåíò V îäíîíàïðàâëåííîãî ÊÌ.

Ïóñòü â îäíîðîäíîì òåëå Vo, ñîîòâåòñòâóþùåì V , ðåàëèçóåòñÿ ïëîñêîå îäíîðîäíîå ìàê-
ðîíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå ⟨σij⟩ ̸= 0, i, j = 1, 2. Ñëó÷àé, êîãäà äåéñòâóåò òîëüêî íàïðÿæåíèå
⟨σ33⟩, íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî. Çàäàäèì íà ãðàíèöàõ V ñëåäóþùèé âèä êðàåâûõ
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óñëîâèé:

ui
∣∣
Γ
= uΓi (x1, x2, x3), i = 1, 2, 3 ;

(3)
p⃗i = p⃗

∣∣
Si
= (0, 0, (−1)iσS33(x1, x2)), i = 1, 2 .

Çäåñü Γ � áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ýëåìåíòà V ; S1, S2 � òîðöû ïðè x3 = −l è x3 = l ñîîòâåò-
ñòâåííî; âåêòîðû p1, p2 ïðîòèâîïîëîæíû ïî çíàêó, òàê êàê σS33 � ôóíêöèÿ, îäíà è òà æå äëÿ
S1 è S2.

Îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåäâàðèòåëüíûé (äî íà÷àëà äåôîðìèðîâàíèÿ âíåøíèìè óñèëèÿìè)
íàãðåâ èëè îõëàæäåíèå òåëà ðàçíîñòüþ òåìïåðàòóð ∆T = T−T0, çàâèñÿùåé â îáùåì ñëó÷àå
îò êîîðäèíàò x1 è x2, ïðè ýòîì ïðè òåìïåðàòóðå T0 â òåëå îòñóòñòâóþò íàïðÿæåíèÿ è
äåôîðìàöèè.

Ôóíêöèè, âõîäÿùèå â êðàåâûå óñëîâèÿ (3), íåèçâåñòíû, è èõ íóæíî ïîäîáðàòü òàê, ÷òîáû
ìèêðîíàïðÿæåíèÿ σij (i, j = 1, 2, 3), ïîðîæäàåìûå ýòèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè è òåìïåðàòó-
ðîé ∆T , íå çàâèñåëè îò x3 è óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì (1), êîòîðûå ìîæíî ñâåñòè ê ïëîñêèì
èíòåãðàëàì

⟨σij⟩ =
1

S

∫
S

σij dS ̸= 0, i, j = 1, 2 ;

∫
S

σi3 dS = 0, i = 1, 2, 3 , (4)

ãäå S � ïðîèçâîëüíîå òîðöåâîå ñå÷åíèå ïðåäñòàâèòåëüíîãî ýëåìåíòà V .
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííîì ïîäáîðå êðàåâûõ óñëîâèé è òðåáîâàíèè íåçàâèñèìîñòè

ìèêðîíàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÌÍÄÑ) îò x3 ñìåùåíèå u3 íå çàâèñèò îò
x1, x2 è ëèíåéíî îòíîñèòåëüíî x3, äåôîðìàöèÿ ε33 ïîñòîÿííà, ìèêðîíàïðÿæåíèÿ σ13, σ23
ðàâíû íóëþ.

Ïåðåìåùåíèÿ u1, u2 äîëæíû èìåòü âèä u1 = u1(x1, x2), u2 = u2(x1, x2), èíà÷å ε11 è ε22
áóäóò ÿâëÿòüñÿ ôóíêöèÿìè x3. Èç íåçàâèñèìîñòè ÌÍÄÑ îò x3 ñëåäóåò

ε
′
33,3 = 0 ⇒ u

′′
3,33 = 0 ⇒ u3 = v3(x1, x2)x3 ;

(i = 1, 2) : ε
′
i3,3 = 0 ⇒ u

′′
i,33 + u

′′
3,i3 = 0 ⇒ u

′′
3,i3 = 0 ⇒ v

′
3,i = 0 ⇒ v3 = const ,

ãäå ñèìâîë ′ îáîçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé; òîãäà ε33 = v3, òî
åñòü u3 = ε33x3. Ó÷èòûâàÿ âèä çàâèñèìîñòè ïåðåìåùåíèé îò êîîðäèíàò, ïîëó÷àåì

(i = 1, 2) : 2εi3 = u
′
i,3 + u

′
3,i = u

′
3,i = 0 ⇒ σi3 = 0 .

Òîãäà äëÿ ðåàëèçàöèè ââåäåííûõ òðåáîâàíèé uΓi è σS33 â (3) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíî-
øåíèÿì

uΓi = uΓi (x1, x2), i = 1, 2 ; uΓ3 = ε33x3 ;

∫
S

σS33 dS = 0 ,

ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî σ33 = σS33.
Ïðè èçìåíåíèè òåìïåðàòóðû è äåéñòâèè ìåõàíè÷åñêèõ íàãðóçîê ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæå-

íèÿìè è äåôîðìàöèÿìè äëÿ èçîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëà îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Äþàìåëÿ �
Íåéìàíà

σ⃗ = ε⃗D −Kα∆T e⃗ .

Çäåñü σ⃗ = (σ11, σ22, σ12, σ33) � âåêòîð ìèêðîíàïðÿæåíèé; ε⃗ = (ε11, ε22, 2ε12, ε33) � âåêòîð äå-
ôîðìàöèé; α � êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ; e⃗ = (1, 1, 0, 1) � âåêòîð, îòâå÷àþùèé çà
èçìåíåíèå ìèêðîíàïðÿæåíèé σ⃗ îò äåéñòâèÿ ðàçíîñòè òåìïåðàòóð∆T ;D � òåíçîð æåñòêîñòè,
çàïèñàííûé â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì ñëåäîâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ε⃗ è σ⃗. Êîìïîíåíòû
òåíçîðà D è êîýôôèöèåíò α ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè êîîðäèíàò x1 è
x2, ïðè ýòîì óïðóãèå õàðàêòåðèñòèêè ôàç äîïîëíèòåëüíî çàâèñÿò è îò òåìïåðàòóðû, òî åñòü
ìîäóëü Þíãà E = E(T, x1, x2), êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = ν(T, x1, x2), îáúåìíûé ìîäóëü
óïðóãîñòè K = E/(1− 2ν).
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3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Ïðè ââåäåííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà äëÿ ýëåìåíòà V â îáùåì âèäå
ìîæíî çàïèñàòü òàê

L =
1

2

∫
V

(ε⃗D −Kα∆T e⃗ ) ε⃗ ∗ dV −
∫
S1

u⃗p⃗ ∗
1 dS −

∫
S2

u⃗p⃗ ∗
2 dS. (5)

Çäåñü u⃗ = (u1, u2, ε33x3) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé; ñèìâîë ∗ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå
âåêòîð-ñòðîêè. Â ôóíêöèîíàëå (5) èíòåãðàëû ïî òîðöàì S1 è S2 ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå∫

S

ε33 l σ
S
33 dS .

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé ε33= const è
⟨
σS33

⟩
= 0 ýòîò èíòåãðàë ðàâåí íóëþ; òàêèì îáðàçîì, â

L îñòàåòñÿ òîëüêî îáúåìíûé èíòåãðàë, êîòîðûé ñâîäèòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîëîæèòåëüíîãî
ìíîæèòåëÿ ê

L =

∫
S

(ε⃗D −Kα∆T e⃗ ) ε⃗ ∗ dS .

Ïåðåïèøåì L â âèäå

L =

∫
S

[
(λ+ 2G)(ε211 + ε222) + 2λε11ε22 + 4Gε212 + λ(ε11 + ε22)ε33 +

(6)
+ (λ+ 2G)ε233 + λ(ε11 + ε22)ε33

]
dS −

∫
S

Kα(ε11 + ε22 + ε33)∆T dS ,

ãäå λ,G � ïîñòîÿííûå Ëàìå. Ïîëó÷åííûé ôóíêöèîíàë ìîæíî óïðîñòèòü, èçáàâèâøèñü îò
êâàäðàòà äåôîðìàöèè ε33. Èç çàêîíà Äþàìåëÿ � Íåéìàíà äëÿ σ33

σ33 = λε+ 2Gε33 −Kα∆T = (λ+ 2G)ε33 + λ(ε11 + ε22)−Kα∆T , (7)

ïîñëå óìíîæåíèÿ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ íà ε33 ñ ïîñëåäóþùèì èíòåãðèðîâàíèåì ïî S ñëåäóåò∫
S

[
(λ+ 2G)ε233 + λ(ε11 + ε22)ε33

]
dS = ε33

∫
S

Kα∆T dS .

Òîãäà L ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

L =

∫
S

[
(λ+ 2G)(ε211 + ε222) + 2λε11ε22 + 4Gε212

]
dS +

(8)
+ ε33

∫
S

λ(ε11 + ε22) dS −
∫
S

Kα ∆T (ε11 + ε22) dS .

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ èç ôóíêöèîíàëà (8) äåôîðìàöèè ε33 âûðàçèì åå ÷åðåç ε11 è ε22. Èíòåãðèðóÿ
çàêîí (7), ïîëó÷èì

ε33

∫
S

(λ+ 2G) dS +

∫
S

λ(ε11 + ε22) dS −
∫
S

Kα∆TdS = 0. (9)

Òàê êàê æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè íà S, òî

⟨λ+ 2G⟩ = 1

S

∫
S

(λ+ 2G) dS = (λm + 2Gm)cm + (λp + 2Gp)cp ,
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ãäå cm, λm, Gm, cp, λp, Gp � îáúåìíûå êîíöåíòðàöèè è ïîñòîÿííûå Ëàìå ìàòðèöû è
âîëîêíà ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç (9) îïðåäåëÿåòñÿ ε33:

ε33 = − 1

S ⟨λ+ 2G⟩

[∫
S

λ(ε11 + ε22) dS −
∫
S

Kα∆T dS

]
. (10)

Ïîäñòàíîâêà (10) â (8) ïðèâîäèò ôóíêöèîíàë L ê âèäó, â êîòîðîì ïðèñóòñòâóþò òîëüêî ε11,
ε22 è ε12:

L = Lq + Ll , (11)

ãäå Lq = Lq1 − Lq2 � êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü ôóíêöèîíàëà L, Ll � ëèíåéíàÿ:

Lq1 =

∫
S

[
(λ+ 2G)(ε211 + ε222) + 2λε11ε22 + 4Gε212

]
dS ,

Lq2 =
1

S ⟨λ+ 2G⟩

[∫
S

λ(ε11 + ε22) dS

]2
,

Ll =
1

S ⟨λ+ 2G⟩

∫
S

Kα∆TdS

∫
S

λ(ε11 + ε22) dS −
∫
S

Kα∆T (ε11 + ε22) dS .

Â ðàáîòå [4] äîêàçàíî, ÷òî êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü Lq ôóíêöèîíàëà L â ïðîñòðàíñòâå îáîá-

ùåííûõ ôóíêöèé
◦
W

(1)
2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

åäèíñòâåííûé ýëåìåíò u⃗0 ∈
◦
W

(1)
2 , äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó Lq.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (11) ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)
ôóíêöèîíàë Lq2 ïîðîæäàåò ïîëíîñòüþ çàïîëíåííóþ ãëîáàëüíóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè. Âî
èçáåæàíèå ýòîãî ïðåîáðàçóåì Lq2. Ïîñêîëüêó∫

S

λ(ε11 + ε22) dS = λm

∫
Sm

div u⃗ dS + λp

∫
Sp

div u⃗ dS ,

ãäå Sm, Sp � îáëàñòè, çàíèìàåìûå ìàòåðèàëàìè ìàòðèöû è âîëîêíà ñîîòâåòñòâåííî,
u⃗ = (u1, u2) � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, òî ïî ôîðìóëå Ãàóññà � Îñòðîãðàäñêîãî ýòè äâà èí-
òåãðàëà ïåðåïèñûâàþòñÿ â âèäå∫

Sp

div u⃗ dS =

∫
∂Sp

u⃗ n⃗ ∗
p dγ ,

∫
Sm

div u⃗ dS =

∫
∂Sm

u⃗ n⃗ ∗
m dγ −

∫
∂Sp

u⃗ n⃗ ∗
p dγ .

Çäåñü n⃗m � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê âíåøíåé ãðàíèöå ∂Sm îáëàñòè Sm; n⃗p � âíåøíÿÿ íîðìàëü ê
ãðàíèöå ∂Sp îáëàñòè Sp. Îáîçíà÷èì

Jm =

∫
∂Sm

u⃗ n⃗ ∗
m dγ , Jp =

∫
∂Sp

u⃗ n⃗ ∗
p dγ .

Òîãäà ôóíêöèîíàëû Lq2 è Ll ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä:

Lq2 =
1

S ⟨λ+ 2G⟩

[
(λp − λm)Jp + λmJm

]2
,

(12)

Ll =
1

S ⟨λ+ 2G⟩

[
(λp − λm)Jp + λmJm

] ∫
S

Kα∆T dS −
∫
S

Kα∆T (ε11 + ε22) dS .
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Â ñëó÷àå ïîñòîÿíñòâà òåìïåðàòóðû â ïðåäåëàõ êàæäîé ôàçû îäíîãî ïðåäñòàâèòåëüíîãî
ýëåìåíòà V ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë Ll ìîæíî óïðîñòèòü

Ll = qpJp + qmJm , (13)

ãäå

qp = q(λp − λm) +Kmαm∆Tm −Kpαp∆Tp , qm = qλm −Kmαm∆Tm ,

q =
Kmαm∆Tmcm +Kpαp∆Tpcp

⟨λ+ 2G⟩
,

âåëè÷èíû αm, αp,∆Tm,∆Tp � êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ è ïðèðàùåíèå òåì-
ïåðàòóðû äëÿ ìàòðèöû è âîëîêíà ñîîòâåòñòâåííî, ïðè ýòîì ìîæíî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå
ïðåäëîæåííîå â [3] óñëîâèå ïîñòîÿíñòâà ∆T íà âñåì ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå V .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîèñêà ìèêðîíàïðÿæåíèé â îáëàñòè S áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöè-
îíàë L ñ ïðåäñòàâëåíèåì Lq2 â âèäå (12) è Ll âèäå (12) èëè (13), à òàê æå óñëîâèÿ îñðåäíåíèÿ
ìèêðîíàïðÿæåíèé (4).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ÌÊÝ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà Lq2 ïðèâîäèò ê ãëîáàëüíîé ìàòðèöå
æåñòêîñòè, êîòîðàÿ óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ çàïîëíåííîé. Êàæäûé óçåë x⃗ ∈ ∂Sp ïîðîæ-
äàåò 2 óðàâíåíèÿ ñ 2(np+nm) íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè, ãäå np è nm � êîëè÷åñòâî óçëîâ
íà ∂Sp è ∂Sm ñîîòâåòñòâåííî. Îäíàêî ÷àñòü ñëàãàåìûõ ýòèõ óðàâíåíèé ñîäåðæèò èçâåñò-
íûå óçëîâûå ïåðåìåùåíèÿ, ïîñêîëüêó â óçëàõ, ðàñïîëîæåííûõ íà ∂Sm, îíè çàäàíû. Òîãäà
ïðè ïåðåíîñå èçâåñòíûõ âåëè÷èí â ïðàâóþ ÷àñòü êîëè÷åñòâî íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ
êàæäîãî óðàâíåíèÿ óìåíüøàåòñÿ äî 2np. Òàêèì îáðàçîì, òîëüêî áëîê ãëîáàëüíîé ìàòðèöû
æåñòêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé Lq2, îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ çàïîëíåííûì è èìååò ðàçìåðû
2np × 2np.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïî îïðåäåëåíèþ íåèçâåñòíûõ óçëî-
âûõ ïåðåìåùåíèé îñóùåñòâèì âàðèàöèþ ôóíêöèîíàëà L

δL = δU⃗AU⃗∗ − δU⃗pβpa⃗p ⊗ a⃗pU⃗
∗
p + δU⃗p

[
0.5 qpa⃗

∗
p − βma⃗p ⊗ a⃗mU⃗

∗
m

]
= 0 , (14)

ãäå

βp =
(λp − λm)2

2S ⟨λ+ 2G⟩
, βm =

λm(λp − λm)

2S ⟨λ+ 2G⟩
;

A � ãëîáàëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè, ñëåäóþùàÿ èç âàðèàöèè ôóíêöèîíàëà Lq1; U⃗ � ãëîáàëü-
íûé âåêòîð óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé; ñèìâîë ⊗ îáîçíà÷àåò äèàäíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ;
U⃗p, U⃗m � âåêòîðû óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé ñîîòâåòñòâåííî íà ∂Sp è ∂Sm ñ êîìïîíåíòàìè(

U⃗p

)
2i−1

= u1(x⃗ki) ,
(
U⃗p

)
2i
= u2(x⃗ki) , ki − íîìåðà óçëîâ íà ∂Sp , i = 1, ..., np ,(

U⃗m

)
2j−1

= u1(x⃗lj ) ,
(
U⃗m

)
2j

= u2(x⃗lj ) , lj − íîìåðà óçëîâ íà ∂Sm , j = 1, ..., nm;

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ a⃗p, a⃗m âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû óçëîâ íà ∂Sp è ∂Sm ïî îäíî-
òèïíûì ôîðìóëàì (ïóñòü n � ÷èñëî óçëîâ íà ñîîòâåòñòâóþùåé ãðàíèöå γ; ki � íîìåðà óçëîâ
íà γ; (xki , yki) � êîîðäèíàòû ýòèõ óçëîâ, i = 1, . . . , n)

(⃗aγ)1 = yk2 − ykn , (⃗aγ)2 = xkn − xk2 , (⃗aγ)2n−1 = yk1 − ykn−1 , (⃗aγ)2n = xkn−1 − xk1 ;

(⃗aγ)2i−1 = yki+1
− yki−1

, (⃗aγ)2i = xki−1
− xki+1

, i = 2, ..., n− 1 .

Åñëè ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ðàçëè÷íóþ ðàçìåðíîñòü ìàòðèö A è a⃗p ⊗ a⃗p è âåêòîðîâ

U⃗ , U⃗p, U⃗m, èç âàðèàöèîííîãî óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò àëãåáðàè÷åñêàÿ ñèñòåìà, êîòîðóþ ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

GU⃗∗ = F⃗ ∗ .
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Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò ãëîáàëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòèG = (gij) è ãëîáàëüíîãî âåêòîðà

ïðàâîé ÷àñòè F⃗ = (Fi) ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
x⃗kn ∈ ∂Sp � óçëû, ëåæàùèå íà ãðàíèöå âîëîêíà, (kn � íîìåðà óçëîâ, n = 1, 2, . . . , np);
x⃗kl , x⃗km ∈ ∂Sp � óçëû, èíöèäåíòíûå ôèêñèðîâàííîìó óçëó x⃗kn , (l,m ∈ {1, 2, . . . , np});
(⃗ap)i = ai � êîìïîíåíòû âåêòîðà a⃗p, (i = 1, 2, . . . , 2np);
(A)ij = aij � êîìïîíåíòû ìàòðèöû A, (i, j = 1, 2, . . . , 2NS , NS � îáùåå êîëè÷åñòâî óçëîâ
â îáëàñòè S).

Òîãäà êîìïîíåíòû ìàòðèöû G è âåêòîðà F , ïîðîæäåííûå âàðèàöèåé óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé
íà ∂Sp, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

äëÿ i = n, l,m

g2kn−1,2ki−1 = a2kn−1,2ki−1 − βpa2n−1a2i−1, g2kn−1,2ki = a2kn−1,2ki − βpa2n−1a2i,

g2kn,2ki−1 = a2kn,2ki−1 − βpa2na2i−1, g2kn,2ki = a2kn,2ki − βpa2na2i,

äëÿ i = 1, 2, ..., np, i ̸= n, l,m

g2kn−1,2ki−1 = −βpa2n−1a2i−1, g2kn−1,2ki = −βpa2n−1a2i,

g2kn,2ki−1 = −βpa2na2i−1, g2kn,2ki = −βpa2na2i,
äëÿ i = 1, 2, ..., np

F2ki−1 = fpa2i−1, F2ki = fpa2i, fp = −0.5 qp + βma⃗mU⃗
∗
m .

Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû G ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè ìàòðèöû A. Ó÷åò èçâåñòíûõ
óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé íà ∂Sm îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûìè ñïîñîáàìè.

Çàäàäèì íà ãðàíèöå ∂Sm êðàåâûå, à â òåëå V òåìïåðàòóðíûå óñëîâèÿ â âèäå

u1
∣∣
∂Sm

= c1x1 + c3x2 , u2
∣∣
∂Sm

= c2x2 , ∆T ̸= 0 , (15)

ãäå c1, c2, c3 � ïîêà ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ëèíåéíîñòü ïåðåìåùåíèé íà ∂Sm îáîñíîâûâà-
åòñÿ òåì, ÷òî â äîñòàòî÷íî øèðîêîì êëàññå ñèììåòðèé ÊÌ (îðòîðîìáè÷åñêàÿ, òåòðàãîíàëü-
íàÿ, ãåêñàãîíàëüíàÿ è èçîòðîïíàÿ ñèñòåìû) [2, 3] ïðè äåéñòâèè îäíîðîäíûõ ìàêðîíàïðÿæå-
íèé ⟨σij⟩ (i, j = 1, 2) ïåðåìåùåíèÿ â òðàíñâåðñàëüíîé ïëîñêîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî òðàíñëÿöèè
è âðàùåíèÿ òåëà êàê æåñòêîãî öåëîãî áóäóò u1 = ⟨ε11⟩x1 + 2 ⟨ε12⟩x2, u2 = ⟨ε22⟩x2.

Äëÿ ïîäáîðà êîíñòàíò ci â (15) òàê, ÷òîáû ðåøåíèå óïðóãîé çàäà÷è óäîâëåòâîðÿëî óñëî-
âèÿì îñðåäíåíèÿ (4), ðàçîáüåì ýòó çàäà÷ó íà 4 çàäà÷è ñî ñëåäóþùèìè êðàåâûìè è òåìïå-
ðàòóðíûìè óñëîâèÿìè:

çàäà÷à 1: u1
∣∣
∂Sm

= x1 , u2
∣∣
∂Sm

= 0 , ∆T = 0 ,

çàäà÷à 2: u1
∣∣
∂Sm

= 0 , u2
∣∣
∂Sm

= x2 , ∆T = 0 ,
(16)

çàäà÷à 3: u1
∣∣
∂Sm

= x2 , u2
∣∣
∂Sm

= 0 , ∆T = 0 ,

çàäà÷à 4: u1
∣∣
∂Sm

= 0 , u2
∣∣
∂Sm

= 0 , ∆T ̸= 0 .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ
(k)
ij ìèêðîíàïðÿæåíèÿ k-òîé óïðóãîé çàäà÷è (k = 1, 2, 3, 4) è âîñïîëüçó-

åìñÿ òåì, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ðåøåíèé

σij =

3∑
k=1

ckσ
(k)
ij + σ

(4)
ij , i, j = 1, 2; σ33 =

3∑
k=1

ckσ
(k)
33 + σ

(4)
33 (17)

áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (15). Èíòåãðèðóÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïî îáëàñòè S è èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ
(4), ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíñòàíò ck

3∑
k=1

ck

⟨
σ
(k)
ij

⟩
= ⟨σij⟩ −

⟨
σ
(4)
ij

⟩
, i, j = 1, 2. (18)
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Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå îñðåäíåíèÿ äëÿ σ33 âûïîëíåíî, òàê êàê ôóíêöèîíàë L áûë ïîñòðîåí

òàê, ÷òî
⟨
σ
(k)
33

⟩
= 0, (k = 1, . . . , 4). Ïîñëå ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ (17)

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

σ⃗ =
(
⟨σ⃗⟩ −

⟨
σ⃗(4)

⟩)
Σ−1
1 Σ2 + σ⃗(4) , (19)

ãäå

σ⃗ = (σ11, σ22, σ12, σ33), ⟨σ⃗⟩ = (⟨σ11⟩ , ⟨σ22⟩ , ⟨σ12⟩),

σ⃗(4) = (σ
(4)
11 , σ

(4)
22 , 0, σ

(4)
33 ),

⟨
σ⃗(4)

⟩
=

(⟨
σ
(4)
11

⟩
,
⟨
σ
(4)
22

⟩
, 0
)
,

Σ1 =



⟨
σ
(1)
11

⟩ ⟨
σ
(1)
22

⟩ ⟨
σ
(1)
12

⟩
⟨
σ
(2)
11

⟩ ⟨
σ
(2)
22

⟩ ⟨
σ
(2)
12

⟩
⟨
σ
(3)
11

⟩ ⟨
σ
(3)
22

⟩ ⟨
σ
(3)
12

⟩
 , Σ2 =


σ
(1)
11 σ

(1)
22 σ

(1)
12 σ

(1)
33

σ
(2)
11 σ

(2)
22 σ

(2)
12 σ

(2)
33

σ
(3)
11 σ

(3)
22 σ

(3)
12 σ

(3)
33

 .

Ïîëó÷åííàÿ çàâèñèìîñòü (19) âûðàæàåò âåêòîð ìèêðîíàïðÿæåíèé σ⃗ ÷åðåç ìàêðîíàïðÿæå-

íèÿ ⟨σij⟩ è âû÷èñëåííûå èç 4-õ óïðóãèõ çàäà÷ ìèêðîíàïðÿæåíèÿ
⟨
σ
(k)
ij

⟩
.

Äëÿ ââåäåíèÿ â ñîîòíîøåíèå (19) îñåâîãî ìàêðîíàïðÿæåíèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü óïðó-
ãóþ çàäà÷ó, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ òîëüêî ⟨σ33⟩ ïðè ∆T = 0. Â ðàáîòå [5] ïîêàçàíî,
÷òî ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ âñå ìèêðîíàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè ìíîãî ìåíüøå ïîñòîÿííîãî â
ïðåäåëàõ êàæäîé ôàçû íàïðÿæåíèÿ σ33 è ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè ε33. Êðîìå òîãî, σ33
ñâÿçàíî ñ ⟨σ33⟩ ïðàâèëîì ñìåñè, è ñ áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
σ33(x⃗) = E(x⃗)ε33, ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ êîòîðîãî ïî îáëàñòè S è ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ñìåñè
ïîëó÷èì

σ33(x⃗) =
E(x⃗)

⟨E⟩
⟨σ33⟩ , ãäå ⟨E⟩ = cmEm + cpEp . (20)

Ïîñëå ñëîæåíèÿ ðåøåíèÿ (20) ñ ðåøåíèåì (19) îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçü ìèêðîíàïðÿæåíèé σ⃗ c
ìàêðîíàïðÿæåíèÿìè ⟨σij⟩ (i, j = 1, 2), ⟨σ33⟩, êîòîðóþ ìîæíî çàïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå

σ⃗ =
(
⟨σ⃗⟩ −

⟨
σ⃗(4)

⟩)
M + σ⃗(4) , (21)

åñëè ê âåêòîðàì ⟨σ⃗⟩ è
⟨
σ⃗(4)

⟩
äîáàâèòü ÷åòâåðòóþ êîìïîíåíòó, à ê ìàòðèöå Σ−1

1 Σ2, èìåþùåé
ðàçìåðû 3× 4, � ÷åòâåðòóþ ñòðîêó

⟨σ⃗⟩ = (⟨σ11⟩ , ⟨σ22⟩ , ⟨σ12⟩ , ⟨σ33⟩),
⟨
σ⃗(4)

⟩
=

(⟨
σ
(4)
11

⟩
,
⟨
σ
(4)
22

⟩
, 0, 0

)
,

M =

 Σ−1
1 Σ2

0 0 0
E(x⃗)

⟨E⟩

 .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé ⟨σii⟩ (i = 1, 2, 3) ïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè

çàäàäèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêèé çàêîí íàãðóæåíèÿ ⃗⟨σ⟩ = tk⃗, ãäå t � ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ,
k⃗ � íàïðàâëåíèå íàãðóæåíèÿ, íàïðèìåð, â ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ
èñõîäíîé (èñêëþ÷àÿ ñäâèãîâîå íàïðÿæåíèå ⟨σ12⟩),

k⃗ = (cosφcosψ, sinφcosψ, 0, sinψ), φ ∈ [0, 2π), ψ ∈ [−π/2, π/2].
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Òîãäà ñîîòíîøåíèå (21) ïåðåïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð íàãðóæåíèÿ t

σ⃗ = σ⃗1t+ σ⃗0, ãäå σ⃗1 = k⃗M, σ⃗0 = −
⟨
σ⃗(4)

⟩
M + σ⃗(4) . (22)

Ïðåîáðàçóåì óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè (2), çàïèñûâàÿ òåíçîðû p
(n)
ijkl â âèäå ìàòðèöû P ,

à f
(n)
ij � â âèäå âåêòîðà f⃗ , ïîëàãàÿ ïðè ýòîì, ÷òî P è f⃗ çàâèñÿò îò x⃗ ∈ S. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì êîíñòàíòû q(n) ìîæíî çàïèñàòü êàê êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ ôóíêöèþ q. Òîãäà óñëî-
âèÿ (2) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

(σ⃗P, σ⃗) + (σ⃗, f⃗) + q ≤ 0 , P ≥ 0, q < 0 , (23)

ãäå (*,*) îáîçíà÷àåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèñêðåòíîå ïîêðûòèå îáëàñòè S, ÷åðåç e � êîíå÷íûå ýëåìåíòû. Äèñ-

êðåòèçàöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ: êàæäûé êîíå÷íûé ýëåìåíò ðàñïîëîæåí èëè â
Sp, èëè â Sm, è ìèêðîíàïðÿæåíèÿ íà íåì ïîñòîÿííû. Â ýòîì ñëó÷àå P è f⃗ ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ôóíêöèè îò êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, òî åñòü îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé
ñòàíîâèòñÿ D. Åñëè ïîäñòàâèòü â óñëîâèå (23) çàêîí íàãðóæåíèÿ (22), òî ðàçðóøåíèå êîíå÷-
íîãî ýëåìåíòà e èç D îïðåäåëÿåì êîðíÿìè t1, t2, t1 ≤ t2 (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) êâàäðàòíîãî
óðàâíåíèÿ

(σ⃗1P, σ⃗1)t
2 + (2σ⃗0P + f⃗ , σ⃗1)t+ (σ⃗0P + f⃗ , σ⃗0) + q = 0 . (24)

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà e çíà÷åíèé t1, t2, ïðè êîòîðûõ e âûõîäèò
íà ñòàäèþ ðàçðóøåíèÿ, èç ýòèõ çíà÷åíèé âûáèðàåòñÿ ìàêñèìàëüíîå t∗1 è ìèíèìàëüíîå t∗2

t∗1 = max
e∈D

t1 , t∗2 = min
e∈D

t2 ,

êîòîðûå è áóäóò ÿâëÿòüñÿ êðèòè÷åñêèìè äëÿ âñåãî êîìïîçèöèîííîãî ìàòåðèàëà â íàïðàâ-
ëåíèè k⃗, ïðè ýòîì êðèòè÷åñêèå ìàêðîíàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ⃗⟨σ⟩i = t∗i k⃗, i = 1, 2.

Íàãðóæåíèå â íàïðàâëåíèè −k⃗ ðàññìàòðèâàòü íå íóæíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì
ïðîòèâîïîëîæíûå ïî çíàêó êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ è, åñòåñòâåííî,
òå æå ñàìûå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ìàêðîíàïðÿæåíèé ⃗⟨σ⟩i = −t∗i (−k⃗). Èçìåíÿÿ âåêòîð k⃗ â
ïîëóïðîñòðàíñòâå ìàêðîíàïðÿæåíèé, ìîæíî óñòàíîâèòü êðèòåðèé ïðî÷íîñòè ÊÌ.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ êîðíåé, ÷òî ðàâíîñèëüíî âûïîëíåíèþ óñëîâèÿ (σ⃗0P + f⃗ , σ⃗0)+ q > 0
õîòÿ áû íà îäíîì êîíå÷íîì ýëåìåíòå, íåîáõîäèìî îñóùåñòâèòü ñäâèã íàïðÿæåíèé â òî÷-
êó ⟨σ⃗c⟩, äëÿ êîòîðîé ýòî óñëîâèå íàðóøåíî íà âñåõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòàõ. Äëÿ êîìïîçèòîâ,
îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññàì ñèììåòðèè, â êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû Cijkl ýôôåêòèâíûõ òåíçî-
ðîâ æåñòêîñòè óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ C11ij = C22ij (i, j = 1, 2, 3), ýòó òî÷êó ìîæ-

íî îïðåäåëèòü ÷åðåç âåêòîð íàãðóæåíèÿ k⃗∗ = (1, 1, 0, k4) çàäàíèåì çíà÷åíèÿ k4 òàê, ÷òî
êîðíè t∗1 è t∗2 ñóùåñòâóþò. Òîãäà ⟨σ⃗c⟩ = 0.5(t∗1 + t∗2)k⃗∗ è çàêîí íàãðóæåíèÿ ïðèíèìàåò âèä

⟨σ⃗⟩ = tk⃗ + ⟨σ⃗c⟩.
Ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ òðàíñâåðñàëüíàÿ ïëîñêîñòü ðàññìàòðèâàëàñü êàê èçîòðîïíàÿ,

ïîýòîìó â êà÷åñòâå îáëàñòè S áûë âûáðàí ðîìá ñ óãëîì â 60◦. Ðàññìàòðèâàëñÿ êîìïîçèöè-
îííûé ìàòåðèàë Al6061 - B ïðè îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âîëîêîí cp = 0.3. Ñîñòàâëÿþùèå
ôàçû èìåëè ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: Em = 72 ÃÏà, Ep = 422 ÃÏà; νm = 0.3, νp = 0.2;
σm = 70 ÌÏà, σp = 3.5 ÃÏà � ïðåäåëû ïðî÷íîñòè àëþìèíèÿ è áîðà ñîîòâåòñòâåííî. Êîýô-
ôèöèåíòû ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòðèöû è âîëîêíà α0

m, α
1
m, α

0
p, α

1
p ïðè òåìïåðàòóðàõ T0

è T1 èìåþò çíà÷åíèÿ:
T0 = 20 ◦C : α0

m = 23.2× 10−6 ◦C−1, α0
p = 0.414× 10−5 ◦C−1,

T1 = 200 ◦C : α1
m = 25× 10−6 ◦C−1, α1

p = 0.538× 10−5 ◦C−1,
èõ çàâèñèìîñòü îò òåìïåðàòóðû ïðåäïîëàãàëàñü ëèíåéíîé. Èç-çà îòñóòñòâèÿ äîïîëíèòåëü-
íûõ äàííûõ â êà÷åñòâå óñëîâèÿ ïðî÷íîñòè äëÿ êàæäîé ôàçû âûáèðàëîñü óñëîâèå Ìèçåçà.
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Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàò äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè S.

−4 −2 0 2 4

−4
−2

0

<σ
1
>/σ

m

 ∆ T=0° C

<σ
2
>/σ

m

−9 −8 −7 −6 −5 −4

−10
−8

−6
<σ

1
>/σ

m

 ∆ T=100° C

<σ
2
>/σ

m

Ðèñ. 3. Ïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè P0, P100.

Îáëàñòü S áûëà ðàçáèòà íà 6504 òðåóãîëüíûõ ýëåìåíòà è 3313 óçëîâ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà,
ðàçðàáîòàííîãî â [6]. Ðåçóëüòàòû äèñêðåòèçàöèè ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

Ðàñ÷åòû ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû T = T0+∆T ïîêàçàëè, ÷òî ïîâåðõíîñòè
ïðî÷íîñòè P∆T ïî÷òè íå èçìåíÿþòñÿ ïî ôîðìå è áëèçêè ê ýëëèïñîèäàì, ñèììåòðè÷íûì
îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè ⟨σ11⟩ = ⟨σ22⟩. Ïðè èçìåíåíèè ∆T ïîâåðõíîñòè P∆T âîçíèêàþò êàê
ðåçóëüòàò òðàíñëÿöèè âäîëü ïëîñêîñòè ⟨σ11⟩ = ⟨σ22⟩ ïîâåðõíîñòè P0 ñ íåçíà÷èòåëüíûìè
äåôîðìàöèÿìè. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ïîâåðõíîñòè P0 è P100 ïðè ∆T = 0 ◦C è ∆T = 100 ◦C
ñîîòâåòñòâåííî (çäåñü è äàëåå íà ðèñóíêàõ âòîðîé èíäåêñ ó ⟨σii⟩ íå ïðèâîäèòñÿ).

Íà ðèñ. 4(à) èçîáðàæåíû ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè P0 ïëîñêîñòÿìè ⟨σ33⟩ /σm = 0, 1, 2, 3,
3.5, 3.9, ïîêàçûâàþùèå èõ áëèçîñòü ê ýëëèïñàì. Ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé P0, P50, P100, P180

ïëîñêîñòüþ ⟨σ11⟩ = ⟨σ22⟩ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4(b), êîòîðûé íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ïå-
ðåíîñ ïîâåðõíîñòè P0.

Ïðè ∆T = 0 ◦C ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðàñ÷åòíûõ çíà÷åíèé ïðî÷íîñòè σnumcom(i)

(i = 1, 3 � íàãðóæåíèå êîìïîçèòà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîïåðåê è âäîëü âîëîêîí) ñ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûìè è òåîðåòè÷åñêèìè äàííûìè ïðè îäíîîñíûõ íàãðóæåíèÿõ. Ïðè íàãðóæåíèè âäîëü
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Ðèñ. 4. a) Ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè P0 ïëîñêîñòÿìè ⟨σ33⟩ = const.

b) Ñå÷åíèÿ ïîâåðõíîñòåé ïðî÷íîñòè P0, P50, P100, P180 ïëîñêîñòüþ ⟨σ11⟩ = ⟨σ22⟩.

âîëîêîí ðàñ÷åòíûé ïðåäåë ïðî÷íîñòè σnumcom(3) áëèçîê ê çíà÷åíèþ, âû÷èñëåííîìó ïî èçâåñò-

íîé ôîðìóëå [7]
σcom(3)

σm
= 1− cp + cp

Ep

Em
. (25)

Â ðàñ÷åòàõ σnumcom(3)/σm = 2.41, âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëå (25) âåëè÷èíà σcom(3)/σm = 2.46.

Ïðè íàãðóæåíèè ïîïåðåê âîëîêîí ýêñïåðèìåíòàëüíîå çíà÷åíèå σcom(1)/σm ≈ 0.85 [8], ðàñ-
÷åòíîå çíà÷åíèå σnumcom(1)/σm = 0.813. Îòêëîíåíèå ðàñ÷åòíûõ äàííûõ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
â ñòîðîíó óìåíüøåíèÿ îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò çàðîæäåíèå
ðàçðóøåíèÿ, à ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå îòðàæàþò ïîëíîå ðàçðóøåíèå êîìïîçèòíîé ñè-
ñòåìû.

4. Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ ïðî÷íîñòè, îñíîâàííàÿ íà îïðåäåëåíèè êðè-
òè÷åñêèõ ìèêðî- è ìàêðîíàïðÿæåíèé, ïîçâîëÿåò èçáåæàòü íåîäíîçíà÷íîñòè, ïðèñóùåé ôå-
íîìåíîëîãè÷åñêîìó ïîäõîäó, ïðè êîòîðîì îñóùåñòâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðè îäíîîñíûõ ðàñòÿæåíèÿõ è ñäâèãå. Êðîìå òîãî, ñòðóêòóð-
íûé ïîäõîä îïðåäåëÿåò îáëàñòü çàðîæäåíèÿ ïðîöåññà ðàçðóøåíèÿ è ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæ-
íîñòü îòñëåæèâàíèÿ äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ ýòîãî ïðîöåññà. Ïðè îäíîîñíûõ íàãðóæåíèÿõ
óñòàíîâëåíî ïðèåìëåìîå ñîâïàäåíèå ïîëó÷åííûõ ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè
è èçâåñòíûìè òåîðåòè÷åñêèìè.

Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî âëèÿíèå òåìïåðàòóðû íà ôîðìîèçìå-
íåíèå ïîâåðõíîñòè ïðî÷íîñòè íåçíà÷èòåëüíî, ïî êðàéíåé ìåðå ïðè çàäàííûõ ðàñ÷åòíûõ
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìîèçìåíåíèåì ïîâåðõíîñòè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü è
ó÷èòûâàòü òîëüêî òðàíñëÿöèþ ïîâåðõíîñòè âäîëü ïëîñêîñòè ⟨σ11⟩ = ⟨σ22⟩.
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ABSTRACT

The model of the strength criterion of doubly periodic unidirectional composites
(CM) under the complex temperature-force loading is worked out on the base of
structural approach. The investigation of the e�ect of temperature on the strength
properties of CM is analyzed using the suggested model. The condition of averag-
ing of microstresses on the volume of representative elements and the condition of
continuity of displacements at the interfaces between them are ful�lled.
Key words: strength criterion, temperature, composite material.


