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О константе K-делимости
в паре пространств Lp с весом

Для пространств Lp c весом получена оценка константы K-делимости
λp>p

1�pq
1�q. С учетом известной оценки, для константы K-делимости

произвольной пары банаховых решеток справедливо неравенство 26λ64.
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Об оценке константы K-делимости снизу известно немного, а именно Н.Я. Круг-
ляком [1] приведен пример конечномерных подпространств пары (C ,C1) с κ > 1
(несложные вычисления показывают, что фактически κ в этом примере равно 6�5),
а Т.С. Подоговой [2] установлено, что в этой паре κ > 1+2�(2

√
2+1) ≃ 1.5222. В

данной работе доказывается, что для пары банаховых решеток (L1
p, Lp) (верхний

индекс означает вес w(t) = tθ) константа K-делимости удовлетворяет неравенству

p
1�pq

1�q 6 λp, где
1

p
+

1

q
= 1, что при p = 2 приводит к оценке λ2 > 2.

В статье используются терминология и обозначения предыдущей работы, а так-
же вводятся некоторые новые обозначения и определения.

Для K-функционала справедливо равенство [4, стр. 99]

K(t, a, A0, A1) = inf
s∈R+

[
1 +

( t
s

)q]1�q
Kp(s, a, A0, A1),

где Kp(t, a, A0, A1) = inf
{(

||a0||A0

p + tp||a1||A1

p )1�p : a = a0 + a1, a0 ∈ A0, a1 ∈ A1

}
и, в

случае, когда пара A⃗ есть пара банаховых решеток Lp на R+ с мерой Хаара
ds

s
и

весами w0(s) ≡ s, w1(s) ≡ 1 [5, стр. 391],

Kp(t, f, L
1
p, Lp) = t

{∫ ∞

0

[
s|f(s)|(
sq + tq

)1�q
]p
ds

s

}1�p
.
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2В монографии [3, стр. 335] без доказательства приведена оценка 2
3 (1 +

√
2) ≃ 1.609.
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Кроме того, для K-функционала в рассматриваемой паре справедливо нера-
венство

Kp(t, f, L
1
p, Lp)6 K ∗

p (t, f, L
1
p, Lp)

def
=

(∫ ∞

0

∣∣min {t, s} f(s)
∣∣pds
s

)1�p
6K(t, f, L1

p, Lp). (1)

Константа K-делимости совпадает с наибольшей константой вложения K-орби-
ты функции h ∈ L1

1+L1 в орбиту этой функции. Открытый единичный шар орбиты
h совпадает с множеством [6]

◦Orb(f, A⃗) =

{
a∈A0+A1 : a =

∫ ∞

0

u(t)dt,
1

t
J(t, u(t), A⃗) 6 |h(t)|

}
,

где интеграл от вектор-функции u – интеграл Бохнера, а J – J-функционал Пит-
ре:

J(t, a, A⃗) = max
{
||a||

A0
, t||a||

A1

}
.

Пара (L1
p, Lp) рефлексивна, и парой, сопряженной к ней, является (L−1

q , Lq) при
q =

p

p−1
. Порядковая непрерывность нормы3 в Lw

1 и плотность L−1
q ∩Lq в L−1

q и Lq

влечет изометрию пространства Orb(w, L⃗p)
def
= Orb(w, p) и

[
(Lq, L

−1
q )Kw,1

]′, где штрих

означает сопряженное пространство, w def
= |h| и (Lq, L

−1
q )Kw,1 – банахово простран-

ство с нормой
||g||Kw,1 =

∫ ∞

0

K(t, g, Lq, L
−1
q )w(t)dt.

Более того, из порядковой непрерывности нормы в L−1
q и Lq вытекает, что из

условия fn ↓ 0 следует K(·, fn, Lq, L
−1
q ) ↓ 0, что, в свою очередь, влечет порядковую

непрерывность нормы в (Lq, L
−1
q )Kw,1. Таким образом, каждый непрерывный линей-

ный функционал на (Lq, L
−1
q )Kw,1 имеет интегральное представление. Так как для

скалярного произведения функций f ∈ Orb(w, p) и g ∈ (Lq, L
−1
q )Kw,1 справедливо

неравенство
⟨f, g⟩ def

=

∫ ∞

0

f(t)g(t)dt 6 ||f ||Orb(w,p)||g||
K
w,1 6 λp||f ||KO(w,p)||g||

K
w,1,

что приводит к следующей оценке константы λp снизу.
Для функции w ∈ L1

1 + L1 (w > 0) и функций f ∈ Orb(w, p), g ∈ (Lq, L
−1
q )Kw,1

с нормами ||f ||
KO(w,p)

6 1 и ||g||Kw,1 6 1 выполняется |⟨f, g⟩| 6 λp. Другими сло-
вами, для оценки снизу константы K-делимости в конкретной паре пространств
достаточно вычислить скалярное произведение элемента из орбиты положитель-
ной функции пространства L1

1 + L1 и элемента из двойственного к этой орбите
пространства с соответствующими нормами, не превосходящими единицы.

Условия ||f ||
KO(w,p)

6 1 и ||g||Kw,1 6 1 означают, что

K(t, f, L1
p, Lp) 6

∫ ∞

0

min
{
t, s
}
w(t)dt

def
= ψ(t) и

∫ ∞

0

K(t, g, Lq, L
−1
q )w(t)dt 6 1.

Рассмотрим семейство функций fα(t) = p
1�p tα−1, gβ(t) = q

1�q t1+
ϱ�β

(1 + t
1�β)2ϱ+β

.

3Определения и свойства функциональных банаховых решёток см. [7].
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Здесь и далее для удобства записи через ϱ будем обозначать
1

q
.

Скалярное произведение этих функций выражается через B-функцию Эйлера,
а именно:

⟨fα, gβ⟩ = p
1�pq

1�qβB
(
αβ+ϱ, (1−α)β+ϱ

)
.

Легко видеть, что K ∗
p (t, fα, L

1
p, Lp) = [α(1− α)]ϱ−1 tα.

Используя неравенство (1) и формулу связи K и Kp-функционалов, несложно
найти, что

K(t, fα, L
1
p, Lp) 6 α(1−α)ϱ−1(1− α)αϱ−1tα,

следовательно, при w(t) = α(1− α)tα−2

ψ(t) = tα и ||f ||
KO(w,p)

6 α(1−α)ϱ−1(1− α)αϱ−1.

Так как для функции φγ(t) =
t

(1 + t
1�γ)γ

, φ′′
γ(t) = −(1 + γ−1)t

1�γ6−1

(1 + t
1�γ6)γ+2

, то

K ∗
q (t, gβ, Lq, L

−1
q ) =

[
q

∫ ∞

0

(
min

{
1,
t

s

}
s1+

ϱ�β

(1+s
1�β)2ϱ+β

)q
ds

s

]1�q
=

(
β

β+ϱ

)ϱ

φβ(t).

Аналогично оценке K-функционала функции fα,

K(t, gβ, Lq, L
−1
q ) 6

(
β

β+ϱ

)ϱ

inf
s∈R+

(sp+tp)
1�p

(1+s
1�β)β

=

(
β

β+ϱ

)ϱ

φθ(t), где θ = β+ϱ−1,

следовательно,

||gβ||Kw,1 6 θα(1−α)
(

β

β+ϱ

)ϱ

B
(
αθ, (1−α)θ

)
= θα(1−α)

(
θ+1−ϱ
θ+1

)ϱ

B
(
αθ, (1−α)θ

)
.

Таким образом,

||fα||KO(w,p)||gβ||
K
w,1 6 θ

[
α1−α(1− α)α(θ+1−ϱ)

θ+1

]ϱ
B(αθ, (1− α)θ).

Учитывая значение скалярного произведения, получим оценку p1�pq1�qµp(α, θ) 6 λp,
где функция µp(α, θ) в левой части неравенства равна[

θ+1

α1−α(1−α)α

]ϱ
(θ+1−ϱ)1−ϱ

θ

B
(
αθ+α+(1−α)ϱ, (1−α)θ+(1−α)+αϱ

)
B
(
αθ, (1−α)θ

) .

Отношение B-функций запишем в виде

Γ
(
αθ + α + (1− α)ϱ)

Γ
(
αθ
) Γ

(
(1− α)θ + (1− α) + αϱ

)
Γ
(
(1− α)θ

) Γ
(
θ
)

Γ
(
θ + ϱ+ 1

) .
Известное асимптотическое равенство

Γ(x+ϑ)

Γ(x)
=xϑ

[
1+O

(1
x

)]
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(см., например, [8]) позволяет записать это отношение в виде

(θα)α+(1−α)ϱ
[
θ(1−α)

]1−α+αϱ
θ−1−ϱ

[
1+O

(1
θ

)]
= αα+(1−α)ϱ(1−α)1−α+αϱ

[
1+O

(1
θ

)]
.

Учитывая, что
1

θ
(θ+1−ϱ)1−ϱ(θ+1)ϱ

[
1+O

(1
θ

)]
при θ → ∞ стремится к единице,

получим асимптотическое равенство

µ(α, θ) ≃ αα+(1−α)ϱ(1− α)1−α+αϱ

α(1−α)ϱ(1− α)αϱ
= αα(1−α)1−α, θ → ∞,

что при α→ 0 или α→ 1 приводит к асимптотике µ(α, θ) ≃ 1.
Замечание. Используя связь между функцией f и её K ∗

p -функционалом, мож-
но показать, что константа λp не превосходит (2p − 1)

1�p(2q − 1)
1�q, тем не менее

есть все основания полагать, что константа p1�pq1�q является точной.
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ABSTRACT

An estimate p1�pq1�q6λp of the K-divisibility constant has been obtained
for a pair of weighted Lp spaces. Taking into account an known estimate
of the K-divisibility constant for an arbitrary pair of Banach lattices this
implies that 2 6λ64.
Key words: Banach couple, interpolation of linear operators, K-
functional, K-method, constant K-divisibility.


