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Задача Дирихле для одного класса
уравнений составного типа с разрывным

коэффициентом при старшей производной

В работе исследована разрешимость задачи Дирихле в классах регу-
лярных или почти регулярных решений для уравнения с разрывным
знакопеременным коэффициентом. Методом регуляризации и методом
продолжения по параметру доказаны теоремы существования и един-
ственности.

Ключевые слова: уравнения составного типа с разрывным коэффици-
ентом, регулярная разрешимость.

1. Постановка задачи

Пусть Ω есть ограниченная область пространства Rn с гладкой границей Γ, Q
есть цилиндр Ω× (−T, T ) c 0 < T < +∞, S = Γ× (−T, T ) есть его боковая граница,
aij(x) c i, j = 1, . . . , n, a0(x) — заданные при x ∈ Ω функции, f(x, t) — функция,
заданная при (x, t) ∈ Q, h(t) — разрывная функция такая, что h(t) > 0 при t > 0,
h(t) < 0 при t < 0 и h(t) ∈ C1([−T, 0]), h(t) ∈ C1([0, T ]), h(+0) ̸= h(−0), функции
αk(x), βk(x), k = 1, 4, заданы при x ∈ Ω и векторы (α1(x), α2(x), α3(x), α4(x)),
(β1(x), β2(x), β3(x), β4(x)) линейно независимы при всех x ∈ Ω.

Обозначим

Lu =
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(aij(x)uxj
) + a0(x)u,

Q+ = {(x, t) : (x, t) ∈ Q, t > 0}, Q− = {(x, t) : (x, t) ∈ Q, t < 0}, Q1 = Q+ ∪Q−.
Краевая задача: найти функцию u(x, t), являющуюся на множестве Q реше-

нием уравнения
utt − h(t)∆ut + Lu = f(x, t) (1)
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и такую, что для нее выполняются граничные условия

u(x, t)
∣∣
S
= 0, (2)

u(x, T ) = u(x,−T ) = 0, x ∈ Ω, (3)

а также условия сопряжения

α1(x)u(x,+0) + α2(x)u(x,−0) + α3(x)ut(x,+0) + α4(x)ut(x,−0) = 0, (4)
β1(x)u(x,+0) + β2(x)u(x,−0) + β3(x)ut(x,+0) + β4(x)ut(x,−0) = 0. (5)

Уравнение (1) принадлежит к классу уравнений, называемых в последнее вре-
мя уравнениями соболевского типа. Эти уравнения исследованы, например, в ра-
ботах [1, 7], где приведены многочисленные математические модели вязкоупруго-
сти, электродинамики, физики полупроводников, механики полимеров, в которых
участвуют уравнения третьего порядка вида (1). В работе [3] для уравнений вида
(1) с непрерывными коэффициентами показано, что корректной может быть как
начально-краевая задача, так и задача с данными на всей границе (в частности, за-
дача Дирихле). В случае разрывных коэффициентов разрешимость тех или иных
краевых задач для уравнений соболевского типа вида (1) ранее практически не
изучалась; отметим лишь работу [4]. С другой стороны, различные краевые зада-
чи для уравнений с разрывными коэффициентами изучаются с давних времен. Они
изучаются, например, как задачи дифракции [5]–[10], как краевые задачи для урав-
нений смешанного и смешанно-составного типов [11]–[17], как задачи сопряжения
[18]–[20]. Из работ последнего времени, посвященных исследованию разрешимости
краевых задач для уравнений с разрывными коэффициентами, отметим работы
[21]–[27]. Уточним, что здесь приведена лишь очень малая часть публикаций по
проблемам, затрагивающим уравнения с разрывными коэффициентами, и в то же
время разрешимость задачи Дирихле в классах регулярных или почти регулярных
(точные формулировки см. ниже) решений для уравнения (1) с разрывным зна-
копеременным коэффициентом h(t) и с условиями сопряжения (4) и (5) ранее не
изучались.

2. Единственность решения краевой задачи
Пусть V0, V1 есть линейные пространства

V0 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ L2(Q
+), vtt(x, t) ∈ L2(Q

+), vxixjt(x, t) ∈ L2(Q
+),

v(x, t) ∈ L2(Q
−), vtt(x, t) ∈ L2(Q

−), vxixjt(x, t) ∈ L2(Q
−),

i, j = 1, n. }

V1 = {v(x, t) : v(x, t) ∈ L2(Q
+), t

1
2vtt(x, t) ∈ L2(Q

+), vxit(x, t) ∈ L2(Q
+),

vxixj
(x, t) ∈ L2(Q

+), t
1
2∆vt(x, t) ∈ L2(Q

+), vxi
(x, t) ∈ L2(Q

+),
vt(x, t) ∈ L2(Q

+), vt(x,+0) ∈ L2(Ω),

v(x, t) ∈ L2(Q
−), |t| 12vtt(x, t) ∈ L2(Q

−), vxit(x, t) ∈ L2(Q
−),

vxixj
(x, t) ∈ L2(Q

−), |t| 12∆vt(x, t) ∈ L2(Q
−), vxi

(x, t) ∈ L2(Q
−),

vt(x, t) ∈ L2(Q
−), vt(x,−0) ∈ L2(Ω), i, j = 1, n.}
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Введем в этих пространствах нормы

∥v∥V0 =

( ∫
Q+

(v2 + v2tt +
∑n

i,j=1 v
2
xixjt

) dx dt+
∫
Q−

(v2 + v2tt +
∑n

i,j=1 v
2
xixjt

) dx dt

) 1
2

,

∥v∥V1 =

( ∫
Q+

[
tv2tt +

n∑
i=1

v2xit
+

n∑
i,j=1

u2
xixj

+ t(∆vt)
2 +

n∑
i=1

v2xi
+ v2t + v2

]
dxdt+

+

∫
Q−

[
|t|v2tt +

n∑
i=1

v2xit
+

n∑
i,j=1

u2
xixj

+ |t|(∆vt)
2 +

n∑
i=1

v2xi
+ v2t + v2

]
dxdt+

+
∫
Ω

v2t (x,+0)dx+
∫
Ω

v2t (x,−0)dx

) 1
2

.

Очевидно, что пространства V0, V1 с такими нормами являются банаховыми про-
странствами.

Обозначим

a1(x) =
α2(x)β3(x)−α3(x)β2(x)
α1(x)β2(x)−α2(x)β1(x)

, a2(x) =
α4(x)β2(x)−α2(x)β4(x)
α1(x)β2(x)−α2(x)β1(x)

,

a3(x) =
α4(x)β1(x)−α1(x)β4(x)
α3(x)β4(x)−α4(x)β3(x)

, a4(x) =
α4(x)β2(x)−α2(x)β4(x)
α3(x)β4(x)−α4(x)β3(x)

,

a5(x) =
α1(x)β2(x)−α2(x)β1(x)
α2(x)β3(x)−α3(x)β2(x)

, a6(x) =
α4(x)β2(x)−α2(x)β4(x)
α2(x)β3(x)−α3(x)β2(x)

,

b1(x) =
α3(x)β1(x)−α1(x)β3(x)
α1(x)β2(x)−α2(x)β1(x)

, b2(x) =
α1(x)β4(x)−α4(x)β1(x)
α1(x)β2(x)−α2(x)β1(x)

,

b3(x) =
α1(x)β3(x)−α3(x)β1(x)
α3(x)β4(x)−α4(x)β3(x)

, b4(x) =
α2(x)β3(x)−α3(x)β2(x)
α3(x)β4(x)−α4(x)β3(x)

,

b5(x) =
α3(x)β1(x)−α1(x)β3(x)
α2(x)β3(x)−α3(x)β2(x)

, b6(x) =
α3(x)β4(x)−α4(x)β3(x)
α2(x)β3(x)−α3(x)β2(x)

(всюду считается, что знаменатели всех дробей не обращаются в нуль) и

Fk(x, λ1, λ2) = a2k−1(x)λ
2
1 + [a2k(x)− b2k−1(x)]λ1λ2 − b2k(x)λ

2
2, k = 1, 3, λ ∈ R2.

Отметим, что функции a1(x)b2(x)−a2(x)b1(x), a3(x)b4(x)−a4(x)b3(x) и a5(x)b6(x)−
a6(x)b5(x) могут обращаться в нуль при x ∈ Ω. Квадратичные формы F2(x, λ1, λ2),
F3(x, λ1, λ2) представим в виде суммы двух квадратичных форм:

F2(x, λ1, λ2) = F20(x, λ1, λ2) + F21(x, λ1, λ2),
F3(x, λ1, λ2) = F30(x, λ1, λ2) + F31(x, λ1),

(6)

где для квадратичных форм F21(x, λ1, λ2), F31(x, λ1) справедливы неравенства

|F21(x, λ1, λ2)| ≤ m2

(
λ2
1 + λ2

2

)
, m2 > 0, (7)

|F31(x, λ1)| ≤ m3λ
2
1, m3 > 0. (8)

Ограничения же для форм F20 и F30 будут указаны ниже.
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Теорема 1. Пусть выполнены условия
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ k0|ξ|2, k0 > 0, ξ ∈ Rn, x ∈ Ω, (9)

a0(x) ≤ −ā0 < 0, ā0 > 0, x ∈ Ω, (10)
k0 + ht(t) ≥ 0 при t ∈ [−T, 0], k0 + ht(t) ≥ 0 при t ∈ [0, T ], (11)

h(+0) ≥ 0, h(−0) ≤ 0, (12)

αi(x) ∈ C(Ω), βi(x) ∈ C(Ω), i = 1, 4, f(x, t) ∈ L2(Q), (13)

и одна из трех групп условий

α1(x)β2(x)− α2(x)β1(x) ̸= 0, x ∈ Ω, (14)
F1(x, λ1, λ2) ≥ 0, λ ∈ R2; (15)

или

α3(x)β4(x)− α4(x)β3(x) ̸= 0, x ∈ Ω, (16)

F20(x, λ1, λ2) ≥ 0, x ∈ Ω, λ ∈ R2, (17)
m2

2 < ā0 (18)

или

α2(x)β3(x)− α3(x)β2(x) ̸= 0, x ∈ Ω (19)

F30(x, λ1, λ2) ≥ 0, x ∈ Ω, λ ∈ R2, (20)
m2

3 < ā0. (21)

Тогда краевая задача (1)–(5) имеет не более одного решения u(x, t) из простран-
ства V0.

Доказательство. Пусть u(x, t) есть решение краевой задачи (1)–(5) такое, что
u(x, t) ∈ V0. Уравнение (1) умножим на функцию −u(x, t) и проинтегрируем по
цилиндру Q+, затем его же умножим на функцию −u(x, t) и проинтегрируем по
Q−. Сложив равенства получим∫
Q+

(
u2
t (x, t) +

1

2
ht(t)

n∑
i=1

u2
xi
(x, t)

)
dxdt+

∫
Q−

(
u2
t (x, t) +

1

2
ht(t)

n∑
i=1

u2
xi
(x, t)

)
dxdt+

+

∫
Q+

(
n∑

i,j=1

aij(x)uxj
(x, t)uxi

(x, t)− a0(x)u
2(x, t)

)
dxdt+

+

∫
Q−

(
n∑

i,j=1

aij(x)uxj
(x, t)uxi

(x, t)− a0(x)u
2(x, t)

)
dxdt+

+
1

2

∫
Ω

h(+0)
n∑

i=1

u2
xi
(x,+0)dx− 1

2

∫
Ω

h(−0)
n∑

i=1

u2
xi
(x,−0)dx+

∫
Ω

[
u(x,+0)ut(x,+0)−

−u(x,−0)ut(x,−0)
]
dx = −

∫
Q+

f(x, t)u(x, t)dxdt−
∫
Q−

f(x, t)u(x, t)dxdt.

(22)
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В граничном интеграле из равенства (22)

I ≡
∫
Ω

[u(x,+0)ut(x,+0)− u(x,−0)ut(x,−0)] dx (23)

преобразуем подынтегральное выражение. Для этого условия сопряжения (4)–(5)
перепишем в виде

u(x,+0) = a1(x)ut(x,+0) + a2(x)ut(x,−0),

u(x,−0) = b1(x)ut(x,+0) + b2(x)ut(x,−0),
(24)

если выполняется (14), в виде

ut(x,+0) = a3(x)u(x,+0) + a4(x)u(x,−0),

ut(x,−0) = b3(x)u(x,+0) + b4(x)u(x,−0),
(25)

если выполняется (16) и в виде

ut(x,+0) = a5(x)u(x,+0) + a6(x)ut(x,−0),

u(x,−0) = b5(x)u(x,+0) + b6(x)ut(x,−0),
(26)

если выполняется (19). Вследствие условий теоремы это возможно. Подставив
представления (24)–(26) в I получим, что подынтегральное выражение из (23) в
каждом из трех случаев имеет вид F1(ut(x,+0), ut(x,−0)), F2(u(x,+0), u(x,−0)) и
F3(u(x,+0), ut(x,−0)) соответственно.

Пусть выполнены условия (9)–(13). Рассмотрим случай (14). Из условия (15)
следует, что квадратичная форма F1(ut(x,+0), ut(x,−0)) неотрицательно опреде-
лена для всех x ∈ Ω. Для правой части равенства (22) применим неравенство Юнга∫

Q+

f(x, t)u(x, t)dxdt ≤ δ2

2

∫
Q+

u2(x, t)dxdt+
1

2δ2

∫
Q+

f 2(x, t)dxdt,

∫
Q−

f(x, t)u(x, t)dxdt ≤ δ2

2

∫
Q−

u2(x, t)dxdt+
1

2δ2

∫
Q−

f 2(x, t)dxdt,

(27)

где постоянную δ нужно выбрать так, чтобы δ2/2 < ā0. Тогда справедливо нера-
венство ∫

Q+

[
u2
t (x, t) +

[
k0 +

1

2
ht(t)

] n∑
i=1

u2
xi
(x, t) +

ā0
2
u2(x, t)

]
dxdt+

+

∫
Q−

[
u2
t (x, t) +

[
k0 +

1

2
ht(t)

] n∑
i=1

u2
xi
(x, t) +

ā0
2
u2(x, t)

]
dxdt+

+
1

2

∫
Ω

h(+0)
n∑

i=1

u2
xi
(x,+0)dx− 1

2

∫
Ω

h(−0)
n∑

i=1

u2
xi
(x,−0)dx ≤

≤ 1

2ā0

∫
Q+

f 2(x, t)dxdt+
1

2ā0

∫
Q−

f 2(x, t)dxdt.

(28)



Задача Дирихле для одного класса уравнений составного типа ... 53

Для случаев (16) и (19) получим неравенство аналогичное (28). Заметим, что
для квадратичных форм F2(u(x,+0), u(x,−0)) и F3(u(x,+0), ut(x,−0)) имеет место
представление в виде суммы (6), где квадратичные формы F20(u(x,+0), u(x,−0)),
F30(u(x,+0), ut(x,−0)) по условию теоремы будут неотрицательно определенными,
а для квадратичных форм F21(u(x,+0), u(x,−0)), F31(u(x,+0)) справедливы нера-
венства (7), (8).

Известно, что для функций v(x, t), обращающихся в нуль при t = T , и для
функций v(x, t), обращающихся в нуль при t = −T , выполняются неравенства

∫
Ω

v2(x, 0)dx ≤ δ20

∫
Q+

v2t (x, t)dxdt+
1

δ20

∫
Q+

v2(x, t)dxdt, (29)

∫
Ω

v2(x, 0)dx ≤ δ20

∫
Q−

v2t (x, t)dxdt+
1

δ20

∫
Q−

v2(x, t)dxdt, (30)

где δ0 — произвольное положительное число. Используя эти неравенства и нера-
венство (7), оценим интеграл от квадратичной формы |F21|:

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

F21(u(x,+0), u(x,−0))dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ m2

∫
Ω

[
u2(x,+0) + u2(x,−0)

]
dx ≤

≤ m2δ
2
0

∫
Q+

u2
t (x, t)dxdt+

m2

δ20

∫
Q+

u2(x, t)dxdt+m2δ
2
0

∫
Q−

u2
t (x, t)dxdt+

m2

δ20

∫
Q−

u2(x, t)dxdt.

Таким же образом оценим интеграл от |F31|, используя неравенство (8):

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

F31(u(x,+0))dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ m3

∫
Ω

u2(x,+0)dx ≤ m3δ
2
0

∫
Q+

u2
t (x, t)dxdt+

m3

δ20

∫
Q+

u2(x, t)dxdt.

Пусть выполнено условие (18) или (21), тогда постоянную δ0 можно выбрать
так, чтобы выполнялись неравенства m2

ā0
< δ20 < 1

m2
или m3

ā0
< δ20 < 1

m3
. Постоянную

δ в неравенстве (27) нужно выбрать так, чтобы δ2/2 < ā0 − m2

δ20
или δ2/2 < ā0 − m3

δ20
,

например, δ2 = ā0 − m2

δ20
или δ2 = ā0 − m3

δ20
. Тогда для случая (16) справедливо

следующее неравенство:

∫
Q+

[(
1−m2δ

2
0

)
u2
t (x, t) +

[
k0 +

ht(t)

2

] n∑
i=1

u2
xi
(x, t) +

1

2

(̄
a0 −

m2

δ20

)
u2(x, t)

]
dxdt+
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+

∫
Q−

[(
1−m2δ

2
0

)
u2
t (x, t) +

[
k0 +

ht(t)

2

] n∑
i=1

u2
xi
(x, t) +

1

2

(̄
a0 −

m2

δ20

)
u2(x, t)

]
dxdt+

+
1

2

∫
Ω

h(+0)
n∑

i=1

u2
xi
(x,+0)dx− 1

2

∫
Ω

h(−0)
n∑

i=1

u2
xi
(x,−0)dx ≤

≤ 1

2(ā0 −m2/δ20)

∫
Q+

f 2(x, t)dxdt+

∫
Q−

f 2(x, t)dxdt

 .

(31)

В случае, когда выполняется (19), справедливо неравенство

∫
Q+

[(
1−m3δ

2
0

)
u2
t (x, t) +

[
k0 +

ht(t)

2

] n∑
i=1

u2
xi
(x, t) +

1

2

(̄
a0 −

m3

δ20

)
u2(x, t)

]
dxdt+

+

∫
Q−

[
u2
t (x, t) +

[
k0 +

ht(t)

2

] n∑
i=1

u2
xi
(x, t) +

ā0
2
u2(x, t)

]
dxdt+

+
1

2

∫
Ω

h(+0)
n∑

i=1

u2
xi
(x,+0)dx− 1

2

∫
Ω

h(−0)
n∑

i=1

u2
xi
(x,−0)dx ≤

≤ 1

2(ā0 −m3/δ20)

∫
Q+

f 2(x, t)dxdt+
1

2ā0

∫
Q−

f 2(x, t)dxdt.

(32)

Из неравенств (28), (31) и (32) нетрудно получить окончательную первую апри-
орную оценку

∫
Q+

(
u2
t (x, t) +

n∑
i=1

u2
xi
(x, t) + u2(x, t)

)
dxdt+

+

∫
Q−

(
u2
t (x, t) +

n∑
i=1

u2
xi
(x, t) + u2(x, t)

)
dxdt+

+h(+0)

∫
Ω

n∑
i=1

u2
xi
(x,+0)dx+ |h(−0)|

∫
Ω

n∑
i=1

u2
xi
(x,−0)dx ≤ C∥f∥2L2(Q),

(33)

где положительное число C определяется функциями αk(x), βk(x), h(t), k = 1, 4 и
числами k0, ā0 и T .

Таким образом, из априорной оценки (33) следует, что если выполняется f(x, t) ≡
0, то функция u(x, t) будет тождественно равна нулю в Q. Это означает, что реше-
ние краевой задачи (1)–(5) единственно. Теорема доказана.
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3. Существование решения краевой задачи
Известно, что если область Ω ограничена и имеет дважды ограниченно диффе-

ренцируемую границу ∂Ω, то для любой функции v(x) ∈ W 2
2 (Ω) ∩ W̊ 1

2 (Ω) справед-
ливо неравенство∫

Ω

Lv(x) ·∆v(x)dx ≥ k1

∫
Ω

[∆v(x)]2dx−K1∥v(x)∥2W 1
2 (Ω), (34)

где k1 > 0, K1 ≥ 0 – некоторые постоянные, определяющиеся лишь областью Ω
(см. [30]).

Положим

δ(x, λ) = [1 + λTa3(x)] [1− λTb4(x)] + λ2T 2a4(x)b3(x).

Теорема 2. Пусть выполняются условия (9), (10), (16)–(18), а также

k̄ + ht(t) ≥ 0 при t ∈ [−T, 0],

k̄ + ht(t) ≥ 0 при t ∈ [0, T ], 0 < k̄ < min{k0, k1},
(35)

h(t) ≥ h1 > 0 при t > 0, h(t) ≤ −h2 < 0 при t < 0, (36)

αi(x) ∈ C1(Ω), βi(x) ∈ C1(Ω), i = 1, 4, f(x, t) ∈ L2(Q), (37)

δ(x, λ) ̸= 0 при x ∈ Ω, λ ∈ [0, 1]. (38)

Тогда краевая задача (1)–(5) разрешима в пространстве V0.

Доказательство. Воспользуемся методом продолжения по параметру.
Пусть λ есть число из отрезка [0,1]. Рассмотрим семейство краевых задач: най-

ти функцию u(x, t), являющуюся в Q решением уравнения (1), и такую, что вы-
полняются условия (2), (3), а также условия сопряжения

ut(x,+0) = λ[a3(x)u(x,+0) + a4(x)u(x,−0)],
ut(x,−0) = λ[b3(x)u(x,+0) + b4(x)u(x,−0)].

(39)

Обозначим через Λ множество тех чисел λ из отрезка [0,1], для которых кра-
евая задача (1)–(3), (39) имеет решение, принадлежащее пространству V0. Если
окажется, что множество Λ не пусто, открыто и замкнуто, то оно будет совпадать
со всем отрезком [0,1] (см. [28]).

Краевая задача (1)–(3), (39) при λ = 0 распадается на две независимые за-
дачи в областях Q+ и Q−. Разрешимость каждой из полученных задач в классах
регулярных решений установлена (см. [29]). Тем самым получаем, что при λ = 0
краевая задача (1)–(3), (39) разрешима в пространстве V0.

Для доказательства открытости и замкнутости множества Λ достаточно пока-
зать, что для всевозможных решений u(x, t) ∈ V0 краевой задачи (1)–(3), (39)
справедлива равномерная по λ априорная оценка

∥u∥V0 ≤ N∥f∥L2(Q). (40)
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Покажем, что искомая оценка действительно выполняется.
Отметим, что справедлива оценка, аналогичная (33):∫

Q+

[
u2
t (x, t)+

n∑
i=1

u2
xi
(x, t)+ u2(x, t)

]
dxdt+

∫
Q−

[
u2
t (x, t)+

n∑
i=1

u2
xi
(x, t)+ u2(x, t)

]
dxdt+

+h(+0)

∫
Ω

n∑
i=1

u2
xi
(x,+0)dx+ |h(−0)|

∫
Ω

n∑
i=1

u2
xi
(x,−0)dx ≤ N1∥f∥2L2(Q),

(41)

где положительное число N1 определяется функциями αk(x), βk(x), h(t), k = 1, 4,
и числами k0, ā0 и T .

Пусть выполнены условия (9), (10), (35)–(37). Уравнение (1) умножим на функ-
цию ∆u(x, t), проинтегрируем по цилиндрам Q+ и Q−. Cложиd полученные инте-
гралы, придем к равенству∫

Q+

{
n∑

i=1

u2
xit
(x, t) + Lu ·∆u(x, t) +

1

2
ht(t)[∆u(x, t)]2

}
dxdt+

+

∫
Q−

{
n∑

i=1

u2
xit
(x, t) + Lu ·∆u(x, t) +

1

2
ht(t)[∆u(x, t)]2

}
dxdt+

+
1

2

∫
Ω

h(+0)[∆u(x,+0)]2dx− 1

2

∫
Ω

h(−0)[∆u(x,−0)]2dx+

+

∫
Ω

n∑
i=1

[uxi
(x,+0)uxit(x,+0)− uxi

(x,−0)uxit(x,−0)]dx =

=

∫
Q+

f(x, t)∆u(x, t)dxdt+

∫
Q−

f(x, t)∆u(x, t)dxdt.

(42)

Рассмотрим третий граничный интеграл в равенстве (42):

I ≡
∫
Ω

n∑
i=1

[uxi
(x,+0)uxit(x,+0)− uxi

(x,−0)uxit(x,−0)]dx. (43)

Пусть выполнено условие (16). Используя условие сопряжения (39), получим

I = λ

∫
Ω

n∑
i=1

[
F2(uxi

(x,+0), uxi
(x,−0))+

+Φ(u(x,+0), uxi
(x,+0), u(x,−0), uxi

(x,−0))
]
dx,

где для функции F2(uxi
(x,+0), uxi

(x,−0)) справедливо представление (6) и

Φ(u(x,+0), uxi
(x,+0), u(x,−0), uxi

(x,−0)) =

= a3xi
(x)u(x,+0)uxi

(x,+0) + a4xi
(x)uxi

(x,+0)u(x,−0)−
−b3xi

(x)u(x,+0)uxi
(x,−0)− b4xi

(x)u(x,−0)uxi
(x,−0), i = 1, n.
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Используя неравенство (7), неравенство Юнга, элементарное неравенство

∫
Ω

u2(x, 0)dx ≤ C0

∫
Ω

n∑
i=1

u2
xi
(x, 0)dx, (44)

где положительная постоянная C0 определяется лишь областью Ω, а также оценку
(41), получим

∣∣∣∣ ∫
Ω

n∑
i=1

[
F21(uxi

(x,+0), uxi
(x,−0))dx+

+Φ(u(x,+0), uxi
(x,+0), u(x,−0), uxi

(x,−0))
]
dx

∣∣∣∣ ≤ C1∥f∥2L2(Q),

(45)

где число C1 определяется функциями αi(x), βi(x), h(t), i = 1, 4, и числами k0, ā0,
C0 и T .

Тогда из равенства (42), используя (34) и неравенства Юнга, а также оценку
(45), получим неравенство

∫
Q+

(
n∑

i=1

u2
xit
(x, t) +

(
1

2
ht(t) + k̄

)
[∆u(x, t)]2

)
dxdt+

+

∫
Q−

[
n∑

i=1

u2
xit
(x, t) +

(
1

2
ht(t) + k̄

)
[∆u(x, t)]2

]
dxdt+

1

2

∫
Ω

h(+0)[∆u(x,+0)]2dx−

−1

2

∫
Ω

h(−0)[∆u(x,−0)]2dx ≤ C1∥f∥2L2(Q) +K1∥u∥2L2(Q).

(46)

Таким образом, в случае (16) справедлива вторая априорная оценка

∫
Q+

[
(∆u)2 +

n∑
i=1

u2
xit

]
dxdt+

∫
Q−

[
(∆u)2 +

n∑
i=1

u2
xit

]
dxdt+

+

∫
Ω

[∆u(x,+0)]2dx+

∫
Ω

[∆u(x,−0)]2dx ≤ N2∥f∥2L2(Q)

(47)

с постоянной N2, определяющейся функциями αk(x), βk(x), h(t), k = 1, 4, и числа-
ми k̄, ā0, C0 и T .

Чтобы получить третью априорную оценку, уравнение (1) умножим на функ-
цию −∆ut(x, t), проинтегрируем по цилиндру Q+, затем умножим на ∆ut(x, t),
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проинтегрируем по Q− и сложим полученные интегралы. Придем к равенству∫
Q+

h(t)[∆ut(x, t)]
2dxdt−

∫
Q−

h(t)[∆ut(x, t)]
2dxdt+

1

2

∫
Ω

n∑
i=1

[u2
xit
(x,T )+u2

xit
(x,−T )]dx=

=

∫
Q+

Lu ·∆ut(x, t)dxdt−
∫
Q−

Lu ·∆ut(x, t)dxdt+
1

2

∫
Ω

n∑
i=1

[u2
xit
(x,+0)+u2

xit
(x,−0)]dx−

−
∫
Q+

f(x, t)∆ut(x, t)dxdt+

∫
Q−

f(x, t)∆ut(x, t)dxdt.

(48)

Условия (37), (39), неравенство Юнга и оценка (41) означают, что справедливо
неравенство ∫

Ω

n∑
i=1

[u2
xit
(x,+0) + u2

xit
(x,−0)]dx ≤ C2∥f∥2L2(Q).

с постоянной C2 > 0, определяющейся функциями αk(x), βk(x), h(t), k = 1, 4 и
числами k̄, ā0, C0 и T .

Первые два слагаемых в правой части равенства (48) оцениваем, используя
неравенство Юнга и второе основное неравенство для эллиптических операторов,
остальные слагаемые оцениваем с помощью неравенства Юнга. Произвольные по-
стоянные δ в неравенствах Юнга выбираем равными между собой и так, чтобы
выполнялось неравенство 0 < δ2 < min(h1, h2). Тогда получим третью априорную
оценку ∫

Q+

(∆ut)
2dxdt+

∫
Q−

(∆ut)
2dxdt ≤ N3∥f∥2L2(Q), (49)

с постоянной N3, определяющейся функциями αk(x), βk(x), h(t), k = 1, 4, и числа-
ми k̄, ā0, C0 и T .

На следующем шаге умножим уравнение (1) на функцию utt(x, t), проинтегри-
руем по цилиндрам Q+, Q− и сложим. Получим равенство∫

Q+

u2
tt(x, t)dxdt+

∫
Q−

u2
tt(x, t)dxdt+

1

2

∫
Ω

n∑
i=1

h(T )u2
xit
(x, T )dx−

−1

2

∫
Ω

h(−T )u2
xit
(x,−T )dx = −

∫
Q+

Lu · utt(x, t)dxdt−
∫
Q−

Lu · utt(x, t)dxdt+

+
1

2

∫
Q+

n∑
i=1

ht(t)u
2
xit
(x, t)dxdt+

1

2

∫
Q−

ht(t)u
2
xit
(x, t)dx+

+
1

2

∫
Ω

n∑
i=1

[h(+0)u2
xit
(x,+0)− h(−0)u2

xit
(x,−0)]dx+

+

∫
Q+

f(x, t)utt(x, t)dxdt+

∫
Q−

f(x, t)utt(x, t)dxdt.

(50)
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Чтобы оценить правую часть данного равенства, для третьего и четвертого слага-
емых применяем вторую априорную оценку (47), с остальными слагаемыми посту-
паем так же, как при получении третьей оценки. Справедлива четвертая априорная
оценка ∫

Q+

u2
ttdxdt+

∫
Q−

u2
ttdxdt ≤ N4∥f∥2L2(Q) (51)

с постоянной N4, определяющейся функциями αk(x), βk(x), h(t), k = 1, 4 и числами
k̄, ā0, C0 и T .

Из оценок (41), (47), (49) и (51) следует, что для решений краевой задачи (1)–
(3), (39) справедлива равномерная по λ априорная оценка (40). Покажем, что из
данной оценки вытекает открытость и замкнутость множества Λ.

Определим составную функцию ω(x, t):

ω(x, t) =

{
u(x, t) + λ(T − t)

[
a3(x)u(x,+0) + a4(x)u(x,−0)

]
, (x, t) ∈ Q+,

u(x, t)− λ(T + t)
[
b3(x)u(x,+0) + b4(x)u(x,−0)

]
, (x, t) ∈ Q−.

(52)

В силу условия (38) функция u(x, t) однозначно вычисляется через функцию ω(x, t):

u(x, t) =


ω(x, t)− λ

δ
(T − t)

[
a3(x)− λT{a3(x)b4(x)− a4(x)b3(x)}

]
ω(x,+0)+

λ
δ
(T − t)a4(x)ω(x,−0), (x, t) ∈ Q+,

ω(x, t)+ λ
δ
(T + t)

[
b4(x) + λT{a3(x)b4(x)− a4(x)b3(x)}

]
ω(x,−0)+

λ
δ
(T + t)b3(x)ω(x,+0), (x, t) ∈ Q−;

(53)

кроме того, выполняются равенства

ω(x, t)|S = 0, ω(x, T ) = ω(x,−T ) = 0,

ωt(x,+0) = ωt(x,−0) = 0, x ∈ Ω.
(54)

Уравнение (1) преобразуется в следующее уравнение для функции ω(x, t):

ωtt − h(t)∆ωt + Lω = F (x, t), (55)

где

F (x, t) =

=



f(x, t) + λ
δ
h(t)∆

[
{a3(x)− λT [a3(x)b4(x)− a4(x)b3(x)]}ω(x,+0)+

+a4(x)ω(x,−0)
]
− λ

δ
(T − t)L

[
{a3(x)− λT [a3(x)b4(x)− a4(x)b3(x)]}ω(x,+0)+

+a4(x)ω(x,−0)
]
, (x, t) ∈ Q+,

f(x, t) + λ
δ
h(t)∆

[
{b4(x) + λT [a3(x)b4(x)− a4(x)b3(x)]}ω(x,−0)+

+b3(x)ω(x,+0)
]
− λ

δ
(T + t)L

[
{b4(x) + λT [a3(x)b4(x)− a4(x)b3(x)]}ω(x,−0)+

+b3(x)ω(x,+0)
]
, (x, t) ∈ Q−;

Краевая задача для уравнения (55) с условиями (54) эквивалентна краевой
задаче (1), (2), (3) и (39). Для решения ω(x, t) этой задачи сохранится оценка (40).
Из этой оценки и непрерывности по параметру λ семейства задач (55), (54) следуют
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открытость и замкнутость множества Λ на семействе задач (55), (54) (см. [28]), а из
этого вытекают открытость и замкнутость множества Λ для краевой задачи (1)–
(3), (25). Следовательно, краевая задача (1)–(3), (25) разрешима в пространстве
V0. Теорема доказана.

Обозначим

Fi(x, ξ, η, ξ0, η0) = a1(x)ξ
2 + [a2(x)− b1(x)]ξη − b2(x)η

2 − 1

2
a1xixi

(x)ξ20+

+
1

2
b2xixi

(x)η20 + a2xi
(x)η0ξ − b1xi

(x)ξ0η, i = 1, n,

Φi(x, ξ, η, ξ0, η0) = a5(x)ξ
2 + [a6(x)− b5(x)]ξη − b6(x)η

2 − 1

2
a5xixi

(x)ξ20+

+
1

2
b6xixi

(x)η20 + a6xi
(x)η0ξ − b5xi

(x)ξ0η, i = 1, n.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (9), (10), (35), (36), (14), (15) и
пусть дополнительно выполняются условия

a1(x)b2(x)− a2(x)b1(x) ≤ 0, x ∈ Ω, (56)

αi(x) ∈ C2(Ω), βi(x) ∈ C2(Ω), i = 1, 4, f(x, t) ∈ L2(Q), (57)

Fi(x, ξ, η, ξ0, η0) ≥ 0 при x ∈ Ω, λ ∈ [0, 1], i = 1, n. (58)

Тогда краевая задача (1)–(5) разрешима в пространстве V1.

Доказательство. Воспользуемся методом регуляризации.
Пусть ε есть положительное число. Рассмотрим краевую задачу: найти реше-

ние уравнения (1) такое, что для него выполняются условия (2), (3) и условия
сопряжения

u(x,+0) = [a1(x) + ε]ut(x,+0) + a2(x)ut(x,−0),

u(x,−0) = b1(x)ut(x,+0) + [b2(x)− ε]ut(x,−0).
(59)

Условия сопряжения (59) сводятся к рассмотренным условиям сопряжения (25)
в силу условий (56) и (58). Кроме того, в силу этих же условий выполняется усло-
вие (38). Тогда, согласно теореме 2, решение регуляризованной задачи uε(x, t) су-
ществует и принадлежит пространству V0.

Покажем, что для всевозможных решений uε(x, t) ∈ V1 краевой задачи (1), (2),
(3), (59) имеют место равномерные по ε априорные оценки. Для удобства вывода
оценок индекс “ε” у решений опустим.

Отметим, что справедлива оценка (41) с некоторой постоянной M1. Покажем,
что справедлива вторая априорная оценка (47). В граничный интеграл (43) под-
ставим условия сопряжения (59):

I =

∫
Ω

n∑
i=1

{
[a1(x) + ε]u2

xit
(x,+0) + [a2(x)− b1(x)]uxit(x,+0)uxit(x,−0)−

− [b2(x)− ε]u2
xit
(x,−0)− a1xixi

(x)u2
t (x,+0) + b2xixi

(x)u2
t (x,−0)+

+a2xi
(x)ut(x,−0)uxit(x,+0)− b1xi

(x)ut(x,+0)uxit(x,−0)
}
dx =



Задача Дирихле для одного класса уравнений составного типа ... 61

=

∫
Ω

n∑
i=1

{
Fi(x, uxit(x,+0), uxit(x,−0), ut(x,+0), ut(x,−0))+εu2

xit
(x,+0)+εu2

xit
(x,−0)

}
dx.

Из условия (58) получаем, что этот интеграл будет неотрицательным. Тогда из ра-
венства (42), используя (34) и неравенство Юнга, получим, что выполняется нера-
венство аналогичное (46). Следовательно, когда выполняется условие (14), также
имеет место вторая априорная оценка (47) с постоянной M2.

Для того, чтобы получить третью априорную оценку, уравнение (1) умножим
на функцию −t∆ut(x, t), проинтегрируем по цилиндрам Q+ и Q− и сложим полу-
ченные интегралы. Несложные выкладки дадут оценку∫

Q+

t(∆ut)
2dxdt+

∫
Q−

|t|(∆ut)
2dxdt ≤ M3. (60)

Следующая априорная оценка очевидна:∫
Q+

tu2
ttdxdt+

∫
Q−

|t|u2
ttdxdt ≤ M4∥f∥2L2(Q). (61)

Далее получим оценку на следы решения∫
Ω

u2
t (x,+0)dx+

∫
Ω

u2
t (x,−0)dx ≤ M5∥f∥2L2(Q). (62)

Все постоянные Mi, i = 1, 5, определяются функциями αi(x), βi(x), h(t), i = 1, 4, и
числами k0, ā0, C0 и T .

Уравнение (1) проинтегрируем по отрезку [t, T ] при t > 0, затем умножим на
функцию ut(x, t) и проинтегрируем по области Ω. Получим равенство∫

Ω

u2
t (x, t)dx =

∫
Ω

ut(x, T )ut(x, t)dx+

+

∫
Ω

h(t)∆u(x, t)ut(x, t)dx−
∫
Ω

 T∫
t

hτ (τ)∆u(x, τ)dτ

ut(x, t)dx+

+

∫
Ω

 T∫
t

Lu(x, τ)dτ

 ut(x, t)dx+

∫
Ω

 T∫
t

f(x, τ)dτ

ut(x, t)dx.

(63)

Используя неравенство Юнга и переходя к пределу при t → +0, придем к нера-
венству∫

Ω

u2
t (x,+0)dx ≤ C3

(∫
Ω

u2
t (x, T )dx+

∫
Ω

∆u2(x,+0)dx+

∫
Q+

(∆u)2dxdt+

+

∫
Q+

(Lu)2dxdt+

∫
Q+

f 2(x, t)dxdt

)
.

(64)
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Таким же образом интегрируя уравнение (1) по отрезку [−T, t] при t < 0 и переходя
к пределу при t → −0, получим∫

Ω

u2
t (x,−0)dx ≤ C4

(∫
Ω

u2
t (x,−T )dx+

∫
Ω

∆u2(x,−0)dx+

∫
Q−

(∆u)2dxdt+

+

∫
Q−

(Lu)2dxdt+

∫
Q−

f 2(x, t)dxdt

)
.

(65)

В силу оценок (41), (47), (61) и второго основного неравенства для эллиптиче-
ских операторов из неравенств (64) и (65) следует оценка (62). Из оценок (41), (47),
(60), (61) и (62) следует, что для решений краевой задачи (1)–(3), (59) справедлива
равномерная по ε априорная оценка

∥u∥V1 ≤ M∥f∥L2(Q), (66)

где положительное число M определяется функциями αk(x), βk(x), h(t), k = 1, 4,
и числами k0, ā0 и T .

Из оценки (66) и свойства рефлексивности пространства L2 следует, что суще-
ствуют последовательность {εm} положительных чисел и функция u(x, t) такие,
что при m → ∞ выполняется εm → 0, uεm(x, t) → u(x, t),

√
tuεmtt(x, t) →

√
tutt(x, t),√

t∆uεmt(x, t) →
√
t∆ut(x, t), uεm(x,+0) → u(x,+0), uεm(x,−0) → u(x,−0),

uεmt(x,+0) → ut(x,+0), uεmt(x,−0) → ut(x,−0) слабо в пространстве L2(Q). Оче-
видно, что предельная функция u(x, t) будет принадлежать пространству V1, для
нее в областях Q+ и в Q− будет выполнено уравнение (1), а также краевые усло-
вия (1)–(3) и условия сопряжения (4), (5). Другими словами, функция u(x, t) дает
решение краевой задачи (1)–(5) из требуемого класса, когда выполняется условие
(14).

Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (9), (10), (35), (36), (19)–(21), (57)
и пусть дополнительно выполняются условия

a5(x)b6(x)− a6(x)b5(x) ≤ 0, x ∈ Ω, (67)

Φi(x, ξ, η, ξ0, η0) ≥ 0 при x ∈ Ω, λ ∈ [0, 1], i = 1, n. (68)

Тогда существует решение краевой задачи (1)–(5) из пространства V1.

Доказательство. Вновь воспользуемся методом регуляризации.
Пусть ε — положительное число. Рассмотрим краевую задачу: найти реше-

ние уравнения (1) такое, что для него выполняются условия (2), (3) и условия
сопряжения

ut(x,+0) = a5(x)u(x,+0) + a6(x)ut(x,−0),

u(x,−0) = b5(x)u(x,+0) + [b6(x)− ε]ut(x,−0).
(69)

Условия сопряжения (69) сводятся к рассмотренным условиям сопряжения (25) в
силу условий (67) и (68). Кроме того, в силу этих же условий выполняется условие
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(38). Тогда, согласно теореме 2, решение регуляризованной задачи uε(x, t) суще-
ствует из пространства V0.

Так же, как при доказательстве теоремы 3, можно показать, что для всевоз-
можных решений uε(x, t) ∈ V1 регуляризованной краевой задачи (1)–(3), (69) вы-
полняется равномерная по ε априорная оценка, аналогичная (66), с постоянной
K, которая будет определяться функциями αi(x), βi(x), h(t), i = 1, 4, и числами
k0, ā0, C0 и T .

Отметим лишь, что граничный интеграл (43) в этом случае имеет вид∫
Ω

n∑
i=1

{
Φi(x, uxi

(x,+0), uxit(x,−0), u(x,+0), ut(x,−0)) + εu2
xit
(x,−0)

}
dx,

и в силу условия (68) этот интеграл будет неотрицательным для всех x ∈ Ω. Даль-
нейшие рассуждения аналогичны доказательству теоремы 3.

Заметим, что классическому условию непрерывности решения и градиента ре-
шения при переходе через линию разрыва (в данном случае – линию t = 0) соот-
ветствует условие (19) и условия a5(x) ≡ b6(x) ≡ 0, a6(x) ≡ b5(x) ≡ 1.
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ABSTRACT

This paper investigates the solvability of the Dirichlet problem in classes
of regular or almost regular solutions of composite type equations with a
discontinuous alternating in sign coefficient. The existence and unique-
ness theorems are proved by regularization and continuation methods.
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