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Оптимальное управление в нестационарной
задаче сложного теплообмена

Рассматривается задача оптимального управления свойствами границы
для нестационарной задачи сложного теплообмена. Используется диф-
фузионное приближение для уравнения переноса излучения. Доказана
разрешимость задачи управления, получены необходимые условия оп-
тимальности первого порядка.
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Введение

Задачи оптимального управления для моделей сложного теплообмена в рассе-
ивающих средах с отражающими границами представляют интерес в связи с ин-
женерными приложениями. Большое число работ посвящено исследованию задач
управления для нестационарных моделей сложного теплообмена [1]–[7], в которых
для описания температурного поля используется нестационарное уравнение теп-
лопроводности, а для моделирования излучения — стационарное диффузионное
приближение уравнения переноса излучения. Задача управления для полностью
стационарной модели сложного теплообмена рассмотрена в [8].

Данная работа посвящена исследованию задачи управления для нестационар-
ной диффузионной модели сложного теплообмена. При использовании P1 при-
ближения для уравнения переноса излучения модель представляет собой систему
нелинейных параболических уравнений. Работы [9, 10] посвящены исследованию
корректности рассматриваемой задачи сложного теплообмена и вопросам устой-
чивости стационарных решений; корректность стационарных моделей доказана в
[11]–[14]. В настоящей работе доказана разрешимость задачи управления, получе-
на система оптимальности и показано, что оптимальное управление удовлетворяет
принципу максимума.
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ститут прикладной математики ДВО РАН, 690041, Владивосток, ул. Радио, 7. Электронная
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1. Постановка задачи управления
Эволюционная нормализованная диффузионная модель, описывающая радиа-

ционный, кондуктивный и конвективный теплообмен в ограниченной области Ω ⊂
R3, имеет следующий вид [9, 10, 15, 16]:

∂θ/∂t− a∆θ + v · ∇θ + bκa(|θ|θ3 − φ) = 0, (1)

ν∂φ/∂t− α∆φ+ κa(φ− |θ|θ3) = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ). (2)
Здесь θ — нормализованная температура, φ — нормализованная интенсивность
излучения, усредненная по всем направлениям, v — заданное поле скоростей и
κa — коэффициент поглощения. Постоянные a, b и α определяются следующим
образом:

a =
k

ρcv
, b =

4σn2T 3
max

ρcv
, α =

1

3κ− Aκs

,

где k — теплопроводность, cv — удельная теплоемкость, ρ — плотность, σ — посто-
янная Стефана –Больцмана, n — показатель преломления, Tmax — максимальная
температура в ненормализованной модели, ν = 1/c, где c — скорость света в среде,
κ := κs + κa — коэффициент полного взаимодействия, κs — коэффициент рассея-
ния. Коэффициент A ∈ [−1, 1] описывает анизотропию рассеяния, случай A = 0
соответствует изотропному рассеянию.

Будем предполагать, что функции θ, φ, описывающие процесс сложного тепло-
обмена, удовлетворяют следующим условиям на границе Γ = ∂Ω:

a∂nθ + β(θ − θb) = 0, α∂nφ+ u(φ− θ4b ) = 0, (3)

а также начальным условиям:

θ
∣∣
t=0

= θ0, φ
∣∣
t=0

= φ0. (4)

Здесь через ∂n обозначаем производную в направлении внешней нормали n. Неот-
рицательная функция θb, функция β = β(x), x ∈ Γ, и начальные функции θ0, φ0

являются заданными. Следует отметить, что условия третьего рода для темпера-
туры обычно ставятся на твердой стенке, где v ·n = 0. В данном случае постановка
условий третьего рода на всей границе и, в частности, на участке втекания модели-
рует процесс теплообмена при малых значениях нормальной компоненты скорости.
Функция u = u(x, t), x ∈ Γ, t ∈ (0, T ), описывающая отражающие свойства грани-
цы, рассматривается в качестве управления, которое может зависеть от времени t.

Задача оптимального управления заключается в определении функции u ∈
L2(Σ) и пары y = {θ, φ}, удовлетворяющих (1)–(4), таких, что выполняется условие

u1(x, t) ≤ u(x, t) ≤ u2(x, t), (x, t) ∈ Σ = Γ× (0, T )

и функционал T∫
0

∫
Ω

(θ − θd)
2 dx dt

достигает минимального значения. Здесь θd, u1, u2 — заданные функции. Смысл
данной формулировки состоит в создании заданной структуры температурного
поля за счет динамического изменения отражающих свойств границы.
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2. Формализация задачи

В дальнейшем считаем, что Ω — липшицева ограниченная область, Q = Ω ×
(0, T ), Σ = Γ × (0, T ). Через Lp, 1 ≤ p ≤ ∞ обозначаем пространство Лебега, а
через Hs – пространство Соболева W s

2 . Пространство Ls(0, T ;X) (соответственно
C([0, T ];X)) состоит из функций класса Ls, s ≥ 1, определенных на (0, T ) (соответ-
ственно непрерывных на [0, T ]), со значениями в банаховом пространстве X. Будем
предполагать, что исходные данные удовлетворяют условиям

(i) v ∈ L∞(0, T ;H1(Ω)), div v = 0;

(ii) β ∈ L∞(Γ), u1, u2, θb ∈ L∞(Σ), 0 < β0 ≤ β, 0 < u0 ≤ u1 ≤ u2, β0, u0 =
Const, θb ≥ 0;

(iii) 0 ≤ θ0, φ0 ∈ L∞(Ω);

(iv) β + (v · n) ≥ 0, если (v · n) < 0.

Пусть H = L2(Ω), V = H1(Ω). Через V ′ обозначаем пространство, сопряженное
с пространством V . Пространство H отождествляем с пространством H ′, так что
V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′. Обозначим через ∥ · ∥, ∥ · ∥V и ∥ · ∥∗ нормы в H, V и V ′

соответственно, а через (f, v) — значение функционала f ∈ V ′ на элементе v ∈ V ,
совпадающее со скалярным произведением в H, если f ∈ H; ((·, ·)) — скалярное
произведение в пространстве V ,

(f, g) =

∫
Ω

f(x)g(x) dx, ((f, g)) = (f, g) + (∇f,∇g).

Определим пространство

W = {y ∈ L2(0, T ;V ) : y′ ∈ L2(0, T, V ′)}.

Здесь и далее y′ = dy/dt. Также будем использовать пространства вида X × X
с нормой ∥y∥X×X = ∥y1∥X + ∥y2∥X для y = {y1, y2}; H = H × H, V = V × V ,
V′ = V ′ × V ′, W = W ×W .

Обозначим через U = L2(Σ) пространство управлений, Uad = {u ∈ U : u1 ≤ u ≤
u2} — множество допустимых управлений.

Определим операторы D : V′ → V′, A1,3,4 : V → V′, A2(t) : V → V′, F (t) : V ×
L2(Γ) → V′, B(t) : L2(Γ) → V′ и функционал f ∈ L2(0, T ;V′) при помощи следую-
щих равенств, справедливых для любых y = {θ, φ}, z = {v, w} ∈ V и y′ = {θ′, φ′} ∈
V′:

(Dy′, z) = (θ′, v) + ν(φ′, w), A = A1 + A2 + A3 + A4,

(A1y, z) = a(∇θ,∇v) +

∫
Γ

βθv dΓ + α(∇φ,∇w) + κa(φ,w),

(A2(t)y, z) = (v∇θ, v), (A3y, z) = −bκa(φ, v), (A4y, z) = κa(|θ|θ3, bv − w),

(F (t)(y, u), z) =

∫
Γ

uφw dΓ, (B(t)u, z) =

∫
Γ

uθ4bw dΓ, (f, z) =

∫
Γ

βθbv dΓ.
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Определение. Пара y = {θ, φ} ∈ W такая, что A4y ∈ L2(0, T ;V′) называется
решением (слабым) задачи (1)–(4), если

Dy′ + Ay + F (y, u) = Bu+ f п.в. на (0, T ), y
∣∣
t=0

= y0 = {θ0, φ0}. (5)

Замечание 1. Билинейная форма (A1y, z) определяет в пространстве V ска-
лярное произведение, а соответствующая ему норма эквивалентна норме в V. Кро-
ме того, в силу вложения V ⊂ L6(Ω) выражение (|v|v3, w) имеет смысл для любых
функций v, w ∈ V , и поэтому |v|v3 ∈ V ′.

Теорема 1. [9, 10] Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда на любом ко-
нечном промежутке времени (0, T ), 0 < T < ∞, задача (1)–(4) однозначно разре-
шима, при этом слабое решение принадлежит L∞(Q) и удовлетворяет неравен-
ствам 0 ≤ θ ≤ M , 0 ≤ φ ≤ M4, где M = max

{
∥θb∥L∞(Σ), ∥θ0∥L∞(Ω), ∥φ0∥1/4L∞(Ω)

}
.

Кроме того, справедлива оценка решения задачи (1)–(4) в пространстве W вида

∥y∥W ≤ C, (6)

где C зависит от Ω, T , M , ∥β∥L∞(Γ), ∥u∥L∞(Σ), ∥v∥L∞(0,T ;H1(Ω)), a, α, b, κa, ν.

Для заданной функции θd ∈ L2(0, T ;H) определим функционал качества

J(y) =

∫ T

0

∥θ − θd∥2 dt, y = {θ, φ} ∈ L2(0, T ;H).

Рассмотрим множество U допустимых пар {y, u}, для которых u ∈ Uad и y ∈ W есть
решение задачи (5). Задача оптимального управления заключается в минимизации
функционала J на множестве допустимых пар:

J(y) → inf, {y, u} ∈ U . (7)

Решение {y, u} будем называть оптимальной парой, а его компоненты y, u — опти-
мальным состоянием и оптимальным управлением соответственно.

3. Существование оптимальных управлений

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда существует решение
задачи (7).

Доказательство. Обозначим через j = inf J(y) на множестве допустимых пар.
Существует последовательность {yk, uk} ∈ U такая, что J(yk) → j.

Последовательность uk ограничена в U . Из оценки (6) вытекает, что последо-
вательность yk ограничена в W. Так как U и W — гильбертовы пространства, то
можно выделить подпоследовательности: uk → u слабо в U , yk → y слабо в W. В
силу компактности вложения W ⊂ L2(0, T ;H), yk → y сильно в L2(0, T ;H).
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Докажем, что {y, u} ∈ U . Так как множество Uad выпукло и замкнуто, то оно
является слабо замкнутым, следовательно, u ∈ Uad. Остается доказать, что y —
решение задачи Коши (5). Так как y′k → y′ слабо в L2(0, T ;V′), то Dy′k → Dy′

слабо в L2(0, T ;V′). Поскольку A1, A3 — линейные непрерывные операторы, то
A1yk → A1y, A3yk → A3y слабо в L2(0, T ;V′). Для любого t оператор B(t) линейный
и непрерывный, причем ∥B(t)u∥∗ ≤ C∥u∥L2(Γ), где C = Const > 0 не зависит от
t, следовательно, оператор B : U → L2(0, T ;V′) непрерывен. Поэтому Buk → Bu
слабо в L2(0, T ;V′). Аналогично A2yk → A2y слабо в L2(0, T ;V′).

Чтобы доказать, что A4yk → A4y слабо в L2(0, T ;V′), докажем, что
T∫
0

(θ4k, v) dt →
T∫
0

(θ4, v) dt для любого v ∈ L2(0, T ;V ), где yk = {θk, φk}, y = {θ, φ}. Так как 0 ≤

θk ≤ M , то 0 ≤ θ ≤ M ,∣∣∣∣∣∣
T∫

0

(θ4k − θ4, v) dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 4M3

T∫
0

∥θk − θ∥∥v∥ dt ≤ 4M3∥θk − θ∥L2(0,T ;H)∥v∥L2(0,T ;H) → 0,

так как θk → θ сильно в L2(0, T ;H).

Докажем, что F (yk, uk) → F (y, u) слабо в L2(0, T ;V′), т.е.
T∫
0

∫
Γ

ukφkv dΓ dt →
T∫
0

∫
Γ

uφv dΓ dt для любого v ∈ L2(0, T ;V ). Достаточно доказать, что φk → φ сильно

в L2(Σ). Воспользуемся известным неравенством

∥φk − φ∥2L2(Γ) ≤ ε∥φk − φ∥2V + Cε∥φk − φ∥2H , (8)

которое справедливо для любого ε > 0 с некоторой константой Cε > 0. Так как
φk → φ слабо в L2(0, T ;V ) и сильно в L2(0, T ;H), то из неравенства (8) вытекает,
что φk → φ сильно в L2(Σ).

Полученные результаты о сходимости позволяют утверждать, что пара {y, u}
удовлетворяет дифференциальному уравнению (5). В силу непрерывности опера-
тора следа y ∈ W → y|t=0 ∈ H имеем y|t=0 = y0. Поэтому {y, u} — допустимая
пара.

Так как функционал J слабо полунепрерывен снизу, то J(y) = j, т.е. {y, u} —
оптимальная пара.

4. Система оптимальности и принцип максимума
Получим необходимые условия экстремума первого порядка, следствием кото-

рых является принцип максимума для оптимального управления. Отметим, что
вывод системы оптимальности задачи (7) с применением классического принципа
Лагранжа затруднителен, так как оператор ограничений, действующий на функ-
ции из пространства W , не определен в окрестности оптимальной пары за счет
нелинейности θ4. В данной работе получение условий оптимальности фактически
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основано на прямых оценках производных отображения «управление → состоя-
ние».

Пусть {ŷ, û} — оптимальная пара. Выберем произвольный элемент u ∈ Uad. Для
любого ε ∈ (0, 1] положим

uε = û+ ε(u− û), gε =
1

ε
(yε − ŷ),

где yε — решение задачи (5), соответствующее управлению uε. Так как Uad выпукло,
то uε ∈ Uad.

Пары {yε, uε} и {ŷ, û} удовлетворяют уравнениям

Dy′ε + Ayε + F (yε, uε) = Buε + f, yε
∣∣
t=0

= y0, (9)

Dŷ′ + Aŷ + F (ŷ, û) = Bû+ f, ŷ
∣∣
t=0

= y0. (10)

Вычтем из уравнения (9) уравнение (10) и разделим на ε. Получим

Dg′ε + A1gε + A2gε + A3gε +
1

ε
(A4yε − A4ŷ)+

+ F (gε, û) + εF (gε, u− û) + F (ŷ, u− û) = B(u− û), gε
∣∣
t=0

= 0. (11)

(A4yε − A4ŷ, z) = κa(θ
4
ε − θ̂4, bv − w) = κa((θ̂ + εgε1)

4 − θ̂4, bv − w) =

= εκa(4θ̂
3gε1 + 6εθ̂2g2ε1 + 4ε2θ̂g3ε1 + ε3g4ε1, bv − w),

где gε = {gε1, gε2}, yε = {θε, φε}.

Лемма 1. Для любого ε ∈ (0, 1] справедлива оценка

∥gε∥L∞(0,T ;H) + ∥gε∥L2(0,T ;V) + ∥g′ε∥L2(0,T ;V′) ≤ C,

где постоянная C не зависит от ε.

Доказательство. Перепишем уравнение (11) в виде двух вариационных равенств:

(g′ε1, v) + a(∇gε1,∇v) +

∫
Γ

βgε1v dΓ + (v∇gε1, v)− bκa(gε2, v)+

+ bκa

(
4(θ̂3gε1, v) + 6ε(θ̂2g2ε1, v) + 4ε2(θ̂g3ε1, v) + ε3(g4ε1, v)

)
= 0, (12)

ν(g′ε2, v) + α(∇gε2,∇v) +

∫
Γ

ûgε2v dΓ + ε

∫
Γ

(u− û)gε2v dΓ +

∫
Γ

(u− û)φ̂v dΓ + κa(gε2, v)−

− κa

(
4(θ̂3gε1, v) + 6ε(θ̂2g2ε1, v) + 4ε2(θ̂g3ε1, v) + ε3(g4ε1, v)

)
=

∫
Γ

(u− û)θ4bv dΓ, (13)

которые справедливы п.в. на (0, T ) для любого v ∈ V .
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Положим в (12) v = gε1, а в (13) v = gε2. Получим

1

2

d

dt
∥gε1∥2 + a∥∇gε1∥2 +

∫
Γ

βg2ε1 dΓ + (v∇gε1, gε1)− bκa(gε2, gε1)+

+bκa

(
4(θ̂3gε1, gε1) + 6ε(θ̂2g2ε1, gε1) + 4ε2(θ̂g3ε1, gε1) + ε3(g4ε1, gε1)

)
= 0,

ν

2

d

dt
∥gε2∥2 + α∥∇gε2∥2 +

∫
Γ

ûg2ε2 dΓ + ε

∫
Γ

(u− û)g2ε2 dΓ +

∫
Γ

(u− û)φ̂gε2 dΓ + κa∥gε2∥2−

−κa

(
4(θ̂3gε1, gε2) + 6ε(θ̂2g2ε1, gε2) + 4ε2(θ̂g3ε1, gε2) + ε3(g4ε1, gε2)

)
=

∫
Γ

(u− û)θ4bgε2 dΓ.

Введем положительные постоянные

k1 = inf
v∈V,∥v∥V =1

a∥∇v∥2 + 1

2

∫
Γ

βv2 dΓ

 , k2 = inf
v∈V,∥v∥V =1

α∥∇v∥2 +
∫
Γ

u0v
2 dΓ

 .

Справедливы оценки:

a∥∇gε1∥2+
∫
Γ

βg2ε1 dΓ+ (v∇gε1, gε1)= a∥∇gε1∥2+
∫
Γ

βg2ε1 dΓ+
1

2

∫
Γ

(v·n)g2ε1 dΓ ≥ k1∥gε1∥2V ,

α∥∇gε2∥2 +
∫
Γ

ûg2ε2 dΓ ≥ k2∥gε2∥2V , |(gε2, gε1)| ≤
1

2
(∥gε1∥2 + ∥gε2∥2),

|(θ̂3gε1, gε1)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

θ̂3g2ε1 dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ M3∥gε1∥2.

Так как εgε = yε − ŷ, то |εgε1| ≤ M , |εgε2| ≤ M4, поэтому

|ε(θ̂2g2ε1, gε1)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

θ̂2εgε1g
2
ε1 dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ M3∥gε1∥2,

аналогично

|ε2(θ̂g3ε1, gε1)| ≤ M3∥gε1∥2, |ε3(g4ε1, gε1)| ≤ M3∥gε1∥2,

|(θ̂3gε1, gε2)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

θ̂3gε1gε2 dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ M3∥gε1∥∥gε2∥ ≤ M3

2
(∥gε1∥2 + ∥gε2∥2),

|ε(θ̂2g2ε1, gε2)| =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

θ̂2εgε1gε1gε2

∣∣∣∣∣∣ ≤ M3∥gε1∥∥gε2∥ ≤ M3

2
(∥gε1∥2 + ∥gε2∥2),

|ε2(θ̂g3ε1, gε2)| ≤
M3

2
(∥gε1∥2 + ∥gε2∥2), |ε3(g4ε1, gε2)| ≤

M3

2
(∥gε1∥2 + ∥gε2∥2).



Оптимальное управление в нестационарной задаче 167

Оценим граничные интегралы:∣∣∣∣∣∣ε
∫
Γ

(u− û)g2ε2 dΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C1

∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

εgε2gε2 dΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C1M
4

∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

gε2 dΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C2∥gε2∥V ≤ δ∥gε2∥2V + Cδ,∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

(u− û)φ̂gε2 dΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ∥gε2∥2V + Cδ,

∣∣∣∣∣∣
∫
Γ

(u− û)θ4bgε2 dΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ δ∥gε2∥2V + Cδ.

Данные неравенства справедливы для любого δ > 0 с некоторой константой Cδ > 0.
Здесь и далее Ci — положительные постоянные, не зависящие от ε.

Выбрав достаточно малое δ > 0, получим

d

dt
∥gε1∥2 + C3∥gε1∥2V ≤ C4∥gε1∥2 + C5∥gε2∥2,

d

dt
∥gε2∥2 + C6∥gε2∥2V ≤ C7∥gε1∥2 + C8∥gε2∥2 + C9.

Складывая эти неравенства, получаем

d

dt
(∥gε1∥2 + ∥gε2∥2) + C10(∥gε1∥2V + ∥gε2∥2V ) ≤ C11(∥gε1∥2 + ∥gε2∥2) + C12. (14)

Отсюда

∥gε1(t)∥2 + ∥gε2(t)∥2 ≤ C11

t∫
0

(∥gε1(τ)∥2 + ∥gε2(τ)∥2)dτ + C12T.

По лемме Гронуолла
∥gε1(t)∥2 + ∥gε2(t)∥2 ≤ C12Te

C11t.

Следовательно, ∥gε∥L∞(0,T ;H) ≤ C13.
Из (14) получаем, что

∥gε1(t)∥2 + ∥gε2(t)∥2 + C10

t∫
0

(∥gε1(τ)∥2V + ∥gε2(τ)∥2V )dτ ≤ C14.

Таким образом,
∥gε∥L2(0,T ;V) ≤ C15. (15)

Оценим производные по t:

∥g′ε1∥∗ = sup
∥v∥V =1

(g′ε1, v) ≤ sup
∥v∥V =1

(a∥∇gε1∥∥∇v∥+ C16∥gε1∥V ∥v∥V+

+∥v∥L4(Ω)∥∇gε1∥∥v∥L4(Ω) + bκa∥gε2∥∥v∥+ C17∥gε1∥∥v∥) ≤ C18∥gε1∥V + C19∥gε2∥,
аналогично

∥g′ε2∥∗ ≤ C20∥gε2∥V + C21∥gε1∥+ C22.

Из полученных неравенств и оценки (15) получим ∥g′ε∥L2(0,T ;V′) ≤ C23. Лемма до-
казана.
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Лемма 2. Пусть {ŷ, û} — оптимальная пара. Тогда для каждого элемента
u ∈ Uad существует решение g = {g1, g2} ∈ W задачи

Dg′+A1g+A2g+A3g+A5(g, ŷ)+F (g, û)+F (ŷ, u− û) = B(u− û), g|t=0 = 0, (16)

где
(A5(g, ŷ), z) = 4κa(θ̂

3g1, bv − w)

такое, что
T∫

0

(θ̂ − θd, g1) dt ≥ 0. (17)

Доказательство. Сделаем предельный переход в уравнении (11) при ε → 0. Так
как последовательность gε ограничена в W, то подпоследовательность gε → g слабо
в W, и поэтому gε → g сильно в L2(0, T ;H). Так как D, A1, A2, A3, F — линейные
непрерывные операторы, то Dg′ε → Dg′, A1gε → A1g, A2gε → A2g, A3gε → A3g,
F (gε, û) → F (g, û), F (gε, u− û) → F (g, u− û) слабо в L2(0, T ;V′).

Чтобы сделать предельный переход в пятом слагаемом в (11), нужно показать,
что θ̂3gε1 → θ̂3g1, εθ̂2g2ε1 → 0, ε2θ̂g3ε1 → 0, ε3g4ε1 → 0 слабо в L2(0, T ;V ′).

Проверим, что

T∫
0

(
θ̂3(gε1 − g1), v

)
dt → 0 ∀v ∈ L2(0, T ;V ).

В самом деле,∣∣∣∣∣∣
T∫

0

(
θ̂3(gε1 − g1), v

)
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ M3

T∫
0

∥gε1 − g1∥∥v∥ dt ≤ ∥gε1 − g1∥L2(0,T ;H)∥v∥L2(0,T ;H) → 0,

так как gε1 → g1 сильно в L2(0, T ;H).
Последовательность θ̂2g2ε1 ограничена в L2(0, T ;V ′), так как

T∫
0

∥θ̂2g2ε1∥2∗ dt =
T∫

0

 sup
∥v∥V =1

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

θ̂2g2ε1v dx

∣∣∣∣∣∣
2

dt ≤

≤ M4

T∫
0

(
sup

∥v∥V =1

∥gε1∥∥gε1∥L4(Ω)∥v∥L4(Ω)

)2

dt ≤ C1

T∫
0

∥gε1∥2V dt ≤ C2.

Таким образом, εθ̂2g2ε1 → 0 сильно в L2(0, T ;V ′).
Докажем, что ε2θ̂g3ε1 → 0 в L2(0, T ;V ′). По аналогии можно показать, что

εθ̂g2ε1 → 0 сильно в L2(0, T ;V ′). Тогда

∥∥∥ε2θ̂g3ε1∥∥∥2
L2(0,T ;V ′)

=

T∫
0

(
sup

∥v∥V =1

∣∣∣(εgε1θ̂εg2ε1, v)∣∣∣
)2

dt ≤
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≤ M2

T∫
0

(
sup

∥v∥V =1

∣∣∣(θ̂εg2ε1, v)∣∣∣
)2

dt = M2
∥∥∥εθ̂g2ε1∥∥∥2

L2(0,T ;V ′)
→ 0.

Таким же образом доказывается утверждение ε3g4ε1 → 0. Итак, в результате пре-
дельного перехода получаем (16).

Для получения (17) рассмотрим выражение

1

ε
(J(yε)− J(ŷ)) =

T∫
0

(θε + θ̂ − 2θd, gε1) dt.

Поскольку gε1 → g1, θε = θ̂ + εgε1 → θ̂ сильно в L2(0, T ;H),

1

ε
(J(yε)− J(ŷ)) → 2

T∫
0

(θ̂ − θd, g1) dt.

Так как J(yε) ≥ J(ŷ), то
T∫
0

(θ̂ − θd, g1) dt ≥ 0. Лемма доказана.

Перейдем к выводу системы оптимальности.

Лемма 3. Пусть {ŷ, û} — оптимальная пара. Существует единственное ре-
шение p ∈ W «сопряженной» системы

−Dp′ + A1p+ A6p+ A7(p, ŷ) + F (p, û) = G(ŷ), p|t=T = 0, (18)

где

(A6p, z) = (v∇v, p1), (A7(p, ŷ), z) = 4bκa(θ̂
3p1, v)− bκa(p1, w)− 4κa(θ̂

3p2, v),

(G(ŷ), z) = (θ̂ − θd, v), p = {p1, p2}, z = {v, w}.

Доказательство. Сделаем замену p̃(t) = p(T − t), получим

Dp̃′ + A1p̃+ A6p̃+ A7(p̃, ŷ) + F (p̃, û) = G(ŷ), p̃|t=0 = 0.

Нетрудно получить оценки

(A1y + A6y + F (y, û), y) ≥ C1∥y∥2V, |(A7(y, ŷ), y)| ≤ C2∥y∥2H,

из которых вытекает неравенство Гординга

(A1y + A6y + A7(y, ŷ) + F (y, û), y) ≥ C1∥y∥2V − C2∥y∥2H.

Следовательно [17, теорема 1.2, с. 110], решение задачи (18) существует и един-
ственно.
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Теорема 3. Для любой оптимальной пары {ŷ, û} найдется единственный эле-
мент p ∈ W такой, что

Dŷ′ + A1ŷ + A2ŷ + A3ŷ + A4ŷ + F (ŷ, û) = Bû+ f, y
∣∣
t=0

= y0,

−Dp′ + A1p+ A6p+ A7(p, ŷ) + F (p, û) = G(ŷ), p
∣∣
t=T

= 0,

T∫
0

∫
Γ

(φ̂− θ4b )p2(u− û) dΓ dt ≤ 0 ∀u ∈ Uad.

Доказательство. Пусть {ŷ, û} — оптимальная пара, u ∈ Uad. В силу леммы 2
найдется g ∈ W такой, что

Dg′+A1g+A2g+A3g+A5(g, ŷ)+F (g, û)+F (ŷ, u−û) = B(u−û), g
∣∣
t=0

= 0, (19)

T∫
0

(θ̂ − θd, g1) dt ≥ 0.

По лемме 3 найдется p ∈ W такой, что

−Dp′ + A1p+ A6p+ A7(p, ŷ) + F (p, û) = G(ŷ), p
∣∣
t=T

= 0. (20)

Умножим скалярно (19) на p, (20) на g, вычтем одно из другого и проинтегри-
руем по t. Воспользуемся тем, что

T∫
0

(Dg′, p) dt = (Dg, p)
∣∣T
0
−

T∫
0

(Dg, p′) dt,

поэтому T∫
0

(Dg′, p) dt+

T∫
0

(Dp′, g) dt = 0.

Также

(A1g, p) = (A1p, g), (A2g, p) = (A6p, g), (F (g, ŷ), p) = (F (p, ŷ), g),

(A3g, p) + (A5(g, ŷ), p) = (A7(p, ŷ), g).

В итоге получаем
T∫

0

(F (ŷ, u− û), p) dt =

T∫
0

[(B(u− û), p)− (G(ŷ), g)] dt.

Так как T∫
0

(G(ŷ), g) dt =

T∫
0

(θ̂ − θd, g1) dt ≥ 0,

то T∫
0

[(F (ŷ, u− û), p)− (B(u− û), p)] dt ≤ 0,
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или
T∫

0

∫
Γ

(u− û)(φ̂− θ4b )p2 dΓ dt ≤ 0.

Теорема доказана.

Выведем теперь принцип максимума для оптимальной пары. Докажем, что

(φ̂− θ4b )p2(ξ − û) ≤ 0 ∀ξ(x, t) ∈ [u1(x, t), u2(x, t)] п.в. на Σ. (21)

Предположим противное, что найдется функция ξ0(x, t) ∈ [u1(x, t), u2(x, t)], для
которой

(φ̂− θ4b )p2(ξ0 − û) > 0 на E ⊂ Σ, µ(E) > 0.

Положим u =

{
ξ0, x ∈ E,

û, x /∈ E.
Очевидно, что u ∈ Uad. Тогда

T∫
0

∫
Γ

(u− û)(φ̂− θ4b )p2 dΓ dt =

∫
E

(ξ0 − û)(φ̂− θ4b )p2 dΓ > 0.

Приходим к противоречию.
Замечание 2. Функции p1, p2 ∈ W для заданных θ̂ и û являются слабыми

решениями следующей сопряженной начально-краевой задачи:

−∂p1/∂t− a∆p1 − v · ∇p1 + 4κaθ̂
3(bp1 − p2) = θ̂ − θd,

−ν∂p2/∂t− α∆p2 + κa(p2 − bp1) = 0 в Ω,

a∂np1 + (β + v · n)p1 = 0, α∂np2 + ûp2 = 0 на Γ,

p1
∣∣
t=T

= 0, p2
∣∣
t=T

= 0.

Замечание 3. Из неравенства (21) вытекает аналог принципа bang-bang:

û =

{
u1, если (φ̂− θ4b )p2 < 0,

u2, если (φ̂− θ4b )p2 > 0.
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ABSTRACT

The problem of optimal control of boundary properties for a nonstation-
ary complex heat transfer problem is considered. The diffusion approxi-
mation of radiative transfer is used. The solvability of the optimal control
problem is proved, necessary optimality conditions of the first order are
obtained.
Key words: optimal control, conductive-convective-radiative heat transfer,
diffusion approximation.


