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О минимальных алгебрах
Лейбница – Пуассона

полиномиального роста

Пусть {γn(V)}n≥1 — последовательность собственных коразмерностей
многообразия алгебр Лейбница –Пуассона V. В работе приводится класс
минимальных многообразий алгебр Лейбница –Пуассона полиномиаль-
ного роста последовательности {γn(V)}n≥1, т.е. последовательность
{γn(V)}n≥1 любого такого многообразия V растет как полином неко-
торой степени k, но последовательность {γn(W)}n≥1 любого собствен-
ного подмногообразия W многообразия V растет как полином строго
меньшей степени, чем k.

Ключевые слова: алгебра Пуассона, алгебра Лейбница –Пуассона, мно-
гообразие алгебр, рост многообразия.

На протяжении всей работы предполагается, если это специально не оговорено,
что основное поле имеет нулевую характеристику.

Векторное пространство A над полем K с двумя K-билинейными операция-
ми умножения · и {, } называется алгеброй Лейбница –Пуассона, если относитель-
но операции · пространство A является коммутативной ассоциативной алгеброй с
единицей, относительно операции {, } — алгеброй Лейбница, и данные операции
связаны правилами

{a · b, c} = a · {b, c}+ {a, c} · b,

{c, a · b} = a · {c, b}+ {c, a} · b,

где a, b, c ∈ A. При этом алгебра Лейбница A(+, {, }, K) над полем K определяется
тождеством

{{x, y}, z} = {{x, z}, y}+ {x, {y, z}}.

Заметим, что если в алгебре Лейбница выполнено тождество антикоммутативности
{x, x} = 0, то она будет являться алгеброй Ли, поэтому если тождество антиком-
мутативности выполнено в алгебре Лейбница – Пуассона, то данная алгебра будет
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являться алгеброй Пуассона. Таким образом, алгебры Лейбница –Пуассона явля-
ются обобщениями алгебр Пуассона, которые возникают естественным образом в
некоторых разделах алгебры, дифференциальной геометрии, топологии, современ-
ной теоретической физике и т.д.

Договоримся опускать скобки {, } при их левонормированной расстановке:
{{a, b}, c} = {a, b, c}.

Пусть F (X) — свободная алгебра Лейбница –Пуассона, где X = {x1, x2, ...} —
счетное множество свободных образующих. Обозначим через Pn пространство в
F (X), состоящее из полилинейных элементов степени n от переменных x1, ..., xn.

Лемма 1 ([1]). Базис пространства Pn над произвольным полем состоит из
всех элементов вида

xk1 · ... · xkr · {xi1 , ..., xis} · ... · {xj1 , ..., xjt}, (1)

для каждого из которых выполнены следующие условия:
(i) r ≥ 0, k1 < ... < kr;
(ii) каждая из переменных x1,...,xn встречается в (1) ровно один раз;
(iii) каждый множитель {xi1 , ..., xis},..., {xj1 , ..., xjt} в (1) левонормирован и

имеет длину ≥ 2;
(iv) множители в (1) упорядочены по длине: s ≤ ... ≤ t;
(v) если два соседних множителя в (1), являющиеся скобками {, }, имеют

одинаковую длину
... · {xp1 , ..., xps} · {xq1 , ..., xqs} · ...,

то p1 < q1.

Обозначим через Γn подпространство в Pn, являющееся линейной оболочкой
элементов вида

{xi1 , ..., xis} · ... · {xj1 , ..., xjt}, s ≥ 2, ..., t ≥ 2. (2)

Тогда из леммы 1 следует, что базисом пространства Γn будут являться все эле-
менты вида (2) с условиями (ii)–(v) из леммы 1.

Пусть V — некоторое многообразие алгебр Лейбница –Пуассона (все необходи-
мые сведения о многообразиях PI-алгебр можно найти, например, в монографиях
[2, 3]). Пусть Id(V) — идеал тождеств многообразия V. Обозначим

Γn(V) = Γn/(Γn ∩ Id(V)), γn(V) = dim Γn(V).

Важность изучения пространств Γn(V) основана на следующем обстоятельстве
[1]: в случае основного поля нулевой характеристики идеал тождеств Id(V) про-
извольного многообразия алгебр Лейбница –Пуассона V порождается последова-
тельностью пространств Γn ∩ Id(V), n ≥ 1.

Далее нам понадобится следующее утверждение, которое нетрудно проверить.

Лемма 2. Пусть A — некоторая ассоциативная алгебра с операцией умноже-
ния ∧ над произвольным полем K. Рассмотрим декартово произведение
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C = A × A ×K, в котором определим операцию сложения и две операции умно-
жения · и {, } элементов множества C:

(x1, x2, α) + (y1, y2, β) = (x1 + y1, x2 + y2, α + β),

(x1, x2, α) · (y1, y2, β) = (βx1 + αy1, βx2 + αy2, αβ),

{(x1, x2, α), (y1, y2, β)} = ([x1, y1], x2 ∧ y1, 0),

где [x1, y1] = x1 ∧ y1 − y1 ∧ x1, (x1, x2, α), (y1, y2, β) ∈ C. Тогда полученная ал-
гебра C будет алгеброй Лейбница –Пуассона, в которой выполнено тождество
{x1, x2} · {x3, x4} = 0.

Пусть f(n) и g(n) — две функции натурального аргумента. Будем обозначать
f(n) ≈ g(n), если

lim
n→∞

f(n)

g(n)
= 1.

Пусть Λ2k — алгебра Грассмана с единицей и 2k-образующими элементами
{e1, . . . , e2k}, G2k = Λ2k × Λ2k × K — алгебра Лейбница –Пуассона, построенная
с помощью леммы 2.

Теорема 1. В случае основного поля нулевой характеристики для алгебры
Лейбница –Пуассона G2k, k ≥ 1, верны следующие утверждения:

1) идеал тождеств Id(G2k) порождается тождествами

{z, {x1, x2, x3}} = 0, {z, {x, y}, {x, y}} = 0,

{z, {x1, y1}, . . . , {xk+1, yk+1}} = 0, {x1, x2} · {x3, x4} = 0;
(3)

2) для любого n ≥ 1 полилинейные элементы от переменных x1, . . . , xn

{xm, xi1 , . . . , xir , {xj1 , xj2}, . . . , {xj2s−1 , xj2s}},
r + 2s+ 1 = n, i1 < i2 < . . . < ir, j1 < j2 < . . . < j2s, 0 ≤ s ≤ k, r ≥ 0,

(4)

образуют базис пространства Γn(G2k);
3) размерности пространств Γn(G2k) вычисляются по следующей формуле:

γn(G2k) =

n2n−2, 1 < n < 2k + 1,

n
k∑

i=0

C2i
n−1, n ≥ 2k + 1,

причем для любого n ≥ 2k + 1

γn(G2k) = γn(G2k−2) + nC2k
n−1 ≈

n2k+1

(2k)!
, n → ∞,

где Ck
n — число сочетаний из n по k;

4) если W — некоторое собственное подмногообразие в var(G2k), то найдется
такой многочлен f(x) с рациональными коэффициентами, зависящий от W, что
для всех достаточно больших n выполнено неравенство γn(W) ≤ f(n), причем
deg f(x) < 2k + 1.
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Доказательство. Нетрудно убедиться, что тождества (3) выполнены в алгебре
G2k. В работе [4] показано, что если в многообразии алгебр Лейбница выполнены
тождества

{z, {x1, x2, x3}} = 0, {z, {x, y}, {x, y}} = 0,

то пространство полилинейных элементов степени n относительно свободной ал-
гебры данного многообразия является линейной оболочкой элементов следующего
вида

{xm, xi1 , . . . , xir , {xj1 , xj2}, . . . , {xj2s−1 , xj2s}},
r + 2s+ 1 = n, i1 < i2 < . . . < ir, j1 < j2 < . . . < j2s, s ≥ 0, r ≥ 0.

Поэтому Γn(G2k) является линейной оболочкой элементов вида (4). Покажем, что
элементы вида (4) линейно независимы. Предположим, что для некоторого n нетри-
виальная линейная комбинация элементов вида (4) принадлежит идеалу тождеств
Id(G2k). Зафиксируем в данной линейной комбинации элемент с наименьшим зна-
чением s и ненулевым коэффициентом. Пусть это слагаемое имеет вид

α{xm, xi1 , . . . , xir , {xj1 , xj2}, . . . , {xj2s−1 , xj2s}}, 0 ̸= α ∈ K.

Во всей линейной комбинации сделаем такую подстановку:

xm → (0, 1, 0), xiq → (1, 0, 0), q = 1, . . . , r, xja → (ea, 0, 0), a = 1, . . . , 2s.

Тогда все слагаемые, кроме рассматриваемого, будут равны нулю, а данное слага-
емое будет равно α2s(0, e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ e2s, 0). Понятно, что равенство

α2s(0, e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ e2s, 0) = (0, 0, 0)

выполнено лишь в случае α = 0. Получили противоречие.
В работе [1] показано, что в случае основного поля нулевой характеристики

идеал тождеств Id(V) произвольного многообразия алгебр Лейбница –Пуассона V
порождается последовательностью пространств Γn ∩ Id(V), n ≥ 1. Таким образом,
условия 1 и 2 доказаны.

Условие 3 следует из условия 2.
Покажем условие 4. Пусть W — некоторое собственное подмногообразие в

var(G2k). Тогда для некоторого n найдется нетривиальная линейная комбинация
элементов вида (4), принадлежащая идеалу тождеств Id(W). В данной линейной
комбинации зафиксируем элемент вида (4) с наименьшим значением s и ненулевым
коэффициентом. Если s < k, то данную линейную комбинацию поочередно справа
домножим с помощью умножения {, } на k−s скобок {y1, y2},. . . , {y2(k−s)−1, y2(k−s)}.
Также вместо переменной xm подставим скобку {z1, z2}. Тогда, с учетом тождеств
(3), в многообразии W выполнено нетривиальное полилинейное тождество вида∑

i1<...<ip
j1<...<j2k

α
i1,...,ip
j1,...,j2k

{z1, z2, xi1 , . . . , xip , {xj1 , xj2}, . . . , {xj2k−1
, xj2k}} = 0, α

i1,...,ip
j1,...,j2k

∈ K,
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в котором числа p и k фиксированы. Переименовав переменные в данном тожде-
стве, получим полилинейное тождество вида

{z1, z2, x2k+1, . . . , x2k+p, {x1, x2}, . . . , {x2k−1, x2k}} = (5)

=
∑

i1<...<ip, {i1,...,ip}̸={2k+1,...,2k+p}
j1<...<j2k, {j1,...,j2k}̸={1,...,2k}

β
i1,...,ip
j1,...,j2k

{z1, z2, xi1 , . . . , xip , {xj1 , xj2}, . . . , {xj2k−1
, xj2k}}.

Пусть A и B — два непустых подмножества множества натуральных чисел.
Положим A < B, если a < b для любых a ∈ A, b ∈ B.

С учетом тождества (5) пространство Γn(W) для всех достаточно больших n
является линейной оболочкой таких элементов вида (4), что для элементов с s = k
скобками не выполнено неравенство

{ir−p+1, . . . , ir} > {j1, . . . , j2k}. (6)

Заметим, что число элементов вида (4) с s = k скобками, для которых выполнено
неравенство (6), равно nC2k

n−1−p. Поэтому

cn(W) ≤ n
(
1 + C2

n−1 + . . .+ C2k−2
n−1 + (C2k

n−1 − C2k
n−1−p)

)
.

Остается заметить, что степень полинома C2k
n−1 − C2k

n−1−p по переменной n строго
меньше чем 2k.

Пусть UTk = UTk(K) — алгебра верхнетреугольных матриц порядка k над по-
лем K. Обозначим чрез J =

∑k−1
i=1 ei,i+1 квадратную матрицу порядка k, которая на

диагонали, проходящей выше главной диагонали, содержит единицы, а все осталь-
ные элементы этой матрицы равны нулю, eij — матричные единички. Рассмотрим
следующую подалгебру в UTk над полем K, которая была введена в работе [5]:

Nk = ⟨E, J, J2, . . . , Jk−2; e12, e13, . . . , e1k⟩K ,

где E — единичная матрица порядка k. В работе [6], в частности, показано, что
алгебры Λ2k, k ≥ 1, Nk, k ≥ 3, порождают минимальные многообразия ассоциа-
тивных алгебр полиномиального роста.

Пусть Rk = Nk×Nk×K — алгебра Лейбница –Пуассона, построенная с помощью
леммы 2. Понятно, что var(R2) = var(G0).

Теорема 2. В случае основного поля нулевой характеристики для алгебры
Лейбница–Пуассона Rk, k ≥ 3, верны следующие утверждения:

1) идеал тождеств Id(Rk) порождается полилинейными тождествами

{z, {x1, x2}, {x3, x4}} = 0, {z, {x1, . . . , xk}} = 0, {x1, x2} · {x3, x4} = 0; (7)

2) для любого n ≥ 1 полилинейные элементы от переменных x1,. . . ,xn

{xm, xi1 , . . . , xir , {xj1 , xj2 , . . . , xjs}}, (8)
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r + s+ 1 = n, i1 < i2 < . . . < ir, j1 > j2 < . . . < js,

0 ≤ s ≤ k − 1, s ̸= 1, r ≥ 0,

образуют базис пространства Γn(Rk);
3) размерности пространств Γn(Rk) вычисляются по следующей формуле:

γn(Rk) =


n!, 1 ≤ n ≤ min{4, k},
n(n− 3)2n−2 + 2n, 5 ≤ n ≤ k,

n

(
1 +

k−1∑
i=2

(i− 1)Ci
n−1

)
, n ≥ k + 1,

причем для любого n ≥ k + 1

γn(Rk) = γn(Rk−1) + n(k − 2)Ck−1
n−1 ≈

k − 2

(k − 1)!
nk, n → ∞;

4) если W — некоторое собственное подмногообразие в var(Rk), то найдет-
ся такой многочлен f(x) = a0 + . . . + akx

k с рациональными коэффициентами,
зависящий от W, что для всех достаточно больших n выполнено неравенство
γn(W) ≤ f(n), причем

ak ≤
k − 3

(k − 1)!
.

Доказательство. Нетрудно увидеть, что тождества (7) выполнены в алгебре Rk.
В работе [7] показано, что если в многообразии алгебр Лейбница V выполнено
тождество

{z, {x1, x2}, {x3, x4}} = 0,

то пространство полилинейных элементов степени n относительно свободной ал-
гебры данного многообразия является линейной оболочкой элементов следующего
вида:

{xm, xi1 , . . . , xir , {xj1 , xj2 , . . . , xjs}}, i1 < i2 < . . . < ir, j1 > j2 < . . . < js, r ≥ 0.

Поэтому Γn(Rk) является линейной оболочкой элементов вида (8). Покажем, что
элементы вида (8) линейно независимы. Предположим, что для некоторого n нетри-
виальная линейная комбинация элементов вида (8) принадлежит идеалу тождеств
Id(Rk). Выберем в данной линейной комбинации элемент вида (8) с наименьшим
значением s и ненулевым коэффициентом. Пусть это слагаемое имеет вид

α{xm, xi1 , . . . , xir , {xj1 , xj2 , . . . , xjs}}, 0 ̸= α ∈ K.

В рассматриваемой линейной комбинации сделаем такую подстановку:

xm → (0, E, 0), xiq → (E, 0, 0), q = 1, . . . , r,

xj1 → (e12, 0, 0), xj2 → (J, 0, 0), . . . , xjs → (J, 0, 0).
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Тогда все слагаемые, кроме данного, станут равны нулю, а линейная комбинация
примет один из следующих видов:

α(0, E, 0) = (0, 0, 0), s = 0,

α(0, es+1, 0) = (0, 0, 0), s > 1,

что возможно только при α = 0. Получили противоречие.
С учетом того, что идеал тождеств Id(V) произвольного многообразия алгебр

Лейбница–Пуассона V порождается последовательностью пространств Γn∩ Id(V),
n ≥ 1, условия 1 и 2 доказаны.

Условие 3 следует из условия 2.
Пусть W — некоторое собственное подмногообразие в var(Rk). Тогда для неко-

торого n элементы вида (8) линейно зависимы в пространстве Pn(W). Поэтому
найдется нетривиальная линейная комбинация данных элементов, принадлежащая
идеалу тождеств Id(W). В данной линейной комбинации зафиксируем элемент ви-
да (8) с наименьшим значением s и ненулевым коэффициентом. Для значения s
возможны следующие случаи.

a) s = 0. В полученной линейной комбинации вместо переменной xm подста-
вим скобку {z1, . . . , zk}. Тогда в многообразии W будет выполнено полилинейное
тождество вида

{x1, . . . , xp} = 0.

Поэтому для всех n ≥ p будет выполнено равенство γn(W) = 0.
b) 1 < s < k−1. Вместо переменной xj1 подставим скобку {y1, . . . , yk−s}, а вместо

переменной xm подставим скобку {z1, . . . , zk}. Получаем, что в многообразии W
выполнено нетривиальное полилинейное тождество вида∑

i1<...<ip
j1<...<js−1

α
i1,...,ip
j1,...,js−1

{z1, . . . , zk, xi1 , . . . , xip , {y1, . . . , yk−s, xj1 , . . . , xjs−1}} = 0,

в котором числа p, q = s и k фиксированы. Переименовав переменные в данном
тождестве, получим полилинейное тождество вида

{z1, . . . , zk, xq, . . . , xq+p−1, {y1, . . . , yk−q, x1, . . . , xq−1}} = (9)

=
∑

i1<...<ip, {i1,...,ip}≠{q,...,q+p−1}
j1<...<jq−1, {j1,...,jq−1}̸={1,...,q−1}

β
i1,...,ip
j1,...,jq−1

·

·{z1, . . . , zk, xi1 , . . . , xip , {y1, . . . , yk−q, xj1 , . . . , xjq−1}},
С учетом тождества (9) пространство Γn(W) для всех достаточно больших n яв-
ляется линейной оболочкой таких элементов вида (8), что для элементов с длиной
скобки s = k − 1 не выполнено неравенство

{ir−p+1, . . . , ir} > {jk−q+1, . . . , jk−1}.

Поэтому

cn(W) ≤ n
(
1 + C2

n−1 + . . .+ (k − 3)Ck−2
n−1 + (k − 2)(Ck−1

n−1 − Ck−1
n−1−p)

)
= f(n).
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Остается заметить, что степень полинома f(n) по переменной строго меньше чем
k.

c) s = k−1. Тогда в полученной нетривиальной линейной комбинации элементов
вида (8) при s = k − 1 зафиксируем любое слагаемое с ненулевым коэффициен-
том и сделаем в линейной комбинации такую подстановку: xm → {z1, z2}. Тогда в
многообразии W выполнено нетривиальное полилинейное тождество вида∑

i1<...<ip
j1>j2<...<jk−1

α
i1,...,ip
j1,...,jk−1

{z1, z2, xi1 , . . . , xip , {xj1 , . . . , xjk−1
}} = 0, α

i1,...,ip
j1,...,jk−1

∈ K,

в котором числа p и k фиксированы. Переименовав переменные в данном тожде-
стве, получим, что элемент

{z1, z2, xk, . . . , xk+p−1, {xk−1, x1, . . . , xk−2}}

равен линейной комбинации элементов вида

{z1, z2, xi1 , . . . , xip , {xj1 , . . . , xjk−1
}},

для которых
i1 < . . . < ip, j1 > j2 < . . . < jk−1,

причем либо не выполнено неравенство {i1, . . . , ip} > {j1, . . . , jk−1}, либо не вы-
полнено неравенство j1 > jk−1. Поэтому пространство Γn(W) для всех достаточно
больших n является линейной оболочкой таких элементов вида (8), что для эле-
ментов с длиной скобки s = k− 1 либо не выполнено неравенство {ir−p+1, . . . , ir} >
{j1, . . . , jk−1}, либо не выполнено неравенство j1 > jk−1. Поэтому

cn(W) ≤ n
(
1 + C2

n−1 + . . .+ (k − 3)Ck−2
n−1 + (k − 2)Ck−1

n−1 − Ck−1
n−1−p

)
.
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ABSTRACT

Let {γn(V)}n≥1 be the sequence of proper codimension growth of a va-
riety of Leibniz –Poisson algebras V. We give one class of minimal vari-
eties of Leibniz – Poisson algebras of polynomial growth of the sequence
{γn(V)}n≥1, i.e. the sequence of proper codimensions of any such vari-
ety grows as a polynomial of some degree k, but the sequence of proper
codimensions of any proper subvariety grows as a polynomial of degree
strictly less than k.
Key words: Poisson algebra, Leibniz – Poisson algebra, variety of algebras,
growth of a variety.


