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Карлемановская оценка решений задачи
Неймана для параболического уравнения

Выводится новая карлемановская оценка решений задачи Неймана для
параболического уравнения и для уравнения Лапласа.
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1. Оценки решений задачи Неймана
В последнее время интенсивно исследуется управляемость параболических урав-

нений с простейшими нелинейностями и управляемость уравнений, описывющих
течение жидкости или газа [1]–[30].

Свойство управляемости для линейных параболических уравнений вытекает из
априорных оценок карлемановского типа. Вывод этих оценок является централь-
ным местом при доказательстве точной управляемости.

При помощи карлемановских оценок А. Каземи, М. Клибанов решили в [31] за-
дачу наблюдаемости для волнового уравнения, а в работе [32] исследована управ-
ляемость системы гиперболических уравнений.

Карлемановские оценки для эллиптических и параболических уравнений с не-
гладкими правыми частями получены в [33], [34]. Случай гиперболического урав-
нения рассмотрен в работе А. Руиза [35]. Наиболее общие результаты получены в
работах Д. Татару [36].

Отметим, что получение карлемановских оценок связано с выбором соответ-
ствующих дифференциальному уравнению весовых функций, при этом важную
роль в выборе весовой функции играют граничные условия. Обычно, если требу-
ется получить оценку карлемановского типа для задачи Неймана, весовая функция
выбирается с условием Дирихле на границе. В работе [37] получена карлеманов-
ская оценка для задачи Неймана с условием Дирихле на границе для многомер-
ного параболического уравнения, в [38] такая оценка выведена для одномерного
случая. При изучении задачи управляемости для двумерных уравнений Навье –
Стокса, описывающих течение вязкого газа, возникла необходимость в получении
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карлемановской оценки для параболической задачи Неймана с весовой функцией,
удовлетворяющей условию Неймана на границе.

Рассмотрим обратное параболическое уравнение с условием Неймана на грани-
це:

∂tz +∆z = f(t, x), (t, x) ∈ Q, (∇z · n) = 0, x ∈ Σ,

∫
Ω

z dx = 0, (1)

где x = (x1, x2), Q = (0, T ) × Ω, Ω ∈ R2 — ограниченная область с границей
∂Ω класса C∞, T > 0, n = (n1, n2) — векторное поле внешних нормалей к ∂Ω,
Σ = (0, T ) × ∂Ω — боковая поверхность цилиндра Q, (u · n) = u1n1 + u2n2; ∆ —
оператор Лапласа, ∂t = ∂/∂t.

Норму в пространстве L2(Ω) обозначим через ∥ · ∥. Пространства функций, со-
стоящие из l раз непрерывно дифференцируемых функций на Ω̄, обозначим C l(Ω̄),
Hs(Ω) — пространство Соболева.

Целью данной работы является получение карлемановской оценки решений за-
дачи (1). Следующая лемма является основным инструментом при выводе оценок
карлемановского типа. Доказательство этой леммы можно найти в [17, c. 327].

Пусть ω — некоторая фиксированная подобласть, компактно вложенная в Ω, и
ω′ — подобласть ω такая, что ω′ ⊂⊂ ω ⊂⊂ Ω.

Лемма 1. Существует функция β(x) ∈ C2(Ω̄), не имеющая критических то-
чек в Ω \ ω′ такая, что

(∇β(x) · n(x)) ≤ 0 ∀x ∈ ∂Ω, (2)

где n(x) — векторное поле внешних нормалей к ∂Ω.

Так как β(x), x ∈ Ω \ ω′, не имеет критических точек, получаем

min
x∈Ω\ω′

|∇β(x)| > 0. (3)

Так же как и в [17], будем считать, что β(x) ≥ ln 3; min
x∈Ω

β(x) > 3
4
max
x∈Ω

β(x).

Пусть γ(t) ∈ C∞(0, T ) — функция, удовлетворяющая условиям

0 < γ(t) ≤ 1, γ(t) =

{
t, t ∈ (0, T0),

T − t, t ∈ (T − T0, T ),
T0 = min

{
T

3
,
1

2

}
.

Функция γ(t) монотонно растет при t ∈ (0, T/2) и монотонно убывает при t ∈
(T/2, T ). Введем функции

φ(t, x) =
eλβ(x)

γ(t)
; α = αλ(t, x) =

e
4λ
3
∥β∥C(Ω) − eλβ(x)

γ(t)
, (4)

где λ > 0 — параметр.
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Теорема 1. Пусть z и f удовлетворяют соотношениям (1) и s ≥ −3. Пред-
положим, что при некотором λ = λ0 левая часть неравенства (5) конечна. Тогда
при λ > λ̂, где λ̂ ≥ λ0 достаточно велико, справедлива карлемановская оценка∫

Q

φ2s−1(λ−1|∂tz|2 +
2∑

i,j=1

|∂2
xixj

z|2 + λφ2|∇z|2 + λ4φ4|z|2)e−2αλ dxdt ≤

≤ c

∫
Q

φ2s|f |2e−2αλ dxdt+ c

∫
Qω′

λ4φ2s+3|z|2e−2αλ dxdt, (5)

где Qw′
= (0, T )× ω′, c > 0 — константа, не зависящая от f , z и λ.

Доказательство. Следуя идеям получения карлемановских оценок для параболи-
ческих уравнений изложенных в работе [17, глава 7], получим аналогичные оценки
для задачи (1). Переходя в (1) от функции z к функции w, определяемой равен-
ством

z(t, x) = φ−seαλw, (6)

запишем задачу для определения w:

L1w + L2w = fλ(t, x), (t, x) ∈ Q, (7)

(∇w · n) = λ(φ+ s)w(∇β · n), x ∈ Σ, (8)

где

L1w = ∆w + λ2φ2|∇β|2w + (s− α)(∂t ln γ)w, (9)
L2w = ∂tw − 2λ(φ+ s)(∇β · ∇w), (10)
fλ = φse−αf + [λ(φ+ s)∆β + (λ2φ(1− 2s)− s2λ2)|∇β|2]w. (11)

Из (6), учитывая определение функции φ, следуют соотношения

w|t=0 = w|t=T = 0. (12)

Из (7) находим

∥L1w∥2 + ∥L2w∥2 + 2(L1w · L2w)L2(Q) = ∥fλ∥2, (13)

(L1w · L2w)L2(Q) = I1 + I2 + I3, (14)

где

I1 =

∫
Q

(
∆w + λ2φ2|∇β|2w + (s− α)(∂t ln γ)w

)
∂tw dxdt, (15)

I2 = −2

∫
Q

(
λ2φ2|∇β|2 + (s− α)(∂t ln γ)

)
wλ(φ+ s)(∇β · ∇w) dxdt, (16)

I3 = −
∫
Q

(∆w)2λ(φ+ s)(∇β · ∇w) dxdt. (17)
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Из определения φ и α (4) следуют неравенства

|∂tφ| ≤ cφ2, |(s− α)(∂t ln γ)| ≤ cφ2, |∂t((s− α) ln γ)| ≤ cφ3. (18)

Преобразуем выражение I1 с помощью формулы интегрирования по частям,
учитывая граничное условие (8):

I1 =

∫
Q

(
−1

2

d

dt
|∇w|2 + 1

2
(λ2φ2|∇β|2 + (s− α)(∂t ln γ))∂t(w)

2

)
dxdt+

+

∫
Σ

1

2
λ(φ+ s)(∇β · n)∂t(w)2 dσdt =

= −
∫
Q

(
λ2φ∂tφ|∇β|2 + 1

2
∂t((s− α)(∂t ln γ))

)
|w|2 dxdt− 1

2

∫
Σ

λ∂tφ(∇β · n)|w|2 dσdt. (19)

С помощью неравенств (18), из (19) найдем оценку

I1 ≥ −c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt− c

∫
Σ

λφ2|w|2|(∇β · n)| dσdt. (20)

Интегрируя по частям (16), получим

I2 = −
∫
Q

(λ2φ2|∇β|2 + (s− α)(∂t ln γ))λ(φ+ s)(∇β · ∇w2) dxdt =

=

∫
Q

((3λ4φ3 + 2λ3sφ2)|∇β|4 + λ3φ2(φ+ s)[(∇β · ∇|∇β|2) + |∇β|2∆β]+

+ (∂t ln γ)[λ
2φ(φ− α + 2s)|∇β|2 + λ(s− α)(φ+ s)∆β])|w|2 dxdt−

−
∫
Σ

(λ2φ2|∇β|2 + (s− α)(∂t ln γ))λ(φ+ s)(∇β · n)|w|2 dσdt. (21)

Применяя неравенства (18), из (21) найдем оценку

I2 ≥ 3

∫
Q

λ4φ3|w|2 dxdt− c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt−

−
∫
Σ

λ3φ3(∇β · n)|∇β|2|w|2 dσdt− c

∫
Σ

λ2φ3|(∇β · n)||w|2 dσdt. (22)

Чтобы найти оценку выражения I3, рассмотрим следующую задачу:

∆r = div
(
(1 + (λφ)−4)∇w

)
, (t, x) ∈ Q; r|Σ = 0. (23)

Введем функцию тока ϕ(t, x), связанную с векторным полем

u = ∇r − (1 + (λφ)−4)∇w (24)
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соотношениями
∂x1ϕ = −u2, ∂x2ϕ = u1.

Определим вектор Rotϕ = (∂x2ϕ,−∂x1ϕ), для которого согласно (24), справедливо
равенство

Rotϕ = ∇r − (1 + (λφ)−4)∇w. (25)

Перепишем (25) следующим образом:

Rotϕ = ∇(r − (1 + (λφ)−4)w) + w∇(λφ)−4. (26)

Обозначим
v = Rotϕ− w∇(λφ)−4. (27)

Заметим, что из (26), (27), следуют равенства

rot v = 0, div v = g, где g = −div (w∇(λφ)−4). (28)

Получим оценку выражения λφ3div v в пространстве L2(0, T ;H1(Ω)). Учитывая,
∇φ = λφ∇β, вычислим F = ∇(λφ3g),

F = ∇
(
λφ3div (w∇(λφ)−4)

)
= −4λ−2φ−1∇(∇w · ∇β)+

+ 4λ−1φ−1(∇w · ∇β)∇β + λ−1φ−1(16|∇β|2 − 4λ−1∆β)∇w+

+ φ−1
(
λ−1∇(16|∇β|2 − 4λ−1∆β)− (16|∇β|2 − 4λ−1∆β)∇β

)
w. (29)

Из (28), в силу равенства (29), найдем

T∫
0

∥λφ3div v∥2H1(Ω) dt ≤ c

∫
Q

|λφ3div v|2 dxdt+ c

∫
Q

|∇(λφ3div v)|2 dxdt ≤

≤ c

∫
Q

∣∣λφ3div (w∇(λφ)−4)
∣∣2 dxdt+ c

∫
Q

∣∣∇ (λφ3div (w∇(λφ)−4)
)∣∣2 dxdt ≤

≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

(
2∑

i,j=1

|∂2
xixj

w|2 + |∇w|2 + λ2|w|2
)

dxdt. (30)

Таким образом, для функции (λφ3div v) ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) определен след γdivv =
(λφ3div v)|∂Ω : H1(Ω) → H1/2(∂Ω) на границе ∂Ω для почти всех t ∈ (0, T ), причем

T∫
0

∥λφ3div v∥2H1/2(∂Ω) dt ≤ c

T∫
0

∥λφ3div v∥2H1(Ω) dt ≤

≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

(
2∑

i,j=1

|∂2
xixj

w|2 + |∇w|2 + λ2|w|2
)

dxdt. (31)

Рассмотрим пространство

H1
div =

{
v ∈ L2(Q) : λφ3div v ∈ L2(0, T ;H1(Ω)), rot v = 0

}
. (32)
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Для функции v ∈ H1
div определим оператор сужения на границу Σ = (0, T )× ∂Ω

γ̃1v = λφ3(v · n)|∂Ω : H1
div → H−1/2(∂Ω) (33)

для почти всех t ∈ (0, T ) по формуле

< γ̃1v, div ξ >H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω)=

=< (ξ · n), γdivv >H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω) −
∫
Ω

(v · ∇(λφ3div ξ)) dx+

∫
Ω

(F · ξ) dx (34)

для почти всех t ∈ (0, T ). Здесь < ·, · >X×X′ — соотношение двойственности между
пространством X и ему сопряженным H−1/2(∂Ω) = (H1/2(∂Ω))′.

Равенство (34) получится, если уравнение ∇(λφ3div v) = F , где F определена
в (29), умножить на произвольную функцию ξ ∈ H1

div скалярно в L2(Ω), а затем
применить формулу Грина. Из (34) в силу (30), (31), следует оценка

T∫
0

∥γ̃1v∥2H−1/2(∂Ω) ≤ c

∫
Q

|v|2dxdt+c

∫
Q

λ−2φ−2

(
2∑

i,j=1

|∂2
xixj

w|2+ |∇w|2+ λ2|w|2
)
dxdt. (35)

Пусть φ̂(t) = max
x∈Ω̄

φ(t, x), t ∈ [0, T ], где φ(t, x) определена в (4). Нетрудно уви-
деть

φ̂(t) ≤ Tφ4/3(t, x) ∀(t, x) ∈ Q̄. (36)

Обозначим через

p = r − (1 + (λφ)−4)w. (37)

Учитывая краевое условие (23) p|Σ = ((1 + (λφ)−4)w)|Σ, а из (27) найдем ∇p = v.
Заметим, что для любой функции r div∇r = φ−3div (φ3∇r) − 3λ(∇r · ∇β), следо-
вательно,

φ−3div (φ3∇p) = 3λ(∇p · ∇β) + div v. (38)

Умножим (38) на λ2φ̂3p скалярно в L2(Ω) и применим формулу Грина. После про-
стых преобразований получим∫

Ω

λ2φ̂3|∇p|2 dx = λφ̂3 < λφ3(v · n), φ−3p >H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω) −
∫
Ω

λ2φ̂3pdiv v dx ≤

≤ c

∫
Ω

λ2φ6|div v|2 dx+ c

∫
Ω

λ2φ2|p|2 dx+ IΓ, (39)
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где, в силу существования оператора сужения (33),

IΓ = λφ̂3 < λφ3(v · n), φ−3p >H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω)=< γ̃1v, λφ̂
3φ−3p >H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω)≤

≤ c∥γ̃1v∥2H−1/2(∂Ω) + c∥λφ̂3φ−3p∥2H1/2(∂Ω) ≤ c∥γ̃1v∥2H−1/2(∂Ω) + c∥λφ̂3φ−3p∥2H1(Ω) ≤

≤ c∥γ̃1v∥2H−1/2(∂Ω) + c

∫
Ω

λ2φ̂6
(
∇(φ−3p)

)2
dx ≤

≤ c∥γ̃1v∥2H−1/2(∂Ω) + c

∫
Ω

λ2φ8
(
φ−6|∇p|2 + λφ−6|p|2)

)2
dx ≤

≤ c∥γ̃1v∥2H−1/2(∂Ω) + c

∫
Ω

λ2φ2|∇p|2 dx+ c

∫
Ω

λ4φ2|p|2 dx (40)

для почти всех t ∈ (0, T ). Подставляя (40) в (39) и учитывая (30), (36), φ < φ̂,
находим ∫

Q

λ2φ3|∇p|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ4φ2|p|2 dxdt+
∫
Q

λ2φ2|∇p|2 dxdt

+c

∫
Q

λ−2φ−2

(
2∑

i,j=1

|∂2
xixj

w|2 + |∇w|2 + λ2|w|2
)

dxdt, (41)

или ∫
Q

λ2φ3|∇p|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ4φ2|p|2 dxdt+

+c

∫
Q

λ−2φ−2

(
2∑

i,j=1

|∂2
xixj

w|2 + |∇w|2 + λ2|w|2
)

dxdt. (42)

Рассмотрим равенство∫
Ω

λ2φ3(∇p · ∇p) dx = −3

2

∫
Ω

λ3φ3(∇β · ∇p2) dx−

−
∫
Ω

λ2φ3p div v dx+ < λφ3(∇p · n), λp >H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω) . (43)

Учитывая λφ3(∇p ·n)|∂Ω = λφ3(v ·n)|∂Ω = γ̃1v, применим формулу Грина к первому
слагаемому правой части (43), найдем

9

2

∫
Ω

λ4φ3|∇β|2|p|2 dx− 3

2

∫
∂Ω

λ3φ3(∇β · n)|p|2 dσ =

=

∫
Ω

λ2φ3|∇p|2 dx− 3

2

∫
Ω

λ3φ3∆β|p|2 dx+

∫
Ω

λ2φ3p div v dx−

− < γ̃1v, λp >H−1/2(∂Ω)×H1/2(∂Ω) . (44)
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Из (44) получим оценку∫
Q

λ4φ3|∇β|2|p|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ2φ3|∇p|2 dxdt+
∫
Q

λ3φ3|p|2 dxdt+

+c

∫
Q

λ2φ6|div v|2 dxdt+ c

T∫
0

∥γ̃1v∥2H−1/2(∂Ω).

Отсюда, с помощью (42), (36), (30), λ < φ, находим∫
Q

λ4φ3|∇β|2|p|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ3φ3|p|2 dxdt+

+c

∫
Q

λ−2φ−2

(
2∑

i,j=1

|∂2
xixj

w|2 + |∇w|2 + λ2|w|2
)

dxdt. (45)

Используя свойство (3), получим неравенство∫
Q

λ4φ3|p|2 dxdt ≤ c1

∫
Q

λ4φ3|∇β|2|p|2 dxdt+
∫

Qω′

λ4φ3|p|2 dxdt, (46)

где ω′ ⊂⊂ ω ⊂⊂ Ω.
Из (46), (45) следует оценка∫

Q

λ4φ3|p|2dxdt ≤
∫

Qω′

λ4φ3|p|2dxdt+c

∫
Q

λ−2φ−2

(
2∑

i,j=1

|∂2
xixj

w|2+ |∇w|2+ λ2|w|2
)
dxdt. (47)

Учитывая v = ∇p, φ̂ = max
x∈Ω̄

φ, (27), найдем оценку∫
Qω′

λ4φ3|p|2dxdt ≤ cλ4φ̂3

∫
Qω′

|∇p|2dxdt ≤ cλ4φ̂3

∫
Qω′

|∇ϕ|2dxdt+cλ4φ̂3

∫
Q

λ−4φ−4|w|2dxdt. (48)

Принимая во внимание (27), (28), получим равенство −∆ϕ = rot (w∇(λφ)−4). Оце-
нивая ∥ϕ∥H1(ω′) ≤ c∥ϕ∥H2(ω′) ≤ c∥∆ϕ∥L2(ω′) и используя (36), из (48) находим∫

Qω′

λ4φ3|p|2 dxdt ≤
∫
Q

(λ|∇w|2 + |w|2) dxdt. (49)

Из (42), (47), (49), следует оценка∫
Q

λ2φ3|∇p|2 dxdt+
∫
Q

λ3φ3|p|2 dxdt ≤

≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ|∇w|2 dxdt+ c

∫
Q

|w|2 dxdt. (50)
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Из (50), используя обозначения (27), (37), находим∫
Q

λ2φ3|Rotϕ|2 dxdt+
∫
Q

λ3φ3|r|2 dxdt ≤

≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ|∇w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt. (51)

Учитывая (23), (25), перепишем (17) в следующем виде:

I3 = −
∫
Q

(∆w)2λ(φ+ s)(∇β · ∇w) dxdt = I31 + I32 + I33, (52)

где

I31 = −
∫
Q

(∆r)2λ(φ+ s)(∇β · ∇r) dxdt;

I32 =

∫
Q

2λ(φ+ s)(λφ)−4(∆w +∆r)(∇β · ∇w) dxdt−

− 8

∫
Q

λ−2φ−4(φ+ s)(∇β · ∇w)2 dxdt;

I33 =

∫
Q

(∆r)2λ(φ+ s)(∇β · Rotϕ) dxdt.

Применим формулу интегрирования по частям к выражению I31:

I31 = −
∫
Q

(∆r)2λ(φ+ s)(∇β · ∇r) dxdt =

= 2

∫
Q

λ2φ(∇r · ∇β)2 dxdt+ 2

∫
Q

∂xixj
β∂xi

r∂xj
rλ(φ+ s) dxdt+

+

∫
Q

λ(φ+ s)(∇β · ∇|∇r|2) dxdt− 2

∫
Σ

(∇r · n)λ(φ+ s)(∇β · ∇r) dσdt =

=

∫
Q

(2λ2φ(∇r · ∇β)2 + λ(φ+ s)(2∂xixj
β∂xi

r∂xj
r −∆β|∇r|2)− λ2φ|∇β|2|∇r|2) dxdt−

−2

∫
Σ

(∇r · n)λ(φ+ s)(∇β · ∇r) dσdt+

∫
Σ

λ(φ+ s)|∇r|2(∇β · n) dσdt. (53)

Учитывая граничное условие (23), найдем

−2

∫
Σ

(∇r · n)λ(φ+ s)(∇β · ∇r) dσdt+

∫
Σ

λ(φ+ s)|∇r|2(∇β · n) dσdt =
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= −
∫
Σ

(∇r · n)2λ(φ+ s)(∇β · n) dσdt ≥ 0. (54)

Из (53), (54) вытекает оценка

I31 ≥ −
∫
Q

λ2φ|∇β|2|∇r|2 dxdt− c

∫
Q

λφ|∇r|2 dxdt−
∫
Q

λ2φ3|r|2 dxdt. (55)

Применяя неравенство Коши, найдем оценку I32:

I32 =

∫
Q

2λ(φ+ s)(λφ)−4(∆w +∆r)(∇β · ∇w) dxdt−

− 8

∫
Q

λ−2φ−4(φ+ s)(∇β · ∇w)2 dxdt ≥

≥ −c

∫
Q

λ−2φ−2(|∆w|2 + |∆r|2 + |∇w|2) dxdt; (56)

Выражение I33 оценим, используя неравенство Коши и оценку (51):

I33 =

∫
Q

(∆r)2λ(φ+ s)(∇β · Rotϕ) dxdt ≥

≥ −1

4

∫
Q

φ−1|∆r|2 dxdt− c

∫
Q

λ2φ3|Rotϕ|2 dxdt ≥

≥ −1

4

∫
Q

φ−1|∆r|2 dxdt− c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt−

− c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ|∇w|2 dxdt. (57)

Избавимся от r в (55)–(57). Во-первых, из уравнения (23) следует оценка∫
Q

φ−1|∆r|2 dxdt ≤
∫
Q

φ−1|∆w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ−2φ−2(|∆w|2 + |∇w|2) dxdt. (58)

Во-вторых, из (25), используя (51), находим

∫
Q

λφ|∇r|2dxdt ≤
∫
Q

λφ|∇w|2dxdt+c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2dxdt+c

∫
Q

λ3φ3|w|2dxdt. (59)
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Наконец, ∫
Q

λ2φ|∇β|2|∇r|2 dxdt ≤
∫
Q

λ2φ|∇β|2|∇w|2 dxdt+

+c

∫
Q

λ−2φ−3|∇w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ2φ|Rotϕ|2 dxdt ≤

≤
∫
Q

λ2φ|∇β|2|∇w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt+

+c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ|∇w|2 dxdt. (60)

Подставляя (55)–(57) в (52), учитывая (58)–(60), получим оценку I3

I3 ≥ −1

4

∫
Q

φ−1|∆w|2 dxdt− c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt−

−
∫
Q

λ2φ|∇β|2|∇w|2 dxdt− c

∫
Q

λφ|∇w|2 dxdt− c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt. (61)

При этом константа c в (61) не зависит от λ.
Наконец, опираясь на (18), оценим fλ:

∥fλ∥2L2(Q) ≤
∫
Q

(2φ2se2α|f |2 + cλ3φ2|w|2) dxdt, (62)

где c не зависит от λ.
Подставляя (14) в (13), а затем подставляя в полученное равенство оценки (20),

(22), (61), (62) и пользуясь тем, что λ < φ, находим

∥L1w∥2 + ∥L2w∥2 + 2

∫
Q

(3λ4φ3|∇β|2|w|2 − λ2φ|∇β|2|∇w|2) dxdt−

−2

∫
Σ

λ3φ3|∇β|2|w|2(∇β · n) dσdt ≤

≤ 1

2

∫
Q

φ−1|∆w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+

∫
Q

(2φ2se−2α|f |2 + cλ3φ3|w|2 dxdt+ cλφ|∇w|2) dxdt. (63)
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Умножим (7) скалярно в L2(Q) на λ2φ|∇β|2w, проинтегрируем по частям, учи-
тывая (8) ∫

Q

fλλ
2φ|∇β|2w dxdt =

=

∫
Q

(L2w)λ
2φ|∇β|2w dxdt+

∫
Q

λ2φ(s− α)(∂t ln γ)|∇β|2|w|2 dxdt+

+

∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt−
∫
Q

λ2φ|∇β|2|∇w|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

∆(λ2φ|∇β|2)w2 dxdt−

−
∫
Σ

|w|2(∇(λ2φ|∇β|2) · n) dσdt+
∫
Σ

λ3φ(φ+ s)|∇β|2|w|2(∇β · n) dσdt. (64)

Выразим члены
∫
Q

(λ2φ|∇β|2|∇w|2 − λ4φ3|∇β|4w2) dxdt через остальные члены ра-

венства (64) и оценим последнее, используя (18), (62):∫
Q

(λ2φ|∇β|2|∇w|2 − λ4φ3|∇β|4w2) dxdt ≤

≤
∫
Q

(
1

6
|L2w|2 + φ2se2αf 2

z + λ3φ3|w|2
)
dxdt+ c

∫
Σ

λ3φ2|∇β|2|w|2|(∇β · n)|dσdt. (65)

Подставим (65) в (63), вспоминая, что λ < φ, получим

∥L1w∥2+
2

3
∥L2w∥2+ 4

∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt− 2

∫
Σ

(λ3− cλ2)φ3|∇β|2|w|2(∇β · n) dσdt ≤

≤ 1

2

∫
Q

φ−1|∆w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+c

∫
Q

(φ2se−2α|f |2 + λ3φ3|w|2 dxdt+ λφ|∇w|2) dxdt. (66)

Умножим скалярно в L2(Q) (7) на λφw и, проводя выкладки, аналогичные (64),
(66), получим оценку∫

Q

λφ|∇w|2 dxdt−
∫
Σ

λ2φ2|w|2(∇β · n)dσdt ≤

≤ c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt+ c

∫
Q

φ2se−2α|f |2 dxdt+ 1

3c
∥L2w∥2. (67)
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Подставим (67) в правую часть (66), получим оценку

∥L1w∥2 +
1

3
∥L2w∥2 + 4

∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt ≤

≤ 1

2

∫
Q

φ−1|∆w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+c

∫
Q

(φ2se−2α|f |2 + λ3φ3|w|2) dxdt. (68)

Умножим (9) на φ−1/2, возведем в квадрат и проинтегрируем по Q. Получим
оценку ∫

Q

φ−1|∆w|2 dxdt ≤

≤
∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt+
∫
Q

|L1w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt. (69)

Подставим (69) в правую часть (68), найдем

∥L1w∥2 +
1

3
∥L2w∥2 +

∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt ≤

≤ 1

2

∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt+ 1

2

∫
Q

|L1w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+c

∫
Q

(φ2se−2α|f |2 + λ3φ3|w|2) dxdt. (70)

Перенося слагаемые (1/2)(
∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt +
∫
Q

|L1w|2 dxdt) правой части (70)

влево, получаем

∥L1w∥2 + ∥L2w∥2 +
∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+c

∫
Q

(φ2se−2α|f |2 + λ3φ3|w|2) dxdt. (71)

Заметим, что в силу (3) справедливо неравенство∫
Q

λ4φ3|w|2 dxdt ≤ c1

∫
Q

λ4φ3|∇β|4|w|2 dxdt+
∫

Qω′

λ4φ3|w|2 dxdt.
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Отсюда и из (71) следует оценка

∥L1w∥2 + ∥L2w∥2 +
∫
Q

λ4φ3|w|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+c

∫
Q

φ2se−2α|f |2 dxdt+ c

∫
Qω′

λ4φ3|w|2 dxdt. (72)

С помощью (72) из (67), (69), найдем∫
Q

λφ|∇w|2 dxdt+
∫
Q

φ−1|∆w|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+c

∫
Q

φ2se−2α|f |2 dxdt+
∫

Qω′

λ4φ3|w|2 dxdt. (73)

Умножим (10) на (λφ)−1/2 и, оценивая с помощью (64), (73), получим∫
Q

λ−1φ−1|∂tw|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+c

∫
Q

φ2se−2α|f |2 dxdt+ c

∫
Qω′

λ4φ3|w|2 dxdt. (74)

Обозначим
g(t, x) = λ1/2(φ1/2 + (s− 1/2)φ−1/2)w∇β. (75)

Получим оценку g в пространстве L2(0, T ;H1(Ω)), учитывая (72), (73),∫
Q

|∇g|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λφ|∇w|2 dxdt+ c

∫
Q

λ3φ3|w|2 dxdt ≤

≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+ c

∫
Q

φ2se−2α|f |2 dxdt+ c

∫
Qω′

λ4φ3|w|2 dxdt. (76)

По теореме о следах [39] для функции g определен оператор следа gn ≡ (g ·
n)|∂Ω : H1(Ω) → H1/2(∂Ω), где

(g · n)|∂Ω = λ1/2
(
(φ1/2 + (s− 1/2)φ−1/2)w(∇β · n)

)
|∂Ω (77)

для почти всех t ∈ (0, T ), и справедлива оценка

∥gn∥2L2(0,T ;H1/2(∂Ω)) ≤ ∥g∥2L2(0,T ;H1(Ω)) ≤

≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+ c

∫
Q

φ2se−2α|f |2 dxdt+ c

∫
Qω′

λ4φ3|w|2 dxdt. (78)
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Используя определение (4) функции φ и граничное условие (8), получим соот-
ношения

∆(λ−1/2φ−1/2w) = φ−1/2

(
∆w − λ(∇β · ∇w) +

(
λ2

4
|∇β|2 − λ

2
∆β

)
w

)
,

(∇(λ−1/2φ−1/2w) · n)|∂Ω = λ1/2
(
(φ1/2 + (s− 1/2)φ1/2)w(∇β · n)

)
|∂Ω. (79)

Заметим, что
∫
Ω

φ−seαλw dx = 0. Применяя к (79) известные оценки для эллип-

тических задач и учитывая (72), (73), (77), (78), получим неравенство∫
Q

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

(λ−1/2φ−1/2w)|2 dxdt ≤ c

∫
Q

λ−2φ−2

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt+

+c

∫
Q

φ2se−2α|f |2 dxdt+ c

∫
Qω′

λ4φ3|w|2 dxdt,

из которого следует оценка∫
Q

λ−1φ−1

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

w|2 dxdt ≤ c

∫
Q

φ2se−2α|f |2 dxdt+
∫

Qω′

λ4φ3|w|2 dxdt. (80)

Подставляя в оценки (72)–(74), (80) w = e−αλφsz, получим (5).

2. Случай уравнения Лапласа

Рассмотрим задачу Неймана для оператора Лапласа

∆θ = f(t, x), (t, x) ∈ Q, (∇θ · n) = 0, (t, x) ∈ Σ,

∫
Ω

θ dx = 0, (81)

где Q = (0, T )× Ω, Ω ∈ R2 — ограниченная область с границей ∂Ω класса C∞.

Теорема 2. Существует λ̂ > 1 такое, что при любом λ > λ̂ и s ≥ q − 3
решение θ задачи (81) удовлетворяет оценке∫

Q

φ2s−1(λ−1

2∑
i,j=1

|∂2
xixj

θ|2 + λφ2|∇θ|2 + λ4φ4|θ|2)e−2αλ dxdt ≤

≤ c

∫
Q

φ2s|f |2e−2αλ dxdt+ c

∫
Qω′

λ4φ2s+3|θ|2e−2αλ dxdt, (82)

где Qw′
= (0, T )× ω′, c > 0 — константа, не зависящая от θ, f и λ.
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Доказательство. Сделаем замену неизвестной функции θ = φ−se−αλwθ, получим
равенство (7), где

L1wθ = ∆wθ + λ2φ2|∇β|2wθ, L2wθ = −2λ(φ+ s)(∇β · ∇wθ) (83)

и краевое условие

(∇wθ · n) = λ(φ+ s)(∇β · n)wθ, (t, x) ∈ Σ. (84)

Функция fλ определена в (11), в которой w надо заменить на wθ. Если для уравне-
ния (7), записанного для функции wθ, провести оценки/ аналогичные приведенным
при доказательстве теоремы 1, то получим оценку (82).
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