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Некоторые интегральные представления
для гипергеометрической функции

Получены два интегральных представления для гипергеометрической
функции 2F1(k + it, k − it, 2k − x).
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Введение
При использовании в аналитической теории чисел спектральных разложений

для сверток функции числа делителей и её обобщений (см. [1]–[3]) возникает необ-
ходимость в оценках гипергеометрической функции F (a, b, c; z), равномерных по
всем параметрам a, b, c и по переменной z. В частности, в компоненте разложе-
ния для свёртки, ассоциированной с голоморфными параболическими формами,
участвует функция

Gk(t; y) =
Γ(k + it)Γ(k − it)

Γ(2k)
2F1(k + it, k − it; 2k; y)

с натуральным k, а также вещественными y и t. Наибольшие трудности при оцен-
ках приходится преодолевать при отрицательных значениях переменной y.

В настоящей работе доказываются два интегральных представления, которые
удобно использовать для получения оценок остаточных членов в асимптотических
формулах.

Теорема 1. Для любого x > 0

1

2
xk chπt ·Gk(t;−x) =

√
x∫

0

cos
(
2t log(y +

√
y2 + 1)

)
√
1− y2x−1

√
1 + y2

cos

(
(2k − 1) arcsin

y√
x

)
dy+

+(−1)k
∞∫

√
x

cos
(
2t log(y +

√
y2 + 1)

)
√
y2x−1 − 1

√
1 + y2

dy(
yx−1/2 +

√
y2x−1 − 1

)2k−1
.
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Теорема 2. Для любого x > 0

1

2
xk chπt ·Gk(t;−x) =

= cth πt ·

√
x∫

0

sin
(
2t log(y +

√
y2 + 1)

)
√

1− y2x−1
√

1 + y2
sin

(
(2k − 1) arcsin

y√
x

)
dy.

Доказательство теорем
Воспользуемся табличными интегралами Вебера – Шафхейтлина (см. [4])

1

2
xk ch πt ·Gk(t;−x) = ch πt

∞∫
0

K2it

(
yx−1/2

)
J2k−1(y) dy,

∞∫
0

J2k−1(y) cos(uy) dy =

{
1√

1−u2 cos ((2k − 1) arcsin u) при 0 ≤ u < 1
(−1)k√
u2−1

(
u+

√
u2 − 1

)−2k+1
при u > 1

и интегральным представлением

chπt ·K2it(x) =

=

∞∫
0

cos(x shu) cos(2tu) du =

∞∫
0

cos(xy)√
1 + y2

cos(2tArsh y) dy.
(1)

Действуя формально, с их помощью получим

1

2
chπt · xk ·Gk(t;x) =

∞∫
0

∞∫
0

cos(yx−1/2 shu)J2k−1(y) cos(2tu) du dy = (2)

=

shu≤
√
x∫

0

cos
(
(2k − 1) arcsin(x−1/2 shu)

)√
1− x−1 sh2 u

cos(2tu) du+

+(−1)k
∞∫

shu≥
√
x

(
x−1/2 shu+

√
x−1 sh2 u− 1

)−2k+1

√
x−1 sh2 u− 1

cos(2tu) du.

Выполнив замену y = sh u, получим интегральное представление теоремы 1.
Так как интегралы по u и по y сходятся условно, то перестановка местами

переменных интегрирования некорректна. Этот пробел в доказательстве можно
устранить с помощью двух абсолютно сходящихся интегралов

chπt ·K2it(x) = −
∞∫
0

sin(x shu)

x

d

du

(
cos 2tu

chu

)
du
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( получается из интегрального представления (1) c помощью интегрирования по
частям),

∞∫
0

J2k−1(y)
sin ry

y
dy =

{
1

2k−1
sin ((2k − 1) arcsin r) при 0 ≤ r ≤ 1

(−1)k−1

2k−1

(
r +

√
r2 − 1

)−2k+1
при r ≥ 1.

После интегрирования в двойном интеграле типа (2) по u и интегрирования по
частям по y, получим интегральное представление теоремы 1.

Теорема 2 доказывается точно так же с помощью двух абсолютно сходящихся
интегралов (см. [4])

J2k−1(y) =
2

π

π/2∫
0

sin ((2k − 1)θ) sin(y sin θ) dθ,

∞∫
0

K2it

(
ux−1/2

)
sin(u sin θ)) du =

π

2

sin
(
2t log

(√
x
(
sin θ +

√
sin2 θ + x−1

)))
shπt ·

√
sin2 θ + x−1

и замены sin θ = ux−1/2.
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