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Равномерные асимптотические формулы
для гипергеометрической функции

Получена новая равномерная по параметрам асимптотическая формула
для гипергеометрической функции.
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1. Введение
Во многих задачах аналитической теории чисел (см. [2], [3] и [4]) в остаточных

членах асимптотических формул возникают гипергеометрические функции

F (a, b, c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞∑
n=0

Γ(a+ n)Γ(b+ n)

Γ(c+ n)

zn

Γ(n+ 1)
, (1)

где Γ(s) — гамма функция Эйлера. Их появление обусловлено применением формул
Вороного и Кузнецова. Довольно часто возникает необходимость использования
равномерных по a, b, c оценок на гипергеометрическую функцию. Особую слож-
ность представляет случай комплексных параметров с растущими действительной
и мнимой частью. В качестве примера рассмотрим следующую задачу.

Пусть S2k(N) — линейное комплексное пространство голоморфных параболи-
ческих форм веса 2k относительно конгруэнц-подгруппы Γ0(N). Обозначим через
O2k(N) ортонормированный базис этого пространства относительно скалярного
произведения Петерсона. Каждая форма f из S2k(N) раскладывается в ряд Фурье

f(z) =
∞∑
n=1

ρf (n)e(nz),

где e(x) = exp(2πix). Известно, что пространство S2k(N) распадается на подпро-
странства новых и старых форм

S2k(N) = Snew2k (N)⊕ Sold2k (N).
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Обозначим через H∗2k(N) ортогональный базис пространства Snew2k (N). Определим
L-ряд ассоциированный с f, следующим образом:

Lf (s) =
∞∑
n=1

ρf (n)

ns+k−1/2
.

Положим

W2k(N ; t) = logN + 2γ − 2 log(2π) +
Γ′(k + it)

Γ(k + it)
+

Γ′(k − it)
Γ(k − it)

,

U2k(N ; t) =
ζ(1 + 2it)

(2π)2it
Γ(k + it)

Γ(k − it)
+
ζ(1− 2it)

(2π)−2it
Γ(k − it)
Γ(k + it)

,

Gk(t;x) =
Γ(k + it)Γ(k − it)

Γ(2k)
F (k + it, k − it; 2k;x), (2)

τs(n) =
∑

n1n2=n

(
n1

n2

)s
и обозначим через δm,n символ Кронекера, равный 1 при m = n и 0 — в остальных
случаях. В статье [2] была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Для любого натурального k > 2 и действительного t > 0

Γ(2k − 1)

(4π)2k−1

∑
f∈O2k(N)

∣∣∣∣Lf (1

2
+ it)

∣∣∣∣2 = W2k(N ; t) + (−1)kδ1,NU2k(N ; t)+

+2
∞∑
d=1

τ0(d)τit(dN + 1)

(dN + 1)k
Gk(t; (dN + 1)−1)+

+2(−1)k cosh(πt)
∞∑

d=1+δ1,N

τ0(d)τit(dN − 1)

(dN − 1)k
Gk(t;−(dN − 1)−1).

Кроме того, в работе [2] для x > 0 и вещественного t были получены следующие
оценки:

|Gk(t;x)| � 2−k если x 6 1/2,

cosh(πt)|Gk(t;−x)| �
√
x

xk
,

cosh(πt)|Gk(t;−x)| �
√
x

kxk
, если x 6 1, 4t

√
x 6 2k − 1,

cosh(πt)|Gk(t;−x)| � |Γ(k + it)|2

Γ(2k)

22k cosh(πt)

1− x(1 + t)2
� (1 + t)2k−1√

k

1

1− x(1 + t)2
, (3)

если (1 + t)
√
x < 1. Целью данной работы является получение равномерной по k и

t асимптотической формулы для функции Gk(t;−x).
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Теорема 2. Для любого натурального k и действительных t и x > 0

Gk(t;−x) =
|Γ(k + it)|2

Γ(2k)

(
1 +O

(
k + t√
k

√
x

))
. (4)

Пусть p простое, q = pν и ν > 2. Теорема 2 применяется в работе [1] для
вычисления асимптотики

Γ(2k − 1)

(4π)2k−1

∑
f∈H∗

2k(q)

af (l)

lk−1/2

∣∣∣∣Lf (1

2
+ it)

∣∣∣∣2 . (5)

Заметим, что использование теоремы 2 вместо оценки (3) позволило доказать
нетривиальную асимптотическую формулу для (5) при существенно больших зна-
чениях параметра l. Увеличение величины l приводит к улучшению нижней оценки
для пропорции необнуляемых L функций на критической прямой.

2. Сведение задачи к оценке интегралов

Отметим, что, используя неравенства [5, ф. 5.6.6, ф.5.6.7]

Γ(x)√
cosh(πy)

6 |Γ(x+ iy)| 6 Γ(x),

а также формулы (1) и (2), можно свести случай |t| 6 1 к случаю t = 0. Поэтому
далее считаем t > 1.

Доказательство теоремы 2 базируется на интегральном представлении Мелли-
на –Барнса [5, ф. 15.6.6] гипергеометрической функции

Gk(t;−x) =
1

2πi

∫
(c)

Γ(k + it+ s)Γ(k − it+ s)Γ(−s)
Γ(2k + s)

xsds,

где интегрирование ведется по вертикальной оси <s = c, −k < c < 0. Сдвигая
контур на прямую <s = 1/2, мы пройдем полюс в точке s = 0 и получим

Gk(t;−x) =
|Γ(k + it)|2

Γ(2k)
+

+O

√x ∞∫
−∞

|Γ(k + 1
2

+ i(r + t))Γ(k + 1
2

+ i(r − t))Γ(−1
2
− ir)|

|Γ(2k + 1
2

+ ir)|
dr

 . (6)

Обозначим интеграл в (6) через I. Используя соотношения

Γ(z + 1) = zΓ(z) и |Γ(1/2 + iy)|2 =
π

cosh(πy)
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— см. [5, ф. 5.4.4, ф.5.5.1], находим

I �
∞∫
0

√
P−P+

√
P

dr√
cosh(2πr) + cosh(2πt)

√
1/4 + r2

, (7)

где

P± =
k−1∏
n=0

(
(n+ 1/2)2 + (r ± t)2

)
, P =

2k−1∏
n=0

(
(n+ 1/2)2 + r2

)
.

Обозначим целую часть числа y через [y] и положим

a =

[
|r − t| − 1

2

]
, b =

[
|r + t| − 1

2

]
, c =

[
|r| − 1

2

]
.

Тогда

P− = P−1 P
−
2 R

−
1 R
−
2 , где

P−1 =
a∏

n=0

(r − t)2 = (r − t)2a+2, P−2 =
k−1∏

n=a+1

(n+ 1/2)2 =
Γ2(k + 1/2)

Γ2(a+ 3/2)
,

R−1 =
a∏

n=0

(
1 +

(n+ 1/2)2

(r − t)2

)
, R−2 =

k−1∏
n=a+1

(
1 +

(r − t)2

(n+ 1/2)2

)
. (8)

Аналогичные разложения справедливы и для P+, P :

P+ = P+
1 P

+
2 R

+
1 R

+
2 , P = P3P4R3R4.

Заметим, что при 0 6 a < k − 1

P−1 P
−
2 = (r − t)2a+2Γ2(k + 1/2)

Γ2(a+ 3/2)
� Γ2(k + 1/2)e2a. (9)

Обозначим

g1(z) =

z∫
0

log(1 + x2)
dx

x2
= 2 arctan z − log(1 + z2)

z
,

g2(z) =

z∫
0

log(1 + x2)dx = z log(1 + z2)− 2z + 2 arctan z.

Из определения функций g1,2(z) сразу следует

g1(z) + zg′1(z) = 2 arctan z, g2(z)− zg′2(z) = 2 arctan z − 2z. (10)

ЛогарифмируяR−1 R
−
2 иR+

1 R
+
2 , применяя формулу суммирования Эйлера –Маклорена

и учитывая соотношение g1(1) + g2(1) = π − 2, получаем следующие леммы.
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Лемма 1. Положим y± = |r ± t| и κ = k − 1/2, тогда

R±1 R
±
2 �

{
ey

±(π−2−g1(y±/κ)), если 0 6 y± 6 κ,

ey
±g2(κ/y±)), если κ < y±.

(11)

Лемма 2. Положим y = |r| и κ = 2k − 1/2, тогда

R3R4 �

{
ey(π−2−g1(y/κ)), если 0 6 y 6 κ,

eyg2(κ/y)), если κ < y.
(12)

3. Разбиение интегралов
Следующим шагом в доказательстве теоремы 2 является разбиение интеграла

из (7) в зависимости от значений t и k. Сначала оценим интеграл

I0 =

1/2∫
0

|Γ(k + 1
2

+ i(r + t))Γ(k + 1
2

+ i(r − t))Γ(−1
2
− ir)|

|Γ(2k + 1
2

+ ir)|
dr �

∣∣Γ(k + 1
2

+ it)
∣∣2∣∣Γ(2k + 1

2
)
∣∣ .

Используя (9) и (12), получаем

I0 �
1

cosh(πt)Γ(2k + 1/2)

{
Γ2(k + 1/2)e2tet(π−2−g1(t/(k−1/2))), t 6 k − 1/2;
t2ketg2((k−1/2)/t)), k − 1/2 < t.

(13)

Таким образом, нам остается оценить интеграл

I1/2 =

∞∫
1/2

√
P−P+

√
P

dr

r
√

cosh(2πr) + cosh(2πt)
.

Чтобы применить разбиения (8), необходимо рассмотреть отдельно случаи

a < 0, 0 6 a < k − 1, k − 1 6 a.

При разбиении I1/2 мы не будем каждый раз писать подынтегральную функцию
для сокращения записи . Вместо этого мы будем указывать, равны ли P±1 , P

±
2 , P3, P4

единице. Обозначим

a =


0, если P−1,2 6= 1,

1, если P−1 = 1,

2, если P−2 = 1.

b =


0, если P+

1,2 6= 1,

1, если P+
1 = 1,

2, если P+
2 = 1.

c =

{
0, если P3,4 6= 1,

2, если P4 = 1.
(14)

А вместо записи a = ∗, b = ?, c = � будем в интеграле писать три числа (∗, ?, �).
Сначала разбиваем область интегрирования на подобласти

|r − t| < 1/2, 1/2 6 |r − t| < k − 1/2, k − 1/2 6 |r − t|,
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возникающие для P−. Затем разбиваем область интегрирования на подобласти

r + t < k − 1/2, k − 1/2 6 r + t,

возникающие для P+. В конце разбиваем область интегрирования на подобласти

r < 2k − 1/2, 2k − 1/2 6 r,

возникающие для P. В итоге получаем следующие разбиения в зависимости от
значений t и k. Если t > 3k − 1, то

I1/2 =

2k−1/2∫
1/2

(2, 2, 0) +

t−k+1/2∫
2k−1/2

(2, 2, 2) +

t−1/2∫
t−k+1/2

(0, 2, 2) +

t+1/2∫
t−1/2

(1, 2, 2)+

+

t+k−1/2∫
t+1/2

(0, 2, 2) +

∞∫
t+k−1/2

(2, 2, 2) =
6∑
j=1

I1,j.

(15)

Если 2k < t 6 3k − 1, то

I1/2 =

t−k+1/2∫
1/2

(2, 2, 0) +

2k−1/2∫
t−k+1/2

(0, 2, 0) +

t−1/2∫
2k−1/2

(0, 2, 2) +

t+1/2∫
t−1/2

(1, 2, 2)+

+

t+k−1/2∫
t+1/2

(0, 2, 2) +

∞∫
t+k−1/2

(2, 2, 2) =
6∑
j=1

I2,j.

(16)

Если 2k − 1 < t 6 2k, то

I1/2 =

t−k+1/2∫
1/2

(2, 2, 0) +

t−1/2∫
t−k+1/2

(0, 2, 0) +

2k−1/2∫
t−1/2

(1, 2, 0) +

t+1/2∫
2k−1/2

(1, 2, 2)+

+

t+k−1/2∫
t+1/2

(0, 2, 2) +

∞∫
t+k−1/2

(2, 2, 2) =
6∑
j=1

I3,j.

(17)

Если k < t 6 2k − 1, то

I1/2 =

t−k+1/2∫
1/2

(2, 2, 0) +

t−1/2∫
t−k+1/2

(0, 2, 0) +

t+1/2∫
t−1/2

(1, 2, 0) +

2k−1/2∫
t+1/2

(0, 2, 0)+

+

t+k−1/2∫
2k−1/2

(0, 2, 2) +

∞∫
t+k−1/2

(2, 2, 2) =
6∑
j=1

I4,j.

(18)
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Если k − 1 < t 6 k, то

I1/2 =

t−1/2∫
1/2

(0, 2, 0) +

t+1/2∫
t−1/2

(1, 2, 0) +

t+k−1/2∫
t+1/2

(0, 2, 0)+

+

2k−1/2∫
t+k−1/2

(2, 2, 0) +

∞∫
2k−1/2

(2, 2, 2) =
5∑
j=1

I5,j.

(19)

Если k/2 < t 6 k − 1, то

I1/2 =

k−t−1/2∫
1/2

(0, 0, 0) +

t−1/2∫
k−t−1/2

(0, 2, 0) +

t+1/2∫
t−1/2

(1, 2, 0) +

t+k−1/2∫
t+1/2

(0, 2, 0)+

+

2k−1/2∫
t+k−1/2

(2, 2, 0) +

∞∫
2k−1/2

(2, 2, 2) =
6∑
j=1

I6,j.

(20)

Если (k − 1)/2 < t 6 k/2, то

I1/2 =

t−1/2∫
1/2

(0, 0, 0) +

k−t−1/2∫
t−1/2

(1, 0, 0) +

t+1/2∫
k−t−1/2

(1, 2, 0) +

t+k−1/2∫
t+1/2

(0, 2, 0)+

+

2k−1/2∫
t+k−1/2

(2, 2, 0) +

∞∫
2k−1/2

(2, 2, 2) =
6∑
j=1

I7,j.

(21)

Если 1 < t 6 (k − 1)/2, то

I1/2 =

t−1/2∫
1/2

(0, 0, 0) +

t+1/2∫
t−1/2

(1, 0, 0) +

k−t−1/2∫
t+1/2

(0, 0, 0) +

t+k−1/2∫
k−t−1/2

(0, 2, 0)+

+

2k−1/2∫
t+k−1/2

(2, 2, 0) +

∞∫
2k−1/2

(2, 2, 2) =
6∑
j=1

I8,j.

(22)

4. Оценки интегралов
В дальнейших вычислениях ключевую роль играет следующее утверждение

Лемма 3. Если h(x) непрерывно дифференцируема и монотонна на отрезке
[x1, x2], то ∣∣∣∣∣∣

x2∫
x1

eh(x)dx

∣∣∣∣∣∣� max
(
eh(x1), eh(x2)

)
min

x∈[x1,x2]
|h′(x)|

.
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Введем обозначения для аргументов функций g1,2(z) из лемм 1 и 2:

θ1 =
k

|r − t|
, θ2 =

k

|r + t|
, θ3 =

2k

r
, ϑ1 = θ−11 , ϑ2 = θ−12 , ϑ3 = θ−13 .

Отметим, что мы заменили (k − 1/2) на k. Такая замена даст погрешность O(1).
Для демонстрации метода мы оценим интегралы из формулы (15). Остальные семь
случаев доказываются аналогично.

Оценим I1,1. Из (3), (14), (15), (8) и (12) следует, что

I1,1 �
1

cosh(πt)Γ(2k + 1/2)

2k−1/2∫
1/2

(t− r)k(t+ r)kP (r)
dr

rer
,

P 2(r) = e(t−r)g2(θ1)+(t+r)g2(θ2)−r(π−2−g1(ϑ3)).

Чтобы применить лемму 3, запишем оценку для I1,1 в виде

I1,1 �
1

cosh(πt)Γ(2k + 1/2)

2k−1/2∫
1/2

ef1,1(r)dr,

f1,1(r) = k log(t− r) + k log(t+ r)− log r − r + logP (r).

Используя (10), находим

f ′1,1(r) = −π
2
− 1

r
− arctan θ1 + arctan θ2 + arctanϑ3 <

< −π
2

+ arctan
1

3
+ arctan 1 < 0.

Применяя лемму 3 и используя неравенство (13), получаем

I1,1 �
ef1,1(1/2)

cosh(πt)Γ(2k + 1/2)
� t2k

cosh(πt)Γ(2k + 1/2)
etg2(k/t) � I0.

Мы хотим доказать, что I1,j 6 I1,j−1. Заметим, что для этого достаточно показать,
что f ′1,j(r) < 0 и |f ′1,j(r)| � 1.

Оценим I1,2. Из (3), (14),(15), (8) и (12) следует, что

I1,2 �
1

cosh(πt)

t−k+1/2∫
2k−1/2

(t− r)k(t+ r)kP (r)
dr

r2k+1
=

1

cosh(πt)

t−k+1/2∫
2k−1/2

ef1,2(r)dr,

где

P 2(r) = e(t−r)g2(θ1)+(t+r)g2(θ2)−rg2(θ3),

f1,2(r) = k log(t− r) + k log(t+ r)− (2k + 1) log r + logP (r).
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Используя (10), получаем

f ′1,2(r) = −1

r
− arctan θ1 + arctan θ2 − arctan θ3 <

< − arctan
2k

r
− arctan

2kr

t2 + k2 − r2
< 0.

Следовательно, I1,2 6 I1,1.
Оценим I1,3. Из (3), (14),(15), (8), (9) и (12) следует, что

I1,3 �
1

cosh(πt)

t−1/2∫
t−k+1/2

Γ(k + 1/2)et−r(t+ r)kP (r)
dr

r2k+1
=

Γ(k + 1/2)

cosh(πt)

t−1/2∫
t−k+1/2

ef1,3(r)dr,

где

P 2(r) = e(t−r)(π−2−g1(ϑ1))+(t+r)g2(θ2)−rg2(θ3),

f1,3(r) = t− r + k log(t+ r)− (2k + 1) log r + logP (r).

Применяя (10), находим

f ′1,3(r) = −π
2
− 1

r
+ arctanϑ1 + arctan θ2 − arctan θ3 <

< −π
2

+
π

4
+ arctan

k

2t− k + 1/2
< 0.

Следовательно, I1,3 6 I1,2.
Оценим I1,4. Из (3), (14), (15), (8), (9) и (12) следует, что

I1,4 �
Γ(k + 1/2)

cosh(πt)

t+1/2∫
t−1/2

(t+ r)kP (r)
dr

r2k+1
=

Γ(k + 1/2)

cosh(πt)

t+1/2∫
t−1/2

ef1,4(r)dr,

где

P 2(r) = e(t+r)g2(θ2)−rg2(θ3),

f1,4(r) = k log(t+ r)− (2k + 1) log r + logP (r).

Используя (10), получаем

f ′1,4(r) = −1

r
+ arctan θ2 − arctan θ3 < 0.

Следовательно, I1,4 6 I1,3.
Оценим I1,5. Из (3), (14), (15), (8), (9) и (12) следует, что

I1,5 �
t+k−1/2∫
t+1/2

Γ(k + 1/2)

cosh(πr)
(t+ r)ker−tP (r)

dr

r2k+1
= Γ(k + 1/2)

t+k−1/2∫
t+1/2

ef1,5(r)dr,
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где

P 2(r) = e(r−t)(π−2−g1(ϑ1))+(t+r)g2(θ2)−rg2(θ3),

f1,5(r) = −πr + r − t+ k log(t+ r)− (2k + 1) log r + logP (r).

Применяя (10), находим

f ′1,5(r) = −1

r
− π

2
− arctanϑ1 + arctan θ2 − arctan θ3 < −

π

2
+ arctan

k

2t
< 0.

Следовательно, I1,5 6 I1,4.
Оценим I1,6. Из (3), (14), (15),(8) и (12) следует, что

I1,6 �
∞∫

t+k−1/2

(r + t)k(r − t)k

cosh(πr)
P (r)

dr

r2k+1
=

∞∫
t+k−1/2

ef1,6(r)dr,

где

P 2(r) = e(r−t)g2(θ1)+(t+r)g2(θ2)−rg2(θ3),

f1,6(r) = −πr + k log(r + t) + k log(r − t)− (2k + 1) log r + logP (r).

Используя (10), получаем

f ′1,6(r) = −1

r
− π + arctan θ1 + arctan θ2 − arctan θ3 < 0.

Следовательно, I1,6 6 I1,5.
Итак, мы доказали, что I1/2 � I0 при t > 3k − 1. Доказательство того, что

I1/2 � I0 в остальных случаях (16)–(22) аналогично приведенному. Подставляя
оценку (13) в (6), получаем

Gk(t;−x) =
|Γ(k + it)|2

Γ(2k)
+O

(
√
x

∣∣Γ(k + 1
2

+ it)
∣∣2∣∣Γ(2k + 1

2
)
∣∣
)
. (23)

Обозначим d = [ |t| ] . Применяя соотношения

Γ(z + 1) = zΓ(z) и |Γ(iy)|2 =

√
π

y sinh(πy)
,

получаем |Γ(k + it)|2 = P5P6R5R6|Γ(it)|2, где

P5 =
d∏

n=0

t2 = t2d+2, P6 =
k−1∏

n=d+1

n2 =
Γ2(k)

Γ2(d+ 1)
,

R5 =
d∏

n=0

(
1 +

n2

t2

)
, R6 =

k−1∏
n=d+1

(
1 +

t2

n2

)
.
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Для произведения R5R6 справедлива оценка из леммы 1 с y = |t| и κ = k − 1.
Заметим, что при 0 < d < k − 1

P5P6 = t2d+2 Γ2(k)

Γ2(d+ 1)
� Γ2(k)de2d.

Таким образом, мы получаем

|Γ(k + it)|2 � e−π|t|
{

Γ2(k)e2tet(π−2−g1(t/(k−1))), t 6 k − 1;
t2k−1etg2((k−1)/t)), k − 1 < t.

(24)

Тогда формула (4) следует из (24), (23) и (13) и оценки

Γ(n+ 1/2) � Γ(n)
√
n.

Теорема 2 доказана.
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