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Алгоритм решения задачи
граничного оптимального управления

в модели сложного теплообмена

Рассматривается нестационарная модель сложного теплообмена, вклю-
чающая P1 приближение для уравнения переноса излучения. Задача
оптимального управления заключается в нахождении коэффициента
граничного отражения из заданного промежутка, доставляющего ми-
нимум функционалу качества. Рассматриваемый алгоритм решения за-
дачи управления основан на том, что оптимальное управление удовле-
творяет принципу bang-bang, и использует идею метода градиентного
спуска. Алгоритм протестирован для трехмерной области.

Ключевые слова: радиационный теплообмен, диффузионное приближе-
ние, оптимальное управление, bang-bang, метод градиентного спуска.

1. Введение

Задачи управления для моделей сложного теплообмена в рассеивающих средах
с отражающими границами представляют интерес в связи с инженерными при-
ложениями [1, 2]. Работы [3–9] посвящены исследованию задач управления темпе-
ратурой на границе области для нестационарных моделей сложного теплообмена,
включающих нестационарное уравнение теплопроводности и стационарное SPN

приближение уравнения переноса излучения; аналогичная задача управления для
стационарной модели исследована в [10].

Задача управления граничным коэффициентом отражения для стационарной
модели сложного теплообмена рассмотрена в [11], для нестационарных моделей —
в [12, 13]. Для данных задач управления справедлив аналог принципа bang-bang,
т.е. оптимальное управление принимает либо минимальное, либо максимальное
значение в точках границы области, где функция переключения не обращается в
нуль.
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восточный федеральный университет, 690950, г. Владивосток, ул. Суханова, 8. Электронная
почта: glebgrenkin@gmail.com



Алгоритм решения задачи граничного оптимального управления 25

Настоящая работа посвящена анализу алгоритма нахождения оптимального
управления для задачи, рассмотренной в [13]. Существующие алгоритмы вычис-
ления оптимального bang-bang управления разработаны главным образом для од-
номерных управлений, например, зависящих от времени. Так, в [14] применен ал-
горитм градиентного спуска, когда управление на каждой итерации не обязатель-
но имеет тип bang-bang. В [15] использован вариант градиентного метода, когда
управление на каждом шаге имеет тип bang-bang, при этом после вычисления
градиента функционала новое и старое приближения усредняются посредством
вычисления выпуклых комбинаций точек переключения. В [16] для нахождения
оптимального управления применялся метод простой итерации. Обзор алгорит-
мов решения задач управления с одномерным bang-bang управлением содержится
в [17, 18]. В [19, 20] задачи управления с одномерным и двумерным управлением
решались путем сведения к дискретной задаче оптимизации. В [21] для решения
задачи с двумерным управлением применен многосеточный метод.

В работе автора [13] рассмотрена задача управления для модели сложного
теплообмена, доказана разрешимость задачи управления, получены необходимые
условия оптимальности и использован оптимизационный алгоритм, который мо-
жет быть применен и в случае, когда управление является двумерным. Похожий
алгоритм предлагался в [22, раздел 4.3] для задачи управления системой ОДУ. В
настоящей работе этот алгоритм проанализирован для задачи управления слож-
ным теплообменом и протестирован для трехмерной области.

2. Постановка задачи
Нестационарная нормализованная диффузионная модель, описывающая ради-

ационный и кондуктивный теплообмен в ограниченной области Ω ⊂ R3, имеет
следующий вид [5,13]:

∂θ/∂t− a∆θ + bκa(|θ|θ3 − φ) = 0, (1)
−α∆φ+ κa(φ− |θ|θ3) = 0, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ). (2)

Здесь θ — нормализованная температура, φ — нормализованная интенсивность
излучения, усредненная по всем направлениям, κa — коэффициент поглощения.
Постоянные a, b и α определяются по формулам:

a =
k

ρcp
, b =

4σn2T 3
max

ρcp
, α =

1

3κ− Aκs
,

где k — теплопроводность, cp — удельная теплоемкость, ρ — плотность, σ — посто-
янная Стефана –Больцмана, n — показатель преломления, Tmax — максимальная
температура в ненормализованной модели, κ = κs+κa — коэффициент полного вза-
имодействия, κs — коэффициент рассеяния. Коэффициент A ∈ [−1, 1] описывает
анизотропию рассеяния, случай A = 0 соответствует изотропному рассеянию.

Будем предполагать, что функции θ, φ, описывающие процесс сложного тепло-
обмена, удовлетворяют следующим условиям на границе Γ = ∂Ω:

a∂nθ + β(θ − θb) = 0, α∂nφ+ u(φ− θ4b ) = 0, (3)
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а также начальному условию

θ|t=0 = θ0. (4)

Здесь через ∂n обозначаем производную в направлении внешней нормали n. Неот-
рицательная функция θb = θb(x, t), функция β = β(x), x ∈ Γ, t ∈ (0, T ), и началь-
ная функция θ0 являются заданными. Коэффициент u играет роль управления и
зависит от степени черноты поверхности ε таким образом: u =

ε

2(2− ε)
.

Рассмотрим множество управлений u(x), x ∈ Γ, удовлетворяющих условию

u1(x) ≤ u(x) ≤ u2(x), x ∈ Γ,

где u1, u2 — заданные положительные функции. Задача оптимального управления
заключается в нахождении функции u из указанного множества, доставляющей
минимум функционалу Ĵ(u) = J(θ(u), φ(u)). Здесь J(θ, φ) — некоторый функцио-
нал качества, {θ(u), φ(u)} — решение задачи (1)–(4), соответствующее управлению
u. Через {f, g} обозначаем упорядоченную пару функций.

3. Формализация задачи и результаты теоретическо-
го анализа

В дальнейшем считаем, что Ω — липшицева ограниченная область, Σ = Γ ×
(0, T ). Через Lp, 1 ≤ p ≤ ∞, обозначаем пространство Лебега, через H1 — про-
странство Соболева W 1

2 , а через Lp(0, T ;X) — пространство Лебега функций со
значениями в банаховом пространстве X. Будем предполагать, что исходные дан-
ные удовлетворяют условиям

(i) β, u1, u2 ∈ L∞(Γ), θb ∈ L∞(Σ), 0 < β0 ≤ β, 0 < u0 ≤ u1 ≤ u2, β0, u0 =
Const, θb ≥ 0;

(ii) 0 ≤ θ0 ∈ L∞(Ω);

(iii)
dθb
dt

∈ L2(Σ).

Пусть H = L2(Ω), V = H1(Ω), через V ′ обозначаем пространство, сопряженное
с пространством V . Отметим, что V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′. Обозначим через (f, v)
значение функционала f ∈ V ′ на элементе v ∈ V , совпадающее со скалярным
произведением в H, если f ∈ H.

Определим пространство W = {y ∈ L2(0, T ;V ) : y′ ∈ L2(0, T, V ′)}. Здесь и далее
y′ = dy/dt. Обозначим через Y = W ×L2(0, T ;V ) пространство состояний системы
(1)–(4), через U = L2(Γ) — пространство управлений, Uad = {u ∈ U : u1 ≤ u ≤ u2} —
множество допустимых управлений.

Определение 1. Пара y = {θ, φ} ∈ Y называется слабым решением задачи
(1)–(4), соответствующим управлению u ∈ Uad, если для любых v, w ∈ V почти
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всюду на (0, T ) выполняются равенства

(θ′, v) + a(∇θ,∇v) +
∫
Γ

βθv dΓ + bκa(|θ|θ3 − φ, v) =

∫
Γ

βθbv dΓ,

α(∇φ,∇w) +
∫
Γ

uφw dΓ + κa(φ− |θ|θ3, w) =
∫
Γ

uθ4bw dΓ

и при этом θ|t=0 = θ0.

Теорема 1. [13] Пусть выполняются условия (i), (ii). Тогда для любого u ∈
Uad задача (1)–(4) имеет единственное слабое решение {θ, φ} и справедливы нера-
венства 0 ≤ θ ≤M , 0 ≤ φ ≤M4, где M = max

{
∥θb∥L∞(Σ), ∥θ0∥L∞(Ω)

}
.

Пусть функционал качества J : Y → R имеет вид J(θ, φ) = J1(θ, φ) + J2(θ|t=T )
и выполняется условие

(iv) J1 : L2(0, T ;V × V ) → R, J2 : H → R — дифференцируемые по Фреше,
ограниченные снизу и слабо полунепрерывные снизу функционалы.

Определим приведенный функционал качества следующим образом:
Ĵ(u) = J(θ(u), φ(u)). Здесь и далее {θ(u), φ(u)} — слабое решение задачи (1)–(4),
соответствующее управлению u. Задача оптимального управления заключается в
минимизации функционала Ĵ на множестве Uad:

Ĵ(u) → inf, u ∈ Uad. (5)

Решение û задачи (5) будем называть оптимальным управлением.

Теорема 2. [13] Пусть выполняются условия (i)–(iv). Тогда существует ре-
шение задачи (5).

Определение 2. Пусть u ∈ Uad, θ = θ(u), φ = φ(u). Пара p = {p1, p2} ∈ Y на-
зывается слабым решением сопряженной задачи, соответствующей управлению
u, если для любых v, w ∈ V почти всюду на (0, T ) выполняются равенства

−(p′1, v) + a(∇p1,∇v) +
∫
Γ

βp1v dΓ + 4κa
(
θ3(bp1 − p2), v

)
= (J ′

1θ(θ, φ), v),

α(∇p2,∇w) +
∫
Γ

up2w dΓ + κa(p2 − bp1, w) = (J ′
1φ(θ, φ), w)

и при этом p1|t=T = J ′
2(θ|t=T ).

Лемма 1. [13] Пусть выполняются условия (i), (ii), (iv). Для любого u ∈ Uad

существует единственное слабое решение p ∈ Y сопряженной задачи, соответ-
ствующей управлению u.

Слабое решение сопряженной задачи, соответствующей управлению u ∈ Uad,
обозначим через {p1(u), p2(u)}.
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Теорема 3. [13] Пусть выполняются условия (i), (ii), (iv). Для любого опти-
мального управления û справедлив аналог принципа bang-bang:

û(x) =

{
u1(x), если ψ(x) < 0,

u2(x), если ψ(x) > 0.
(6)

Здесь

ψ(x) =

T∫
0

(φ̂− θ4b )p2 dt, x ∈ Γ, φ̂ = φ(û), p2 = p2(û). (7)

Замечание 1. Градиент функционала Ĵ вычисляется по формуле [13]

Ĵ ′(u) = −ψ, ψ(x) =

T∫
0

(φ(u)− θ4b )p2(u) dt, x ∈ Γ. (8)

Приведем примеры сопряженных задач для функционалов

J1(θ) =

T∫
0

∫
Ω

(θ − θd)
2 dxdt, J2(θ) =

∫
Ω

(θ|t=T − θd)
2 dx, (9)

где θd ∈ L2(0, T ;H) (соответственно θd ∈ H) — заданная функция.
Если J = J1, то сопряженная задача является слабой формулировкой задачи

(см. [13])

−∂p1/∂t− a∆p1 + 4κaθ
3(bp1 − p2) = θ − θd,

−α∆p2 + κa(p2 − bp1) = 0 в Ω,

a∂np1 + βp1 = 0, α∂np2 + up2 = 0 на Γ,

p1|t=T = 0.

В случае J = J2 сопряженная задача соответствует слабой формулировке задачи

−∂p1/∂t− a∆p1 + 4κaθ
3(bp1 − p2) = 0,

−α∆p2 + κa(p2 − bp1) = 0 в Ω,

a∂np1 + βp1 = 0, α∂np2 + up2 = 0 на Γ,

p1|t=T = θ|t=T − θd.

4. Оптимизационный алгоритм
Численный алгоритм решения задачи управления (5) основан на системе опти-

мальности, которая включает уравнения состояния (1)–(4), сопряженную задачу
и соотношение (6), выражающее аналог принципа bang-bang. Поскольку система
оптимальности представляет собой необходимые условия минимума функционала
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Ĵ , то найденное решение системы оптимальности гарантированно будет решением
задачи (5) в том случае, если система оптимальности имеет единственное решение.
Вопрос о единственности решения системы оптимальности, так же, как и вопрос о
единственности решения задачи (5), является открытым.

Простейшим алгоритмом нахождения оптимального управления в задаче (5)
является метод простой итерации, который заключается в следующем. Выбирает-
ся начальное приближение для управления u0. На каждой итерации вычисляется
решение {θj, φj} задачи (1)–(4) при u = uj, затем находится решение {pj1, p

j
2} со-

пряженной задачи, и следующее приближение uj+1 вычисляется по формуле

uj+1(x) =

{
u1(x), если ψ(x) < 0,

u2(x), если ψ(x) > 0,

где ψ(x) =
T∫

0

(φj − θ4b )p
j
2 dt, x ∈ Γ.

Однако ожидать сходимости метода простой итерации можно лишь в отдельных
случаях, например, θd = 0. На каждой итерации данный метод обновляет управле-
ние во всех точках границы, что может привести к тому, что приближения uj будут
поочередно равны крайним значениям u1 и u2, т.е. uj ≡ u1, u

j+1 ≡ u2, u
j+2 ≡ u1, . . .

Поэтому можно предложить обобщение метода простой итерации, в котором управ-
ление обновляется лишь на некотором подмножестве границы Γ.

Разобьем границу Γ = ∂Ω на ячейки γi приблизительно одинаковой площади.
На каждой ячейке выберем точку (узел) xi. Нас будет интересовать множество
управлений, для которых а) u(x) = u(xi) на γi; б) управление имеет вид bang-
bang: u(xi) = u1(xi) или u2(xi). Узлы, в которых имеется несоответствие между
управлением и знаком функции переключения ψ(x), т.е. не выполняется равенство
(6), назовем критическими. На каждой итерации алгоритм изменяет управление
в k критических узлах либо во всех критических узлах, если их число меньше k.

Остановимся на вопросе выбора критических узлов, в которых нужно изменить
управление. Если функционал Ĵ дифференцируем по Фреше, то

Ĵ(u+ v)− Ĵ(u) = −(ψ, v)L2(Γ) + o
(
∥v∥L2(Γ)

)
,

где функция ψ определяется по формуле (8). Поэтому при изменении управления
на малом подмножестве границы Γ главная часть приращения функционала Ĵ
будет определяться слагаемым −(ψ, v)L2(Γ), где v — приращение управления.

Допустим, что v(x) = unew(xi)− u(xi) на γi и v(x) = 0 на Γ \ γi. Тогда

−(ψ, v)L2(Γ) ≈ −ψ(xi)(unew(xi)− u(xi))|γi| ≡ di,

где |γi| — площадь γi. Поэтому если u(xi) = u1(xi) и ψ(xi) < 0 либо u(xi) = u2(xi)
и ψ(xi) > 0, то при изменении u(xi) величина di будет положительной. В против-
ном случае, когда в узле xi имеется несоответствие между управлением и знаком
функции ψ, величина di будет отрицательной:

di = −(u2(xi)− u1(xi))|ψ(xi)||γi|,
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если unew(xi) = u(xi) + (u2(xi)− u1(xi)) signψ(xi).
Таким образом, для того чтобы приближенное приращение функционала Ĵ бы-

ло отрицательным и минимальным, нужно выбрать k критических узлов с наи-
большими значениями выражения |ψ(xi)|(u2(xi)−u1(xi)) и изменить управление в
этих узлах на противоположное крайнее значение.

Параметр k будем изменять динамически. Вначале k равно общему количе-
ству узлов, что соответствует методу простой итерации. Пока Ĵ(uj+s) ≥ Ĵ(uj),
s = 1, 2, . . . , возвращаемся к управлению uj, уменьшаем k вдвое и получаем новое
приближение uj+s+1 описанным выше способом из управления uj. Если Ĵ(uj+s) <

Ĵ(uj), то не изменяем k и получаем новое приближение uj+s+1 из управления uj+s.
При k = 1 условие уменьшения k не проверяется.

Условием окончания итераций является либо отсутствие критических узлов,
либо зацикливание алгоритма при k = 1. Зацикливание означает, что приближение
управления uj совпало с прежним приближением uj−s, s ≥ 1, если на (j − s)-й
итерации k равнялось 1.

Отметим, что рассмотренный алгоритм является вариантом метода градиент-
ного спуска, и роль параметра шага играет параметр k.

5. Численные эксперименты
В этом разделе считаем, что Ω = {(x, y, z) : 0 ≤ x, y, z ≤ L} — куб со стороной

L и θ0, θb, β, u1, u2 — положительные постоянные, не зависящие от x и t. Предпола-
гается, что функционал качества J — это J1 либо J2, см. (9), причем θd = Const.

Определение 3. Назовем функцию f : Γ → R симметричной, если для почти
всех x, y ∈ (0, L):

f(x, y, 0) = f(x, y, L) = f(x, 0, y) = f(x, L, y) = f(0, x, y) = f(L, x, y),

f(x, y, 0) = f(L− x, y, 0) = f(x, L− y, 0) = f(y, x, 0).

Для упрощения численных экспериментов будем рассматривать только симмет-
ричные управления. Пусть U0 — множество симметричных управлений из множе-
ства Uad. Рассмотрим задачу оптимального управления на множестве U0:

Ĵ(u) → inf, u ∈ U0. (10)

Так как множество U0 выпукло и замкнуто, справедлива следующая лемма,
доказательство которой аналогично доказательству теоремы 2.

Лемма 2. Существует решение задачи (10).

Сопряженная задача для задачи управления (10) определяется так же, как и
для задачи управления (5) (см. определение 2).

Лемма 3. Для любого u ∈ U0 функции θ(u)|Γ, φ(u)|Γ, p1(u)|Γ, p2(u)|Γ симмет-
ричны.
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Доказательство. Рассмотрим функции θ̃(x, y, z) = θ(L−x, y, z), φ̃(x, y, z) = φ(L−
x, y, z). Нетрудно проверить, что {θ̃, φ̃} — слабое решение задачи (1)–(4). В силу
того, что слабое решение единственно, получаем, что θ̃ = θ, φ̃ = φ. Следовательно,
решение {θ, φ} симметрично относительно плоскости x = L/2, аналогично доказы-
вается симметрия относительно плоскостей y = L/2 и z = L/2.

Таким образом, на каждой грани куба решение {θ, φ} симметрично относи-
тельно средних линий соответствующей грани. Остается доказать, что решение
на грани куба симметрично относительно диагоналей грани. Для этого достаточ-
но рассмотреть функции θ̃(x, y, z) = θ(y, x, z), φ̃(x, y, z) = φ(y, x, z) и проделать
выкладки так же, как и выше.

Рассуждения, касающиеся решения сопряженной задачи, проводятся аналогич-
но.

Лемма 4. Для любого решения û задачи (10) справедлив аналог принципа bang-
bang (6).

Доказательство. Повторяя рассуждения [13], получим, что для любого u ∈ U0

выполняется неравенство

T∫
0

∫
Γ

(u− û)(φ̂− θ4b )p2 dΓdt ≤ 0,

где φ̂ = φ(û), p2 = p2(û).
Рассмотрим подмножество Γ0 = {(x, y, 0) : 0 ≤ x ≤ L/2, 0 ≤ y ≤ x} границы Γ.

По лемме 3 функции φ̂|Γ и p2|Γ симметричны, следовательно,

T∫
0

∫
Γ

(u− û)(φ̂− θ4b )p2 dΓdt = 48

∫
Γ0

(u− û)

T∫
0

(φ̂− θ4b )p2 dtdΓ ≤ 0,

поэтому (ср. [12,13])

ψ(ξ − û) ≤ 0 ∀ξ ∈ [u1, u2] почти всюду на Γ0,

где функция ψ определяется по формуле (7). Отсюда следует аналог принципа
bang-bang (6).

Из лемм 2 и 4 вытекает

Следствие 1. Существует симметричное решение системы оптимальности
для задачи (5).

Для тестирования оптимизационного алгоритма будем использовать симмет-
ричные тесты, в которых на каждой итерации приближение управления симмет-
рично, и поэтому граничные значения решений задачи (1)–(4) и сопряженной за-
дачи также симметричны.
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Для решения прямой и сопряженной задач применим метод конечных разно-
стей. Введем в кубе равномерную сетку, разделив стороны куба на N равных ча-
стей. Узлы, в которых задаются значения управления, совпадают с узлами расчет-
ной сетки. Зададим управление на треугольнике — восьмой части грани куба, т.е.
в узлах (xi, yj), 0 ≤ i ≤ n, 0 ≤ j ≤ i, где n = ⌊N/2⌋. На остальные граничные узлы
управление распространяется согласно симметрии, указанной в определении 3.

В соответствии с проведенным численным экспериментом, есть основания по-
лагать, что при использовании метода конечных разностей численные решения
прямой и сопряженной задач обладают симметрией, и поэтому управление на сле-
дующей итерации будет сохранять свойство симметрии.

Применим схему Кранка –Николсон (метод трапеций). Для решения нелиней-
ной системы (1)–(4) используем линеаризацию методом Ньютона. Граничные усло-
вия третьего рода аппроксимируем со вторым порядком, аппроксимация гранич-
ных условий может быть получена методом фиктивных точек [23, с. 306].

Всего получаем 27 групп разностных уравнений, которые можно разделить на
4 типа: 1) для внутренних узлов; 2) для граней; 3) для ребер; 4) для вершин. При
программировании, учитывая симметрию задачи, достаточно записать 4 группы
уравнений.

Для решения СЛАУ используем алгоритм Bi-CGSTAB [24] с предобусловлива-
телем ILU (неполное LU-разложение), реализованный в библиотеке ITL [25]. Значе-
ние функционала качества вычисляется с помощью формулы трапеций. Для про-
ведения численных экспериментов разработана программа для ЭВМ [26] на языке
программирования C++.

В качестве примера возьмем данные из [13], соответствующие параметрам стек-
лянного кубика. Положим L = 10 [см], T = 300 [с], Tmax = 1000 K, a = 0.006 [см2/c],
α = 0.333 . . . [см], b = 0.025 [см/с], κa = 1 [см−1], β = 0.00005 [см/с], θb = 0.3, θ0 = 1.
Границы для управления выберем следующим образом: u1 = 0.1, u2 = 0.4. Введем
равномерную сетку с 101×101×101 узлами по пространству (N = 100) и 301 узлом
по времени.

Проведем вычисления для функционалов (9). Рассмотрим пример задачи с
функционалом J1, θd = 0.8. Начальным приближением в этом и последующих
тестах будет u1. На рис. 1а приведен график оптимального управления на стороне
куба. Светлая область соответствует значению u1, темная — u2. На рис. 1б изоб-
ражен график оптимальной температуры в центральном сечении куба z = L/2 в
конечный момент времени t = T . Рисунок 2 показывает значения функционала
качества, количество критических узлов и значения параметра k на разных итера-
циях алгоритма. Конечное значение функционала равно 2452.49, конечное число
критических узлов равно 2.
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Рис. 1. а) Оптимальное управление. б) Оптимальная температура в центральном
сечении куба в конечный момент времени.
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Рис. 2. а) Функционал качества. б) Количество критических узлов. в) Параметр k.

Далее рассмотрим пример задачи с функционалом J2, θd = 0.8. Результаты
вычислений показаны на рисунках 3, 4. Конечное значение функционала равно
1.349, конечное число критических узлов равно 0.
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Рис. 3. а) Оптимальное управление. б) Оптимальная температура в центральном
сечении куба в конечный момент времени.
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Рис. 4. а) Функционал качества. б) Количество критических узлов. в) Параметр k.

Наконец, рассмотрим пример задачи с функционалом J2, θd = 0.7. Результаты
вычислений показаны на рисунках 5, 6. Конечное значение функционала равно
1.739, конечное число критических узлов равно 1.



Алгоритм решения задачи граничного оптимального управления 35

а)

0.66

0.66

0.66

0.66

0.68

0.7

0.72

0.74

0.76
0.78

0.8

0 2 4 6 8 10

0

2

4

6

8

10

б)

Рис. 5. а) Оптимальное управление. б) Оптимальная температура в центральном
сечении куба в конечный момент времени.
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Рис. 6. а) Функционал качества. б) Количество критических узлов. в) Параметр k.

Отметим особенность задачи: при изменении управления в малом числе узлов
знак функции переключения может измениться в большом числе узлов, поэтому не
во всех случаях удается получить полное соответствие управления и знака функ-
ции переключения, т.е. получить управление с отсутствием критических точек.
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Возможно использовать многосеточный метод, когда оптимальное управление
сначала вычисляется на более грубой сетке и затем выбирается в качестве началь-
ного приближения на более мелкой сетке.

6. Заключение

В статье проведен анализ алгоритма нахождения оптимального bang-bang управ-
ления для модели сложного теплообмена, алгоритм протестирован для трехмерной
области. В проведенных тестах алгоритм находит управление с достаточно малым
количеством критических точек, что означает, что найденное управление прибли-
женно удовлетворяет системе оптимальности. Поскольку для решения задачи тре-
буется небольшое число итераций, алгоритм можно считать эффективным.
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ABSTRACT

A nonstationary model of complex heat transfer, which includes P1 ap-
proximation for the radiative heat transfer equation, is considered. The
optimal control problem consists in determination of the boundary reflec-
tion coefficient within the specified range in order to minimize the cost
functional. The considered algorithm for solving the control problem is
based on the fact, that the optimal control satisfies the bang-bang princi-
ple, and employs the idea of the gradient descent method. The algorithm
is tested for a three-dimensional domain.
Key words: radiative heat transfer, diffusion approximation, optimal con-
trol, bang-bang, gradient descent method.


