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О ранге конечного набора тэта-функций

В работе для тэта-функции

θ(z) = θ(z; q) =
∞∑

n=−∞

e2iznqn
2

доказано тождество

θ(z1 + w) . . . θ(zk−1 + w)θ(z1 + · · ·+ zk−1 − w) =
s∑

i=1

φi(z1, . . . , zk−1)ψi(w)

(∀z1, . . . , zk−1, w ∈ C)

с некоторыми явно указываемыми тэта-функциями ψi от одной пере-
менной и φi от k − 1 переменной.

Ключевые слова: тэта-функция, эллиптическая функция, сигма-функция
Вейерштрасса.

Введение
В работах [1], [2] и [3] была предложена конструкция для построения решений k-

линейных дифференциальных уравнений с помощью функций, удовлетворяющих
функциональному уравнению

f1(z1 + w) . . . fk−1(zk−1 + w)g(z1 + · · ·+ zk−1 − w) =
s∑

i=1

φi(z1, . . . , zk−1)ψi(w), (1)

где f1, . . . , fk−1, g, ψ1, . . . , ψs — голоморфные функции на всей плоскости комплекс-
ного переменного (целые функции) и φ1, . . . , φs — также голоморфные функции на
C по каждой переменной. При k = 2 уравнение (1) имеет вид

f1(z1 + w)g(z1 − w) =
s∑

i=1

φi(z1)ψi(w),
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а при k = 3

f1(z1 + w)f2(z2 + w)g(z1 + z2 − w) =
s∑

i=1

φi(z1, z2)ψi(w). (2)

В работах [1] и [2] было отмечено, что из классического тождества для сигма-
функции Вейерштрасса (см. [4])

σ(x+ y + z)σ(x− y)σ(y − z)σ(z − x) =
1

2
σ3(x)σ3(y)σ3(z) det

1 ℘(z) ℘′(z)
1 ℘(y) ℘′(y)
1 ℘(z) ℘′(z)


с эллиптической функцией Вейерштрасса

℘(z) = − d2

dz2
σ(z)

следует, что для набора (f1, f2, g) = (σ, σ, σ) выполняется разложение (2) с s = 3.
В настоящей работе этот результат обобщается на натуральные k > 3.

Автор благодарит В.А. Быковского за постановку задачи и обсуждение полу-
ченных результатов.

1. Тэта-функции и сигма-функция Вейерштрасса
Согласно традиционным обозначениям (см. [4])

ϑ1(z; q) = −i
∞∑

n=−∞

(−1)ne2i(n+
1
2
)zq(n+

1
2
)2 ,

ϑ2(z; q) =
∞∑

n=−∞

e2i(n+
1
2
)zq(n+

1
2
)2 ,

ϑ3(z; q) =
∞∑

n=−∞

e2inzqn
2

,

ϑ4(z; q) =
∞∑

n=−∞

e2inz(−1)nqn
2

— классические функции Якоби с комплексными z и q, где

q = eπiτ (Imτ > 0).

При этом

ϑ1(z; q) = −ieizq
1
4ϑ3

(
z +

1

2
π +

1

2
πτ ; q

)
. (3)

Пусть Γ — произвольная дискретная аддитивная подгруппа (решётка) в по-
ле комплексных чисел. Сигма-функция Вейерштрасса решётки Γ определяется по
формуле

σΓ(z) = z
∏

w∈Γ\{0}

(
1− z

w

)
e

z
w
+ 1

2(
z
w)

2

.
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В вырожденных случаях
1) для Γ = {0} σΓ(z) = z;
2) для Γ = {mw|m ∈ Z} с w ∈ C\{0}

σΓ(z) = z
∏

n∈Z\{0}

(
1− z

nw

)
e

z
nw

+ 1
2(

z
nw)

2

=
w

π
sin

πz

w
e

π2

6 (
z
w)

2

.

Сигма-функция является нечётной функцией с простыми нулями в узлах ре-
шётки Γ. Для невырожденной решётки Γ = {m+ nτ |m,n ∈ Z}

σΓ(z) =
1

πϑ′
1

exp

(
− 1

24

(πz)2ϑ′′
1

ϑ′
1

)
ϑ1

(
1

2
πz; q

)
. (4)

2. О ранге набора тэта-функций
Пусть f1, . . . , fk−1, g — набор целочисленных функций, для которых справедли-

во разложение (1). Назовём рангом этого набора минимальное натуральное

n = R(f1, . . . , fk−1, g),

для которого выполняется разложение (1).
Замечание. Нетрудно показать (см., например, [5]), что при любых ком-

плексных αi, βi (i = 1, . . . , k − 1), ui (i = 0, 1, . . . , k − 1) и γ для функций, определя-
емых по формулам

f̃i(z) = exp(αi + βiz + γz2)fi(z + ui) (1 ≤ i < k),

g̃(z) = exp(α0 + β0z + γz2)g(z + u0),

выполняется равенство

R(f̃1, . . . , f̃k−1, g̃) = R(f1, . . . , fk−1, g).

Пусть k ≥ 2 и

Q(m1, . . . ,mk−1) =

(
m1−

1

k
(m1 + · · ·+mk−1)

)2

+· · ·+
(
mk−1 −

1

k
(m1 + · · ·+mk−1)

)2

.

Теорема 1. Для любых комплексных z1, . . . , zk−1, w и q с |q| < 1

ϑ3(z1 + w; q) . . . ϑ3(zk−1 + w; q)ϑ3(z1 + · · ·+ zk−1 − w; q) =

=
k−1∑
l=0

 ∑
m1+···+mk−1≡l (mod k)

e2i(z1m1+···+zk−1mk−1)qQ(m1,...,mk−1)

×

×

 ∑
mk≡l (mod k)

e2iwmkq
1
k
m2

k

 .
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Доказательство. В соответствии с определением ϑ3

ϑ3(z1 + w; q) . . . ϑ3(zk−1 + w; q)ϑ3(z1 + · · ·+ zk−1 − w; q) =

=
∞∑

n1,...,nk=−∞

e2i((z1+w)n1+···+(zk−1+w)nk−1) × e2i(z1+···+zk−1−w)nkqn
2
1+···+n2

k .
(5)

Положим

n1 + nk = m1, . . . , nk−1 + nk = mk−1,

n1 + · · ·+ nk−1 − nk = mk.

Складывая первые k − 1 равенств и учитывая последнее, получим, что

knk = m1 + · · ·+mk−1 −mk

и для 1 ≤ i < k

ni = mi −
1

k
(m1 + · · ·+mk−1 −mk) = mi −

1

k
(m1 + · · ·+mk−1) +

1

k
mk.

Так как
n2
1 + · · ·++n2

k−1 + n2
k =(

m1 −
1

k
(m1 + · · ·+mk−1) +

1

k
mk

)2

+· · ·+
(
mk−1 −

1

k
(m1 + · · ·+mk−1) +

1

k
mk

)2

+

+
1

k2
(m1 + · · ·+mk−1 −mk)

2 = Q(m1, . . . ,mk−1) +
1

k
m2

k,

то правую часть равенства (5) можно записать в виде правой части доказываемого
тождества теоремы 1.

Теорема 2. Для любого k ≥ 2

R(σΓ, . . . , σΓ) ≤ k,

где (σΓ, . . . , σΓ) — набор из k сигма-функций Вейерштрасса.

Доказательство. Если Γ — невырожденная решётка, то утверждение теоре-
мы 2 непосредственно следует из равенств (3) и (4), замечания и теоремы 1. В
вырожденных случаях утверждение теоремы 2 следует из разложения

(z1 + w) . . . (zk−1 + w)(z1 + · · ·+ zk−1 − w)

по степеням w с нулевым постоянным членом для первого случая с Γ = {0} и
предельного перехода с Γ = {wm+ nτ |m,n ∈ Z} при |τ | → ∞ во втором случае.
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ABSTRACT

In the work for the theta function

θ(z) = θ(z; q) =
∞∑

n=−∞

e2iznqn
2

identity

θ(z1 + w) . . . θ(zk−1 + w)θ(z1 + · · ·+ zk−1 − w) =
s∑

i=1

φi(z1, . . . , zk−1)ψi(w)

(∀z1, . . . , zk−1, w ∈ C)

with some clearly indicates theta functions ψi of one variable and func-
tions φi of k − 1 variables is proved.
Key words: theta function, elliptic function, Weierstrass sigma-function.


