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Геометрические аспекты
теории несовместных деформаций

простых структурно неоднородных тел
переменного материального состава

Настоящая статья посвящена формализации мер деформаций в неевклидовых
пространствах для простого тела. Привлечение положений неевклидовой гео-
метрии позволяет: i) определить глобальную единообразную отсчетную форму
для тел со структурной неоднородностью, вызванной послойным созданием те-
ла в ходе аддитивного процесса; ii) определить глобальную актуальную форму
для тел в неевклидовом физическом пространстве, в частности, двумерных
объектов на материальных поверхностях. В работе сформулированы соотно-
шения для мер деформаций, порождаемых вложениями риманова многообра-
зия, формализующего простое тело, в риманово многообразие, формализующее
пространство. Предложен способ описания деформируемого тела переменного
материального состава как семейства римановых многообразий, над которым
определены операции разбиения и соединения, характеризующие структурные
особенности неоднородностей, задаваемых сценарием аддитивного технологи-
ческого процесса. Рассмотрены случаи дискретной и непрерывной структурной
неоднородности. Предложена процедура синтезирования материальной метри-
ки по семейству локальных конфигураций. Определен оператор вложения. С
его помощью устанавливается взаимосвязь классического градиента деформа-
ции и касательного отображения, определенного над гладким многообразием,
представляющим форму тела. На примере структурно неоднородного цилин-
дра из несжимаемого материала показаны особенности предлагаемого подхода
к описанию несовместных деформаций.
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напряжения, материальное многообразие, неевклидова геометрия.

Введение

1◦. Неевклидова геометрия, сформировавшаяся в работах математиков XIX века,
многократно приносила пользу при решении задач теоретической физики и меха-
ники континуума [1–5]. Последняя, как известно, оперирует с фундаментальным
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понятием — телом, — которое в ряде задач удобно представить как часть неев-
клидова пространства (обзор работ по этой тематике приведен в [6]). Известно,
что неевклидовость пространства, моделирующего тело, и несовместность дефор-
маций, возникающая в теле либо в силу дефектной структуры, либо по причине
последовательного создания в ходе технологического процесса, тесно связаны меж-
ду собой [7–13]. Тела подобного рода будем называть структурно неоднородными
(structurally inhomogeneous). Меры отличия их внутренней геометрии от евклидовой,
такие как кручение, кривизна и неметричность определенной на них материальной
связности, оказываются удобными величинами для формулировки нелинейных кра-
евых задач, характеризующих отклик структурно неоднородных тел на внешние
воздействия и их собственное неоднородное напряженное состояние. Естественным
языком для постановки и исследования таких задач является язык современной
дифференциальной геометрии и теории гладких многообразий. Именно он позволя-
ет сформулировать уравнения и краевые условия в форме, не ограниченной рамками
евклидовой геометрии, которые традиционно подразумеваются в основах классиче-
ской механики деформируемого твердого тела. Несмотря на то, что современно-
му дифференциально-геометрическому подходу в физике и механике континуума
посвящены ряд монографий [3, 4, 7, 14] и постоянно увеличивающееся число ста-
тей [9,15–20], основные его положения пока нельзя считать устоявшимися, особенно
в приложении к технологическим задачам.

Авторы настоящей работы используют результаты [6] и имеют своей целью по-
строение мер деформаций для структурно неоднородных тел, материал которых
прост (т.е. локально отклик зависит только от первого градиента деформаций [21, с.
60]); предполагается, что деформации являются вложениями тела в физическое про-
странство2, которое в общем случае неевклидово (о прикладных аспектах задач для
материальных поверхностей в неевклидовом физическом пространстве см. [6]). Об-
щие построения иллюстрируются задачами дискретного и непрерывного роста ко-
нечного цилиндра, структурная неоднородность в котором обусловлена послойной
усадкой материала в процессе его создания.

2◦. Геометрический подход, развиваемый в настоящей работе, так же, как и
нелинейные краевые задачи для цилиндрических структурно неоднородных тел,
актуален для развития методов расчета остаточных напряжений и искажений фор-
мы послойно создаваемых микроструктур в ходе процессов литографии полупро-
водниковых структур [22], LbL процессинга [23], самоорганизующейся сборки (Self-
Assembling) [24]. Во всех этих процессах характерный размер элементов достаточно
мал — порядка долей микрона, — что делает всю структуру в целом чувствительной
к полям собственных напряжений, вызванных структурной неоднородностью.

3◦. Далее используются обозначения, согласованные с принятыми в [6]. Так, сим-
вол B всюду обозначает тело, представленное Cr-многообразием размерности n.
Физическое пространство обозначается символом P и с общих позиций рассматри-
вается как Cr-многообразие размерности m, имеющее дополнительную структуру
риманова пространства. Предполагается, что n6m63 и r>1 [6].

2Физическое пространство формализует абстрактную «лабораторию», снабженную «прибора-
ми» для наблюдения позиций материальных точек.
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Знакосочетание Cr(B;P) обозначает множество всех Cr-вложений гладкого мно-
гообразия B в гладкое многообразие P. Любое такое вложение называется регуляр-
ной конфигурацией, или просто конфигурацией.

Символ E обозначает m-мерное евклидово аффинное пространство с ассоци-
ированным векторным пространством V . В E выбран ортонормированный репер
(O, (is)

m
s= 1), где ip ·is= δps, с началом в точке O.

1. Конфигурации и деформации

4◦. В рамках статьи полагаем, что тело B и физическое пространство P форма-
лизуются как Cr-многообразия (с фиксированными Cr-структурами), размерности
которых, в общем случае, различны3; dimB=n, dimP=m, причем значение r> 1

таково, что все соотношения, используемые далее, имеют смысл.
Любой атлас AB, принадлежащий выбранной Cr-структуре на теле B, представ-

лен некоторым семейством карт, т.е. AB={(Uα,ϕα)}α∈I . Здесь {Uα}α∈I — открытое
покрытие B, а ϕα — картрирующие отображения, являющиеся гомеоморфизмами
Rn на Uα (см. [25], или [6], п. 14◦), т.е. B=

⋃
α∈I

Uα, а ϕα : Rn→Uα. Локальные коор-

динаты, порождаемые картами из AB, будем обозначать символами Xα, α=1, ..., n.
Произвольный атлас AP выбранной Cr-структуры на P представлен семейством

Cr-согласованных карт; AP = {(Vβ , ψβ)}β∈J , где {Vβ}β∈J — открытое покрытие P,
а ψβ — картрирующие отображения, являющиеся гомеоморфизмами Rn на Vβ , т.е.
P=

⋃
β∈J

Vβ , а ψβ : Rn→Vβ . Локальные координаты, порождаемые картами из AP,

обозначаются символами Xi, i= 1, . .., m.
Если физическое пространство обладает аффинно-евклидовой структурой (т.е.

представлено упорядоченной парой (E , V ), состоящей из точечного E и трансля-
ционного V пространств), то минимальный атлас Amin

E состоит из одной карты
(E ,D−1), где D — декартово картрирование (см. [6], п. 24◦):

∀A ∈ E : D(A) : = ((A − O) · ik)mk = 1. (1)

Здесь (ik)mk= 1 — ортонормированный базис V , а O — начало декартовой системы
координат. Заметим, что использование криволинейных координат в (E ,V ), техни-
чески удобное во многих случаях, сводится к расширению (E , D−1), т.е. добавле-
нию новых карт (Vβ ,ψβ), картрирующие отображения которых, ψβ , определяют т.н.
криволинейные координаты. Разумеется, при их добавлении должна соблюдаться
Cr-согласованность.

5◦. Наблюдаемый образ тела в физическом пространстве — его форма — опре-
деляется конфигурацией κ : B→P, которую будем полагать Cr-вложением (см. [6],
п. 27◦). Вместе с κ будем использовать отображение κ̂, которое получается из κ

3Далее греческие индексы во всех выражениях, содержащих координаты и компоненты, пробе-
гают значения от 1 до n, а латинские — от 1 до m.
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сужением области прибытия до области значений4 [26]:

κ̂ : B→ κ(B), X 7→ κ(X).

Так как κ — гладкое вложение, то κ̂ — гомеоморфизм. Это позволяет вести речь об
обратном отображении κ̂−1.

Замечание 1. Образ Cr-вложения κ наделяется структурой n–мерного Cr-много-
образия, которая порождается Cr-атласом Aκ = {(κ(Uα), κ̂ ◦ ϕα)}α∈I , где AB =

= {(Uα, ϕα)}α∈I — атлас на теле B. Пространство κ(B) ⊂ P, при этом, рассматри-
вается как подпространство5 P. Тогда Cr-структуры на κ(B) и P связаны между
собой следующим образом [28]: каноническая инъекция

jκ(B) : κ(B)→ P, X 7→ X,

является Cr–вложением. Таким образом, пространство κ(B) является n–мерным
Cr-подмногообразием P [28], которое далее будем называть формой тела B отно-
сительно конфигурации κ.

Евклидовы представления континуальной механики, как правило, используют
две конфигурации: отсчетную, κR, и актуальную, κt. Им соответствуют две фор-
мы: отсчетная, κR(B), и актуальная, κt(B). Эти рассуждения легко переносятся на
используемый в настоящей работе язык гладких многообразий. Рассматриваются
четыре отображения

κR : B→ P, κt : B→ P,

κ̂R : B→ κR(B), κ̂t : B→ κt(B).

Если физическое пространство P обладает аффинно-евклидовой структурой, то в
этих соотношенияхP следует заменить на E . Преобразования векторизации и ариф-
метизации E (см. [6], п. 24◦) позволяют определить отображения со значениями в V
или Rm, соответствующие конфигурациям κR и κt. Следуя традиционным обозначе-
ниям, будем использовать для значений отображения κR символ X, а для значения
κt — символ x. В случае аффинно-евклидова пространства им будут соответствовать
трансляционные векторы X,x∈V .

Далее используются обозначения SR=κR(B) и St=κt(B). Композиции сужений
конфигураций

γ = κ̂t ◦ κ̂R−1
: SR → St, γ−1 = κ̂R ◦ κ̂t−1

: St → SR,

определяют прямую и обратную деформацию формы SR в St [29, 30].
6◦. Пусть χ : M→N обозначает либо конфигурации κR, κt, либо деформации γ,

γ−1, а M, N — соответствующие гладкие многообразия. Отображению χ соответ-
ствует касательное отображение [28]

Tχ : TM→ TN, (2)
4Отображение f : X→ Y представляет собой упорядоченную тройку f = (X, F, Y ), где X —

область определения отображения, Y — область прибытия, а F — функциональное отношение,
область определения которого — X [26]. Отображения κ и κ̂ являются различными, так как имеют
различные области прибытия.

5Индуцированная топология на κ(B) определяется как совокупность всевозможных пересече-
ний вида O ∩ κ(B), где O — открытые подмножества P [27].
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действующее между касательными расслоениями TM и TN. Сужение этого отоб-
ражения на слой — касательное пространство — определяет линейный оператор:

TZχ : = Tχ|TZM : TZM→ TzN, (3)

где Z ∈M и z=χ(Z). Здесь в целях сокращения записи мы использовали единые
обозначения Z и z для точек многообразий, представляющих либо тело, либо формы
тела, либо физическое пространство.

Оператору (3) соответствуют представление в виде билинейной формы

TZχ =
∂zi

∂Zj

∣∣∣∣
ϕ−1(Z)

∂zi |χ(Z) ⊗ dZj |Z , (4)

где (Zj)dimM
j= 1 — локальные координаты на M, (zi)dimN

i= 1 — локальные координаты на
N, ϕ — картрирующее отображение, действующее в окрестности точки Z; (∂Zj )

dimM
j= 1

— поле координатных реперов6 на M, (∂zi)
dimN
i= 1 — поле координатных реперов на

N, а (dZj)dimM
j= 1 и (dzi)dimN

i= 1 — соответствующие поля дуальных реперов (кореперов);
отображения

(Z1, . . . , ZdimM) 7→ zi(Z1, . . . , ZdimM), i = 1, . . . , dimN,

являются координатными отображениями, соответствующими χ.
Соотношения (2)–(4) представляют градиент конфигурации, при χ=κ∈Cr(B;P),

и градиент деформации, при χ=γ. Следует подчеркнуть, что в общем случае гра-
диенты конфигурации и деформации не несут никакой метрической информации
и содержат произвол, связанный с выбором картрирующих отображений. Исклю-
чение составляет случай евклидова физического пространства, в котором имеется
выделенная декартова карта, по определению связанная с выделенной декартовой
метрикой соотношениями ik ·is= δks.

7◦. Форма S =κ(B) тела B рассматривается как отдельное n-мерное Cr-много-
образие, связанное с P посредством канонической инъекции jS : S→P, действующей
по правилу: X 7→X и являющейся Cr-вложением. При этом между касательными
пространствами TXS и TXP в точке X∈S имеется связь, которая обеспечивается ка-
сательным отображением TXjS . Оно инъективно, так как jS является Cr-вложением
и размерность его образа, TXjS (TXS), равна n. Отображение

InS ;X : = TXjS : TXS → TXP (5)

называется далее оператором вложения в точке X ∈ S . Семейство {InS ;X}X∈S по-
рождает отображение InS : =TjS : TS→TP между касательными расслоениями.

С физической точки зрения, оператор вложения связывает внутренние поля (in-
trinsic fields, по Ноллу [31]), задаваемые на формах, с полями, значения которых
наблюдаемы в физическом пространстве. Например, сечение u : S→ TS касатель-
ного расслоения TS есть внутреннее векторное поле. Действие на него оператора

6Значения полей реперов и кореперов в точках многообразий обозначаются вертикальной чер-
той с указанием значения аргумента: Z 7→∂Zj |Z , Z 7→dZj |Z и т.д.
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вложения, или, свертка7 u=InS xu, дает векторное поле u : S→TP, значения кото-
рого можно измерить.

В случае P= E с точностью до изоморфизма TXE ∼= V можно записать, что

InS ;X = TXjS : TXS → V .

Если на E выбрано декартово картрирование (Xi)mi= 1, то оператор вложения (5)
в точке X ∈S может быть представлен в виде диадного разложения

InS ;X =
∂Xk

∂Zα

∣∣∣∣
σ−1(X)

ik ⊗ dZα|X , (6)

где (X1, ..., Xm)=D ◦jS ◦σ(Z1, ..., Zn) — координатное представление jS , в котором
σ — картрирующее отображение на S . Тогда можно определить векторное поле

Eα : S → V , X 7→ Eα|X : = InS ;X x ∂Zα |X =
∂Xk

∂Zα

∣∣∣∣
σ−1(X)

ik. (7)

Символически Eα = InS x∂Zα . Но поле (Eα)nα= 1, в рамках классической интерпре-
тации, есть не что иное, как поле реперов локальной криволинейной системы ко-
ординат (Zα)nα= 1, заданной на множестве S . Таким образом, действие оператора
вложения на элемент координатного репера дает евклидов вектор локального бази-
са криволинейной системы координат (Zα); абстрактный вектор ∂Zα |X становится
наблюдаемым вектором Eα|X .

8◦. Соображения предыдущего пункта позволяют установить связь между опре-
делением градиента деформации, сформулированным в п. 6◦, и его классическим
аналогом. Пустьm=n, а γ :SR→St — деформация телаB в физическом пространстве
E . Согласно классической теории упругости, градиент деформации, F , есть произ-
водная [32] отображения γ, имеющая областью определения открытое множество
SR, т.е. F =γ′. В репере (ik)mk= 1 линейное отображение FX=γ′(X) имеет следующее
диадное представление:

FX =
∂xk

∂Xj

∣∣∣∣
(X1, ..., Xm)

ik � ij , (8)

где (Xi)mi= 1, (xi)mi= 1 — декартовы координаты точек отсчетной и актуальной форм,
(X1, .. ., Xm) 7→ (x1, . .., xm)= D ◦γ ◦D−1(X1, .. ., Xm) — координатное представление
γ, а векторы ik определяются из условий ik ·is= δks .

Замечание 2. В пределах настоящего пункта для диадного представления в ев-
клидовом пространстве используется символ �, чтобы подчеркнуть отличие от об-
щей конструкции тензорного произведения ⊗. В классической механике диада u�v

(линейное отображение из V в V ) определяется по действию [33], т.е.

(u� v) ·w : = (v ·w)u.

7В работе используются билинейные операции свертки x и y, действующие на диадах по правилу

x: (u⊗ ϑ, v) 7→ u⊗ ϑ x v = 〈ϑ, v〉u, y : (v, ϑ⊗ u) 7→ v yϑ⊗ u = 〈ϑ, v〉u.

Здесь u — гладкое сечение некоторого расслоения, а v, ϑ — векторное и ковекторное поля.
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Декартову арифметизацию D можно сузить на каждую из форм SR, St и полу-
чить атласы, состоящие из одной карты. Согласно (4), в котором нужно положить
χ=γ, Zi=Xi и zi=xi, получаем диадное представление

TXγ =
∂xk

∂Xj

∣∣∣∣
(X1, ..., Xm)

∂Xk |x ⊗ dXj |X .

Соотношение (6) в этом случае имеет вид InS ;X = ik⊗dXk|X . Следовательно,

InSt; x ◦ TXγ ◦ In−1
SR;X =

∂xk

∂Xj

∣∣∣∣
(X1, ..., Xm)

ik ⊗ ij ≈
∂xk

∂Xj

∣∣∣∣
(X1, ..., Xm)

ik � ij = FX . (9)

Слева от знака ≈ в диадном разложении присутствует элемент корепера (ik)mk= 1 к
(ik)mk= 1, а справа — элемент дуального векторного репера (ik)mk= 1. Такое различие
обусловлено евклидовой структурой объемлющего пространства. Когда рассматри-
вается действие билинейной формы TXγ на вектор, то оно осуществляется с помо-
щью операции x: TXγxu, что приводит к каноническому спариванию этого вектора с
соответствующим ковектором в диадном произведении. При этом евклидова струк-
тура не используется. Однако билинейная форма FX , согласно классической меха-
нике континуума, действует на вектор с помощью операции свертки (·): FX ·u, что
приводит к скалярному произведению этого вектора с соответствующим вектором
в диадном произведении.

Выберем в SR локальные координаты (Zi)mi= 1 и «вморозим» их в форму. Ма-
тематически это означает, что между картрирующими отображениями на SR и St
выполнено соотношение σt=γ◦σR. Операторы вложения в таком случае будут пред-
ставлены следующими разложениями:

InSR;X =
∂Xk

∂Zj

∣∣∣∣
(Z1, ..., Zm)

ik ⊗ dZj |X , InSt; x =
∂xk

∂Zj

∣∣∣∣
(Z1, ..., Zm)

ik ⊗ dZj |x.

Векторы локального базиса на SR и St обозначим через Ek и ek:

Ek =
∂Xj

∂Zk
ij , Ek =

∂Zk

∂Xj
ij , ek =

∂xj

∂Zk
ij , ek =

∂Zk

∂xj
ij .

Тогда из формулы (8) и цепного правила дифференцирования получаем классиче-
скую формулу для FX [33]: FX =ek|x�Ek|X . Выражение для TXγ принимает вид
TXγ= ∂Zk |x⊗dZk|X , так как координатное представление γ̃=σ−1

t ◦γ ◦σR является
тождественным отображением. В таком случае получаем

InSt; x ◦ TXγ ◦ In−1
SR;X =

∂Zk

∂Xj

∣∣∣∣
(X1, ..., Xm)

ek|x ⊗ ij = ek|x ⊗ Ek|X ≈

≈ ek|x �Ek|X = FX . (10)

Здесь ij ∈V ∗ — элемент дуального к (ik) репера.

Замечание 3. В терминах одной операции ⊗ взаимосвязь отображений TXγ и
FX обеспечивается формулой

FX = InSt; x ◦ TXγ ◦ In−1
SR;X . (11)
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9◦. Метрическая информация — результат измерения — требует для своего опре-
деления i) объект измерения; ii) способ измерения; iii) калибровку. Находясь в
рамках классических идей континуальной механики, определим в качестве объекта
измерения — физические образы материальных волокон, в качестве способа изме-
рения — сравнение инфинитезимальных элементов образов материальных волокон
как элементов касательного расслоения физического пространстваP, используя для
калибровки метрику, заданную на P. Поясним это подробнее.

Под материальным волокном — основным «структурным элементом» — тела
будем понимать образ гладкой кривой на B, т.е. множество материальных точек
χ(I), где I= ]−a, a[⊂R, а χ : I→B — гладкая кривая (для единообразия полагаем,
что ее порядок гладкости равен r). Образы материальных волокон относительно
конфигураций — наблюдаемые в P одномерные многообразия χR(I) и χt(I), где

χR = κ̂R ◦ χ : I→ κR(B), χt = κ̂t ◦ χ : I→ κt(B).

Именно они являются объектами измерений. Поскольку χt =γ ◦χR и χR =γ−1 ◦χt,
то можно говорить о деформации волокна χR(I) в волокно χt(I) и обратно. Инфи-
нитезимальный анализ этих отображений приводит к касательным отображениям

T (γ ◦ χR) = (Tγ) ◦ (TχR), или T (γ−1 ◦ χt) = (Tγ−1) ◦ (Tχt),

где Tγ, Tγ−1 — касательные отображения к прямой и обратной деформациям. Та-
ким образом, в рамках принятых гипотез и приближений, средство измерения —
«прибор» — различает Tγ (или Tγ−1), а для его калибровки следует задать метри-
ку на χR(I) (или на χt(I)).

Здесь требуется привлечение дополнительной гипотезы: метрика на измеряемых
волокнах индуцируется метрикой объемлющего физического пространства8 P, ко-
торая задается независимо от состояния тела. Если эта метрика определяется полем
симметричных билинейных форм g : X→T ∗XP⊗T ∗XP, удовлетворяющих условиям
дефинитности, то многообразие P приобретает статус риманова пространства со
связностью ∇ Леви –Чивита9. В этом случае в качестве образов волокон χR(I) (или,
если речь идет об обратной деформации, χt(I)) удобно использовать координатные
кривые, а билинейные формы gX представлять в виде тензорного разложения в
базисе натуральных кореперов, gX = gijdx

i⊗dxj . Если предположить, что физиче-
ское пространство P имеет аффинно-евклидову структуру, то такая конструкция
приводит к хорошо известной классической интерпретации: координатные линии
некоторой (выбранной из соображения удобства исследования) системы координат
«замораживаются» в теле и искажаются вместе с ним в ходе деформации. При этом,
следуя принятой терминологии, сеть координатных линий можно интерпретировать
как лагранжеву сеть, а сеть их образов относительно γ — как эйлерову сеть. Таким

8То есть метрика на форме S есть «pullback» [28] i∗Sg пространственной метрики g.
9Для любых гладких векторных полей u, v на P, где u=ui∂i, v=vi∂i, справедливы равенства:

∇uv = ui
(
∂iv

k + vjγkij

)
∂k, γkij =

gkl

2

(
∂igjl + ∂jgil − ∂lgij

)
.
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образом, в контексте настоящей работы фундаментальным измеряемым объектом
является упорядоченная пара (Tγ, g).

10◦. Перейдем теперь к построению материальной метрики. В отличие от мет-
рики физического пространства, которая задавалась независимо от тела, матери-
альная метрика определяется структурой тела: в рамках настоящей работы она
определяется его материальной неоднородностью. Отправной точкой для определе-
ния такой метрики является понятие материального единообразия, которое должно
локально достигаться в каждой точке тела при задании на нем материальной мет-
рики. Количественные соотношения, определяющие материальную метрику, могут
быть получены по заданному функционалу отклика и дополнительной информации
об условиях реализации локально единообразного состояния в каждой точке тела.
Следуя [6], принимаем гипотезу:

Телу B из простого материала соответствует семейство RefB = {κRX}X∈B
глобальных конфигураций

κRX : B→ P, κRX : Y 7→ κRX(Y),

каждая из которых преобразует некоторую окрестность материальной точки X

в единообразную форму [6].

Замечание 4. Принятая гипотеза отражает следующее свойство структурно неод-
нородного тела, создаваемого послойно. Каждый слой, присоединяемый к форми-
руемому телу, как часть тела, обладает единообразной формой, а все тело, в общем
случае, таковой не обладает.

Каждый элемент семейства RefB индуцирует на B метрику из физического про-
странства P — это соответствует измерению, произведенному абстрактным «прибо-
ром», длин и углов инфинитезимальных волокон в окрестности образа точки κRX(X)

в составе формы κRX(B), а именно, определяет «pullback» метрики:

G (X) : = (κRX)∗g; ∀Y ∈ B ∀u, v ∈ TYB : G (X)|Y(u, v) = g(TYκRX(u), TYκRX(v)).

Заметим, что несмотря на апелляцию к измерению абстрактным «прибором» в
инфинитезимальной окрестности, метрика G (X) определяется на всем B, превра-
щая многообразие B в риманово пространство (B, G (X)). Однако, поскольку мет-
рика G (X) определена на B, свойства порождаемой ею связности Леви –Чивита не
отличаются от свойств связности на P. В частности, если P — евклидово простран-
ство, то (B,G (X)) — многообразие с евклидовой связностью. Этот факт интуитивно
очевиден: ведь κRX(B) — форма тела B, получаемая некоторой (специальной) де-
формацией из актуальной формы в евклидовом пространстве. Таким образом, на B

устанавливается континуальное семейство {G (X)}X∈B метрик, определяющих связ-
ность одного и того же тела. Из элементов этого семейства синтезируется матери-
альная метрика, вообще говоря, нового типа, следующим образом. Определим поле
G : X 7→G (X)|X билинейных положительно определенных дефинитных форм. Пред-
положим, что это поле класса Cr−1 на B, тогда оно является римановой метрикой,
которую будем называть материальной. Отметим, что

∀X ∈ B ∀u, v ∈ TXB : GX(u, v) = g(TXκRX(u), TXκRX(v)). (12)
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Для определения локальных конфигураций, трансформирующих инфинитези-
мальные части тела — «осколки» — в единообразную локальную форму, введем на
множестве Cr(B;P) отношение эквивалентности ∼X:

∀κ1, κ2 ∈ Cr(B; P) : (κ1 ∼X κ2)⇔ ((κ1(X) = κ2(X)) ∧ (TXκ1 = TXκ2)).

Классы эквивалентности будем обозначать через [κ]X. Среди них есть классы, опре-
деляемые элементами семейства RefB, т.е. [κRX ]X. Выбирая в каждом классе [κRX ]X
по представителю, получаем поле K : X 7→TXκ, определенное на B, где κ ∈ [κRX ]X.
С физической точки зрения отображение KX переводит инфинитезимальные мате-
риальные волокна, исходящие из точки X (математически, касательные векторы),
в единообразную окрестность точки κRX(X). Предположим, что поле K является
полем класса Cr−1. Тогда формула (12) примет вид

∀X ∈ B ∀u, v ∈ TXB : GX(u, v) = g(KX(u), KX(v)). (13)

Отметим, что поле K (по терминологии Нолла [31] — поле локальных конфигураций)
— двухточечное тензорное поле K =Ki

αei⊗Eα где (ei) — поле реперов в физическом
пространстве, (Eα) — поле кореперов на теле B. Метрика G порождает материаль-
ную связность Леви –Чивита с коэффициентами Γkij :

Γkij =
Gkl

2
(∂iGjl + ∂jGil − ∂lGij) , где Gij = gspK

s
iK

p
j .

11◦. В классических (евклидовых) представлениях мер деформаций использует-
ся тензор FT, получаемый транспонированием градиента векторного поля мест F .
Для определения аналогичного объекта в неевклидовом случае требуются особые
рассуждения, поскольку места определяются не векторным полем, а упорядоченной
n-кой координат. Следовательно, Tγ не является тензорным полем второго ранга,
хотя его значения можно интерпретировать как тензоры в алгебраическом смысле,
т.е. как линейные операторы (см. также Michal [34, с. 76], Можен [7, с. 46], Мар-
сден [4, с. 48]). Фиксируем точку X ∈B и соответствующую ей точку X = κ(X).
Отображение FX есть линейное отображение TXB в TXP. Транспонированным к
FX называется отображение F T

X : TXP→TXB такое, что

∀u ∈ TXB ∀v ∈ TXP : gX(FXu, v) = GX(u, F T
X v). (14)

По построеным поточечным отображениям определим F T как отображение од-
ного векторного расслоения в другое. Для этого обозначим через Vκ : =

⋃
X∈κ(B)

TXP

тотальное пространство ограничения расслоения [28, p. 255] TP на κ(B) с проекци-
ей s : Vκ→κ(B), являющейся ограничением исходной проекции TP→P. Наконец,
определим отображение F T : Vκ→TB равенством

∀u ∈ Vκ : F T(u) : = F T
s(u)(u).

12◦. Наряду с транспонированным отображением F T, в определении которо-
го явно используется метрика, может быть использовано сопряженное отображение
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F ∗, определяемое следующим образом. Снова фиксируем точку X∈B и соответству-
ющую ей точку X=κ(X). Определим отображение [4] F ∗X : T ∗XP→T ∗XB правилом

∀ν ∈ T ∗XP ∀u ∈ TXB : (F ∗Xν)u = ν(FXu).

Обозначим через V ∗κ :=
⋃

X∈κ(B)

T ∗XP тотальное пространство ограничения рассло-

ения T ∗P на κ(B) с проекцией q : V ∗κ→κ(B), являющейся ограничением исходной
проекции T ∗P→P.

Аналогично F T определим отображение F ∗ : V ∗κ→T ∗B равенством

∀ν ∈ V ∗κ : F ∗(ν) : = F ∗q(ν)(ν).

Введем обозначение w=v[p . По определению F ∗ имеем 〈F ∗w,u〉=w(F u). Поэтому
справедливо равенство

〈w, F u〉 = 〈F ∗w, u〉. (15)

С физической точки зрения соотношение (15) определяет энергетическую сопря-
женность: удельная мощность, развиваемая пространственной плотностью сил w на
физическом поле скорости F u равна удельной мощности, развиваемой материаль-
ной плотностью сил F ∗w на материальной скорости u.

13◦. Отображения F T и F ∗ взаимосвязаны посредством метрики. Пусть метри-
кам G , g соответствуют операции бемоль (·)[b и (·)[p [4, 28]. Тогда

〈v[p , F u〉 = g(F u, v), 〈(F Tv)[b , u〉 = G(u, F Tv).

Поэтому, соотношение (14) может быть записано как равенство канонических спа-
риваний соответствующих пар «вектор – ковектор»:

〈v[p , F u〉 = 〈(F Tv)[b , u〉.

14◦. Градиент деформации содержит в себе информацию о, собственно, деформа-
ции материальных волокон и субъективную информацию о поворотах координатной
системы, которую требуется исключить в соответствии с принципом материальной
индифферентности [21]. Теоретическую возможность такого действия дает теорема
Коши о полярном разложении [4]. В соответствии с ней для каждого X∈B существу-
ют ортогональные тензоры RX :TXB→Tκ(X)P такие, что справедливы разложения10

F = R ◦Uright, FX = RX ◦Uright
X , F = Uleft ◦ R , FX = Uleft

κ(X) ◦ RX,

где симметричные положительно определенные тензоры Uright
X : TXB→TXB и Uleft

X :

TXP→TXP есть правый и левый тензоры искажений соответственно.
15◦. Для простых материалов применяются следующие комбинации элементов

пары (F ,F T) — правый C и левый B тензоры Коши–Грина: C =F T◦F , B =F ◦F T.
В соответствующих касательных слоях имеют место представления:

CX : TXB→ TXB, CX = F T
X ◦ FX; (16)

10Отображение RX : TXB → Tκ(X)P определяется следующими условиями: R T
X ◦ RX =

=тождественный оператор на TXB и RX ◦R T
X =тождественный оператор на Tκ(X)P.
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BX : TXP→ TXP, BX = FX ◦ F T
X , X = κ(X). (17)

Левый и правый тензоры искажений выражаются через тензоры Коши–Грина
следующим образом:

Uright
X = (F T

κ(X)FX)1/2 = (CX)1/2, Uleft
κ(X) = (FXF T

κ(X))
1/2 = (Bκ(X))

1/2.

16◦. Согласно определению музыкального изоморфизма (·)[, справедливо равен-
ство C [b = gij

∂κi
∂Xα

∂κj
∂Xβ

dXα⊗ dXβ . Из последнего равенства и представления κ∗g =

= ∂κi
∂Xα

∂κj
∂Xβ

gijdX
α⊗dXβ для «pullback» пространственной метрики вытекает соотно-

шение C [b =κ∗g.
Можно установить аналогичную формулу, записанную в терминах «pushforward»

материальной метрики. Для этого используется отображение κ̂ : B→κ(B), опреде-
ляемое условием κ̂ : X 7→κ(X). Касательное отображение F̂ =T κ̂ : TB→Tκ(B) слу-
жит «внутренней» мерой деформации и связано с градиентом деформации F =Tκ
равенством F = Inκ(B) ◦ F̂ . Использованием сечения i∗κ(B)g в качестве метрики на
κ(B) и соотношения (14), в котором вместо g подставляется i∗κ(B)g, определяется

F̂ T : Tκ(B)→TB. Таким образом, можно определить «внутренний» левый тензор
Коши–Грина B̂ = F̂ ◦ F̂ T. По определению музыкального изоморфизма (·)] [4, 28],
справедливо равенство B̂]p =Gαβ ∂κ̂

k

∂Xα
∂κ̂l
∂Xβ

∂Xk⊗∂Xl , из которого, в силу выражения
κ̂∗G ]b = ∂κ̂k

∂Xα
∂κ̂l
∂Xβ

∂Xk⊗∂Xl , вытекает равенство B̂]p = κ̂∗(G ]b).
Таким образом, правый тензор Коши–Грина определяет «pullback»–отображение

пространственной метрики, а левый — «pushforward»–отображение материаль-
ной метрики (в этой связи см. также [4]).

2. Структурно неоднородные тела переменного материального
состава

17◦. В настоящей работе структурно неоднородные тела переменного матери-
ального состава представляются семейством G гладких n-мерных тел [8, 35], т.е.
G={Bα}α∈I, где I — линейно упорядоченное множество индексов. Без потери общ-
ности можно полагать, что I⊂R. Каждый элемент семейства G, т.е. множество Bα,
характеризует мгновенный материальный состав тела. При рассмотрении процес-
сов роста мощность множества I определяет их характер: при CardI=N <∞ рост
дискретен, а при CardI=ℵ1 рост непрерывен (более детальная классификация приве-
дена в [8]). Дискретный рост приводит к дискретной структурной неоднородности,
а непрерывный рост — к непрерывной структурной неоднородности. Далее будем
полагать, что G упорядочено по вложению, т.е. ∀α,β∈I: (α<β)⇒(Bα$Bβ). Этому
условию соответствует «чистый рост» [35].

В общем случае различным α,β соответствуют различные многообразия Bα, Bβ ,
топологические структуры которых независимы [6]. Однако в рамках настоящей ра-
боты будем полагать, что при α<β, Bα — часть Bβ и, следовательно, Bα должно
обладать топологией, индуцированной из Bβ . В этой связи предлагается рассматри-
вать тела изG как n-мерные Cr-подмногообразия некоторого объемлющего гладкого
n–мерного многообразия M , называемого далее материальным многообразием.
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Отметим, что структурно неоднородные тела с дискретной неоднородностью, во-
первых, представляют широкий класс продуктов аддитивных технологий [36–38],
а во-вторых, являются «опорой мысли» для понимания процессов непрерывного
роста. Будем считать, что I — последовательность первых N натуральных чисел,
т.е. I={1, . .., N}, где N >1.

18◦. Рассмотрим пример структурно неоднородного тела — растущий цилиндр.
Пусть процесс роста является дискретным и состоит в последовательном нанесении
цилиндрических слоев, которые испытывают усадку сразу после их присоединения.
Для дальнейших рассуждений удобно представить элементы семейства G как со-
единения непересекающихся тел–слоев Ik. Результаты таких соединений будем на-
зывать сборками (аллюзия к технологическому процессу). Так, к телу B1 присо-
единяется тело–слой I2, что в результате дает тело B2 (первая сборка); к телу B2

присоединяется тело–слой I3 и тем самым получается тело B3 (вторая сборка), и
т.д. Формализация рассматриваемого процесса основана на следующих допущениях:

(DG0) Физическое пространство — трехмерное аффинное евклидово простран-
ство E .

(DG1) Тела–слои Ik имеют натуральные (т.е. свободные от напряжений) отсчет-
ные формы в пространстве E ; им соответствуют конфигурации

κkR : Ik → E , k = 1, . . . , N.

(DG2) Каждая из форм κkR(Ik), соответствующих отсчетным конфигурациям,
представлена полым круговым цилиндром конечной высоты h (одной и той же для
всех таких форм), внутренним радиусом Rki и внешним радиусом Rke .

(DG3) В актуальной конфигурации каждое из тел Bs, s= 2, ... , N , получается
последовательным соединением и склейкой (мгновенной) тел-слоев Ik к B1 так, что
после каждого соединения образуется полый круговой цилиндр; цилиндры, пред-
ставляющие актуальные формы тел–слоев, коаксиальны. Далее rki,s−1 — внутрен-
ний радиус k–го слоя в актуальной форме, а rke,s−1 — внешний радиус k–го слоя в
актуальной форме; индекс s−1 после запятой указывает на номер сборки.

(DG4) Сборки производятся без самопересечений таким образом, что высота
цилиндров не меняется, и по-прежнему равна h, а смещения симметричны относи-
тельно общей оси цилиндров и направлены перпендикулярно к ней11. В терминоло-
гии [39] такой процесс классифицируется как дискретное наращивание.

(DG5) Заранее размеры тел–слоев в отсчетной форме не известны и опреде-
ляются из следующего рекуррентного соотношения: внутренний радиус отсчетной
формы тела–слоя Is+1 равен Rs+1

i =Ss+1 rse,s−1, где 0<Ss+1< 1 — коэффициенты
усадки, а rse,s−1 — внешний актуальный радиус тела–слоя Is. Заданы радиус R1

i =ρ

и толщины тел–слоев в отсчетной форме, ∆k =Rke −Rki , k= 1, . .., N .
19◦. Согласно (DG0) физическое пространство является трехмерным евклидо-

вым аффинным пространством E с ассоциированным векторным пространством V .
Риманова метрика g представлена евклидовым метрическим тензором; u·v=g(u,v)

11Такое предположение позволяет использовать полуобратный метод, когда деформация опре-
делена заранее, с точностью до набора параметров.
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для u,v∈V . Относительно ортонормированного базиса (ik)3
k= 1 метрический тензор

представлен разложением g= δiji
i⊗jj , где (ik)3

k= 1 — корепер.
Сборка Bs, s∈{1,...,N}, представлена актуальной формой Cs−1=κs(Bs) в физи-

ческом пространстве. Каждой материальной точке X∈Bs соответствует место в E ;
совокупность таких мест — форма Cs−1. Поскольку по предположению физическое
пространство евклидово, то каждой материальной точке из Bs можно сопоставить
тройку декартовых координат по правилу

Bs 3 X 7→ D ◦ κ̂s(X) = (x1, x2, x3) ∈ R3.

Здесь D — декартово картрирование, определенное формулой (1), а κ̂s : X 7→κs(X).
Пусть гомеоморфизм D̃ : Cs−1→D(Cs−1) представляет сужение D на форму. Тогда
A={(Bs, κ̂−1

s ◦D̃−1)} — тривиальный атлас тела Bs (в этой связи, см. также [31]).
Использование одной лишь карты (Bs, κ̂−1

s ◦D̃−1) приводит к громоздким фор-
мулам. Поэтому представляется целесообразным, используя симметрию формы, до-
бавить в атлас A еще одну карту, соответствующую цилиндрическим координатам
(r, θ, ξ). Эти координаты связаны с декартовыми формулой пересчета

h : (r, θ, ξ) 7→ (x1, x2, x3), x1 = r cos θ, x2 = r sin θ, x3 = ξ.

Рассмотрим координатное представление κ̂s. В паре карт (Bs, κ̂−1
s ◦ D̃−1) и

(E ,D−1) оно имеет вид:

˜̂κs = D ◦ κ̂s ◦ (κ̂−1
s ◦ D̃−1) = D ◦ D̃−1 = jD(Cs−1) : D(Cs−1)→ Rn,

т.е. с точностью до области прибытия является тождественным отображением. Од-
нако если рассмотреть на Bs карту, соответствующую цилиндрическим координа-
там, то ˜̂κs представляется более сложным выражением. Таким образом, из того,
что координатное представление является тождественным отображением, не сле-
дует тождественность κ̂s. Вместе с тем, если тело Bs отождествить с Cs−1, как
поступают в евклидовой механике, то κ̂s — тождественное отображение.

Отображение κ̂s позволяет перенести координаты (x1, x2, x3) и (r, θ, ξ) с тела Bs

на его форму Cs−1. При этом, координатам (r, θ, ξ) соответствует поле натуральных
реперов (∂r, ∂θ, ∂ξ) на Cs−1. Через (dr, dθ, dξ) обозначим поле кореперов, дуальное
к (∂r, ∂θ, ∂ξ). Согласно п. 7◦, «абстрактному» реперу (∂r, ∂θ, ∂ξ) можно сопоставить
«классический» локальный репер (er, eθ, eξ) на Cs−1 по формуле

ec = InCs−1
x ∂c =

∂xk

∂c
ik, c ∈ {r, θ, ξ}.

Построенное поле (er, eθ, eξ) из Cs−1 в V представляет поле локальных реперов
цилиндрической системы координат. Наряду с полем реперов (er, eθ, eξ) мы будем
использовать поле кореперов (er,eθ,eξ), элементы которого определены равенствами
〈ep, ec〉= δpc , где p, c∈{r, θ, ξ}.

20◦. Пусть s∈{1, .. .,N}. Согласно предположениям п. 18◦, деформация dk каж-
дого слоя Ik, k= 1, ... , s, из отсчетной формы κkR(Ik) в актуальную, κs(Ik), сво-
дится к его «раздуванию» и, тем самым, определяет цилиндрические координаты
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(Rk,Θk,Ξk) на множестве κkR(Ik). Координатное представление деформации dk при
этом имеет вид

d̃k : (Rk, Θk, Ξk) 7→ (r, θ, ξ) =

(√
(Rk)2 + aks−1, Θk, Ξk

)
,

где aks−1 — параметр деформации, определяющий изменение радиуса внешней ци-
линдрической поверхности тела-слоя с номером k в сборке с номером s− 1. Экви-
валентно, деформация dk определяет на множестве κkR(Ik) декартовы координаты
(X1

k , X
2
k , X

3
k) формулами

X1
k =

√
r2 − aks−1 cos θ, X2

k =
√
r2 − aks−1 sin θ, X3

k = ξ.

Замечание 5. Деформации тел–слоев являются классическими неоднородными
деформациями полого цилиндра и могут быть представлены в виде [21,39]

x(Xk) = eRk
√

(eRk xXk)2 + aks−1 + eΞk ⊗ eΞk xXk.

Градиент деформации Fk=Tdk в паре координатных систем (Rk,Θk,Ξk) и (r,θ,ξ)

представляется разложением

Fk =
Rk√

(Rk)2 + aks−1

∂kr ⊗ dRk + ∂kθ ⊗ dΘk + ∂kξ ⊗ dΞk. (18)

Замечание 6. Поле координатных реперов (∂kr , ∂
k
θ , ∂

k
ξ ) является сечением рас-

слоения Tκs(Ik). Чтобы подчеркнуть отличие от поля реперов (∂r, ∂θ, ∂ξ) — сечения
расслоения TCs−1, был использован индекс k. Далее, чтобы не загромождать запись,
в подобных случаях этот индекс будем опускать.

Используя соображения п. 8◦, приходим к следующему выражению для евкли-
дова градиента деформаций:

F k =
Rk√

(Rk)2 + aks−1

er ⊗ eR
k

+ eθ ⊗ eΘk + eξ ⊗ eΞk . (19)

Полученные разложения для Fk и F k справедливы в пределах κkR(Ik).

Замечание 7. «Вморозим» (Rk, Θk, Ξk) в форму κkR(Ik). Посредством деформа-
ции dk они переносятся на форму κs(Ik). В совокупности форма Cs−1 покрывается
s координатными системами (Rk, Θk, Ξk), k = 1, . . . , s. В таком случае Fk имеет
следующее диадное представление:

Fk = ∂̃Rk ⊗ dRk + ∂̃Θk ⊗ dΘk + ∂̃Ξk ⊗ dΞk,

где через (∂̃Rk , ∂̃Θk , ∂̃Ξk) обозначен координатный репер на κkR(Ik), а через
(dRk, dΘk, dΞk) — корепер на κs(Ik). Соответствующий евклидов градиент дефор-
мации F k представлен разложением (см. (10))

F k = eRk ⊗ ER
k

+ eΘk ⊗ EΘk + eΞk ⊗ EΞk ,

где ec = (∂xp)/(∂c)ip, Ec = (∂Xp
k)/(∂c)ip, c∈{Rk, Θk, Ξk}. Такое представление ис-

пользуется, например, в [33].



236 С.А. Лычев, К. Г. Койфман

Обозначим через Gk= i∗κkR(Ik)
g сужение исходной евклидовой метрики на форму

κkR(Ik). Тогда получим семейство {Gk}sk= 1 римановых метрик:

Gk = dRk ⊗ dRk + (Rk)2 dΘk ⊗ dΘk + dΞk ⊗ dΞk.

Использование актуальной формы, Cs−1, и замены переменных, определяемой d̃k,
позволяет определить метрики Gk как поля над связным множеством. Эти поля
задаются формулой

G̃k = d̃R
k
⊗ d̃R

k
+ (r2 − aks−1) d̃Θ

k
⊗ d̃Θ

k
+ d̃Ξ

k
⊗ d̃Ξ

k
,

где d̃C
k

=dCk ◦d−1
k , C ∈{R,Θ,Ξ}.

Правый тензор Коши–Грина Ck и левый тензор Коши–Грина Bk для тела–слоя
Ik определяются формулами, аналогичными (16) и (17). В частности,

Ck =
(Rk)2

(Rk)2 + aks−1

∂Rk ⊗ dRk +
(Rk)2 + aks−1

(Rk)2
∂Θk ⊗ dΘk + ∂Ξk ⊗ dΞk. (20)

Тензорам Ck и Bk соответствуют евклидовы тензоры Ck и Bk:

Ck =
(Rk)2

(Rk)2 + aks−1

eRk ⊗ eR
k

+
(Rk)2 + aks−1

(Rk)2
eΘk ⊗ eΘk + eΞk ⊗ eΞk . (21)

Bk =
r2 − aks−1

r2
er ⊗ er +

r2

r2 − aks−1

eθ ⊗ eθ + eξ ⊗ eξ. (22)

Инварианты Bk представлены выражениями

I1(Bk) = I2(Bk) =
r2 − aks−1

r2
+

r2

r2 − aks−1

+ 1, I3(Bk) = 1.

21◦. Предположим, что тела–слои сделаны из гиперупругого несжимаемого ма-
териала. Определяющее соотношение для каждого из тел–слоев имеет вид: T =

= − pI +J1B+J−1B
−1, где I — единичный тензор, p — гидростатическая компо-

нента, а J1 = (1+β)µ/2, J−1 = (β− 1)µ/2; здесь β и µ — материальные постоянные.
Выражение для тензора напряжений Коши в k–м теле–слое примет вид [39]:

T ]
k = T rrk er ⊗ er + T θθk eθ ⊗ eθ + T ξξk eξ ⊗ eξ,

T rrk =
µ

2

(
ln
r2 − aks−1

r2
−
aks−1

r2

)
+pk0, s−1, T θθk =

T rrk
r2

+
µ

r2

(
r2

r2 − aks−1

−
r2 − aks−1

r2

)
,

T ξξk = T rrk + µaks−1

r2 − (1 + β)aks−1/2

r2(r2 − aks−1)
.

Тензор напряжений Коши T k в каждом теле–слое определен с точностью до па-
раметров aks−1 и pk0,s−1. Распоряжаясь этими параметрами, можно удовлетворить
некоторому классу краевых условий. Будем полагать, что на внутренней, r=r1

i,s−1,
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и внешней, r= rse,s−1, границах многослойного тела заданы равномерно распреде-
ленные давления pi,s−1 и pe,s−1:

T ]
1 y e

r
∣∣∣
r = r1i, s−1

= pi, s−1er, T ]
s y e

r
∣∣∣
r = rse, s−1

= pe, s−1er, (23)

и предположим, что тела–слои в сборке, т.е. в актуальной форме, находятся в иде-
альном контакте:

T ]
k y e

r
∣∣∣
r = rke, s−1

= T ]
k+1 y e

r
∣∣∣
r = rk+1

i, s−1

, rke, s−1 = rk+1
i, s−1, k = 1, . . . , s − 1. (24)

Условия (23) и (24) могут быть удовлетворены, если aks−1 и pk0,s−1, k= 1, ... , s,
являются решениями системы нелинейных уравнений

µ
2

[
ln

(R1
i )

2

(R1
i )

2+a1s−1
− a1s−1

(R1
i )

2+a1s−1

]
+ p1

0, s−1 = pi, s−1,

µ
2

[
ln

(Rse)
2

(Rse)
2+ass−1

− ass−1

(Rse)
2+ass−1

]
+ ps0, s−1 = pe, s−1,

µ
2

[
ln

(Rke )2

(Rke )2+aks−1

− aks−1

(Rke )2+aks−1

]
+ pk0, s−1 =

= µ
2

[
ln

(Rk+1
i )2

(Rk+1
i )2+ak+1

s−1

− ak+1
s−1

(Rk+1
i )2+ak+1

s−1

]
+ pk+1

0, s−1,

(Rke )2 + aks−1 = (Rk+1
i )2 + ak+1

s−1 , k = 1, . . . , s − 1.

(25)

Из системы (25) можно последовательно исключить неизвестные pk0,s−1 и прийти
к системе s уравнений относительно параметров aks−1 [39]:

s∏
k = 1

γk
αk + νkxs
βk + νkxs

= Ws exp

[
s∑

k = 1

(1 − γk)
αk + νkxs − 1

(αk + νkxs)(βk + νkxs)

]
,

aks−1 = a1
s−1 +Ak, k = 2, . . . , s,

(26)

где A1 =0, Ak=
k∑

p= 2
((Rp−1

e )2−(Rpi )
2), при k=2, .. .,s, γk=(Rki /R

k
e )2, αk=1+Ak/(R

k
e )2,

βk =γk+Ak/(R
k
e )2, νk = (R1

e/R
k
e )2, xs=a1

s−1/(R
1
e)

2, Ws= exp

[
2
pi,s−1−pe,s−1

µ

]
.

Из системы (26) при заданных отсчетных радиусах, внешних и внутренних дав-
лениях, однозначно определяются параметры aks−1. После этого из соответствующей
подсистемы (25) определяются неизвестные параметры pk0,s−1. Относительно них эта
подсистема является линейной.

В совокупности с системой (26), условия п. (DG5) позволяют найти параметры
aks−1, а по ним — pk0,s−1. Выражения для αs, βs, γs, νs могут быть представлены
следующими рекуррентными соотношениями

αs+1 = 1 +
αs − (Ss+1)2(αs + νsxs)

ζs
, γs+1 =

(Ss+1)2(αs + νsxs)

ζs
,

βs+1 = γs+1 +
αs − (Ss+1)2(αs + νsxs)

ζs
, νs+1 =

νs
ζs
,

ζs =
(
Ss+1

√
αs + νsxs +

√
νsξs

)2

, ξs =

(
∆s+1

ρ+ ∆1

)2

,
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где s>1. При этом, α1 =ν1 = 1, β1 =γ1 = (ρ/(ρ+∆1))2.
На рис. 1, 2, 3, 4 и 5 представлены результаты вычислений для четырех сборок

из, соответственно, 10, 30, 200, 1000 слоев. Полагалось, что β = 0.24. Внутренний
отсчетный радиус ρ первого тела и отсчетная толщина ∆1 для каждой из сборок
полагались равными ρ= ∆1 = 2 мкм. Отсчетные толщины ∆k при k>2 для каждой
из сборок полагались равными12 ∆k = 22/(N − 1) мкм, где N — число слоев. Ко-
эффициенты усадки выбирались одинаковыми и равными Sk = 0.9. Внутренние и
внешние давления pi,s−1 и pe,s−1 полагались равными нулю.

Рис. 1. Относительные радиальные напряжения

Рис. 2. Относительные окружные напряжения

На графиках: пунктирным линиям соответствует 10 слоев, штрих-пунктирным
линиям — 30 слоев, штриховым линиям — 200 слоев, а сплошным линиям соответ-
ствует 1000 слоев. Угловые скобки в T<ij> означают, что соответствующая компо-
нента T рассматривается в физическом (нормированном) базисе.

Замечание 8. Формализация разделения тела на слои и его сборка из слоев могут
быть осуществлены следующим образом. Пусть G = {Bs}Ns = 1 — тело переменного

12Эти величины соответствуют LbL-структурам, рассмотренным в [23].
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Рис. 3. Относительные осевые напряжения

Рис. 4. Параметр раздувания aks−1

материального состава с дискретной неоднородностью. Множество Bs открыто в то-
пологическом пространстве Bs+1, топология которого индуцирована из материаль-
ного многообразия M (см. п. 17◦). Поэтому разностьBs+1\Bs замкнута в топологии
Bs+1, что влечет равенство Bs+1 \Bs = Bs+1 \Bs, и следующее представление [27]:

Bs+1 \Bs = IntBs+1
(Bs+1 \Bs) ∪ ∂Bs+1

(Bs+1 \Bs),

где операции взятия замыкания, внутренности (IntBs+1) и границы (∂Bs+1) берут-
ся в индуцированной топологии Bs+1. Согласно определению внутренности как
объединения всевозможных открытых множеств, содержащихся в данном множе-
стве, имеем равенство13 IntBs+1(Bs+1\Bs)=Int(Bs+1\Bs), где Int — операция взя-
тия внутренности в топологии M . Используются следующие обозначения: Is+1 =

= Int(Bs+1 \Bs), для s= 1, . .. , N − 1. Положим I1 : =B1. Каждое из множеств Is
является открытым в M и в дальнейшем называется телом–слоем.

Определим операцию соединения ∨ тел–слоев следующим образом:

Bs+1 = Bs ∨ Is+1 : = Bs ∪ Int(Bs+1 \Bs) ∪ ∂Bs+1(Bs+1 \Bs).

13Отметим, что каждое из множеств IntBs+1
(Bs+1 \Bs) открыто и в M .
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Рис. 5. Первый инвариант тензора B

Рассматриваемая операция является аналогом операции соединения, определенной
в [40]. При этом ∨ не совпадает с теоретико-множественной операцией объедине-
ния и имеет физический смысл, выражающийся в формализации понятия склейки
сборки с новым телом–слоем. Именно, действие этой операции на два тела Bs и
Is+1 дает тело Bs+1, состоящее из исходной сборки, тела–слоя Is+1 и множества
∂Bs+1

(Bs+1\Bs). Последнему множеству можно придать смысл тонкого слоя между
исходными телами. За счет этого слоя склеиваемые тела могут взаимодействовать.
При этом отметим, что именно благодаря использованию топологии Bs+1, удается
корректно выделить границу между сборкой и присоединяемым телом–слоем.

Процесс создания сборок иллюстрирует следующая диаграмма:

0–сборка 1–сборка 2–сборка . . .

I1 I1 ∨ I2 (I1 ∨ I2) ∨ I3 . . .

C0 = κ1(B1) C1 = κ2(B2) C2 = κ3(B3) . . .

κ1 κ2 κ3

Здесь κs :Bs→E , s=1, . ..,N , — актуальные конфигурации сборок, Cs=κs+1(Bs+1)

— актуальные формы сборок.

3. Риманова материальная структура

22◦. Теперь рассмотрим пример структурно неоднородного тела с непрерывной
неоднородностью. Согласно п. 17◦, в материальном многообразии M имеется се-
мейство тел G= {Bα}α∈I, где I⊂R и CardI=ℵ1. Предположим, что семейство G

удовлетворяет следующим условиям:
(CG0) Физическое пространство — трехмерное аффинное евклидово простран-

ство E .
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(CG1) Для любого α∈ I образ актуальной (наблюдаемой) конфигурации κα ∈
Cr(Bα; E) представляет собой полый цилиндр конечной высоты h (одной и той же
для всех тел).

(CG2) Все Bα топологически эквивалентны.
(CG3) Каждое тело Bα можно представить в виде расслоения πα : Bα→ Jα

на континуальное семейство непересекающихся двумерных подмногообразий (по-
верхностей) {Sα,i}i∈Jα с одномерной базой Jα ⊂R [8]: Bα =

⋃
i∈Jα

Sα,i, где Sα,i =

=π−1
α ({i}), i∈Jα. При этом, для каждой из поверхностей Sα,i существует конфигу-

рация κRα,i∈Cr(Bα;E), отображающая тело Bα в евклидово пространство таким об-
разом, что κRα,i(Bα) — полый круговой цилиндр высоты h, а поверхность κRα,i(Sα,i)

— цилиндрическая поверхность, инфинитезимальные окрестности точек которой (в
E) свободны от напряжений [8].

23◦. В общем случае для определения континуального семейства RefBα
, и, соот-

ветственно, материальной метрики, необходимо решать эволюционную задачу [8,39,
41]. В настоящей работе воспользуемся несколько упрощенным подходом — зададим
семейство RefBα как «аппроксимацию» конечного семейства отсчетных форм, опре-
деленного выше для дискретной структурной неоднородности при большом (1000)
количестве слоев. В качестве базовой аппроксимирующей функции возьмем следу-
ющую зависимость:

a(r)=
{
−1.9738, r < 3.7452,

−3.4948 + 7.1796 · 10−1r + 1.2406 · 10−1r2+ 2.828 · 103r3− 4.5369 · 10−5r4, r > 3.7452.
(27)

Эта функция имеет разрыв только в одной точке, которая соответствует поверх-
ности присоединения первого слоя к начальному телу, а во всех других точках —
непрерывна. Зафиксируем параметр α∈ I и рассуждения, связанные с построением
материальной метрики, будем проводить для тела Bα. Поскольку материал тела
прост, то существует семейство RefBα

={κRα;X}X∈Bα
глобальных конфигураций

κRα; X : Bα → E , κRα; X : Y 7→ κRα; X(Y),

каждая из которых преобразует элементарный объем, окружающий частицу X тела,
в единообразную форму [6]. Под единообразной формой здесь и далее понимается
форма, свободная от напряжений.

Семейство RefBα
может быть построено с использованием условия (CG3). Каж-

дая точка X∈Bα принадлежит одной и только одной поверхностиSα,i, поэтому кор-
ректным является отображение κRα;X∈Cr(Bα;E), задаваемое равенством: κRα;X=κRα,i,
где i∈ Jα таков, что X∈Sα,i. По построению, для точек X,Y∈Sα,i отображения
κRα;X и κRα;Y совпадают.

Гипотеза (CG1) позволяет выбрать на форме κα(Bα) тривиальный атлас, карт-
рирующее отображение которого порождает цилиндрические координаты (rα,θα,ξα).
Посредством конфигурации κα, они переносятся на тело14 Bα. Деформация формы
κα(Bα) в форму κRα;X(Bα) индуцирует цилиндрические координаты
(Rα,X,Θα,X,Ξα,X) на κRα;X(Bα), которые включим в состав декартова атласа E (см.

14Это равносильно тому, что κα(Bα) рассматривается как модель тела Bα.
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п. 4◦). В координатах (rα, θα, ξα) и (Rα,X, Θα,X, Ξα,X), конфигурация κRα;X имеет
представление κ̃Rα;X : (rα, θα, ξα) 7→ (Rα,X,Θα,X,Ξα,X),

Rα, X =
√
r2
α − ρα, X, Θα, X = θα, Ξα, X = ξα, (28)

где ρα,X∈R. Следовательно, для X∈Sα,i касательное отображение к κRα;X в точке
Y∈Bα имеет вид

TYκRα; X =
rα√

r2
α − ρα, X

∣∣∣∣∣
Y

eRα, X |Y ⊗drα|Y+eΘα, X |Y ⊗dθα|Y+eΞα, X |Y ⊗dξα|Y, (29)

где Y =κRα;X(Y). Поле локальных конфигураций (см. п. 10◦) Kα : X 7→TXκRα;X, опре-
деляется в точках X∈Bα выражением

Kα|X =
rα√

r2
α − ρα, X

∣∣∣∣∣
X

eRα, X |X ⊗ drα|X + eΘα, X |X ⊗ dθα|X + eΞα, X |X ⊗ dξα|X, (30)

в котором X=κRα;X(X). Отметим, что поле Kα является композитным, т.е. его зна-
чения определяются значениями полей {TXκRα;X}X∈Bα

.
Если h : X 7→ (rα, θα, ξα) — картрирующее отображение, то можно записать ра-

венство ρα,X = ρα,h−1(rα,θα, ξα). Таким образом, определяется функция ρ̃α : R3→R.
Именно, ρ̃α(rα,θα,ξα)=ρα,h−1(rα,θα, ξα). Далее будем рассматривать частный случай,
когда функция ρ̃α постоянна по θα и ξα и определяется аппроксимацией (27). Тогда
ρ̃α :rα 7→ρ̃α(rα):=ρα,X, где X∈Bα — любая точка, имеющая радиальную координату,
равную15 rα.

24◦. В соответствии с (13) определим семейство {Gα}α∈I римановых метрик:

Gα : Bα → T ∗Bα ⊗ T ∗Bα, Gα(u, v) = g(Kαu, Kαv),

где g — евклидов метрический тензор. Выражение для Gα имеет вид

Gα =
r2
α

r2
α − ρα(rα)

drα ⊗ drα +
(
r2
α − ρα(rα)

)
dθα ⊗ dθα + dξα ⊗ dξα. (31)

Метрика Gα является композитной.
Таким образом, имеем семейство {(Bα, Gα)}α∈I римановых пространств. Нену-

левые коэффициенты связности ∇α Леви –Чивита имеют вид

Γ1
11 =

− 2ρ(r) + rρ′(r)

2(r3 − rρ(r))
, Γ1

22 =
(r2 − ρ(r))(− 2r + ρ′(r))

2r2
,

Γ2
12 = Γ2

21 =
2r − ρ′(r)

2r2 − 2ρ(r)
.

В общем случае кривизна полученной связности нетривиальна: ее инвариант Риччи

Sα =
rαρ
′′
α(rα) − ρ′α(rα)

r3
α

15Иначе говоря, предполагается, что число ρα,X зависит только от радиальной координаты
точки X. Отображение ρ̃α устанавливает структуру расслоения многообразия Bα над одномерной
базой ]r1α, r

2
α[⊂R с типовым слоем, гомеоморфным цилиндрической поверхности [8, 39,41].
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обращается в нуль только при ρα(rα) =C1r
2
α+C2.

Семейство материальных метрик {Gα}α∈I и метрика физического пространства
g определяют семейства левых и правых тензоров Коши–Грина {Bα}α∈I и {Cα}α∈I
по формулам (16), (17).

Заключение

Кратко резюмируем результаты настоящей работы. Моделирование послойной
структуры может быть осуществлено в рамках классических (евклидовых) пред-
ставлений, однако при большом числе слоев это приводит к громоздким вычисле-
ниям. В таком случае, в рамках общей идеологии механики континуума дискретная
структура слоев может быть представлена непрерывными распределениями, кото-
рые характеризуют отсчетную форму структурно неоднородного тела в простран-
стве с неевклидовой связностью, в частности, в римановом пространстве с нетриви-
альной кривизной. Формализация представлений для мер деформаций осуществля-
ется в рамках современной дифференциальной геометрии [28,42].
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ABSTRACT

The present paper is intended to formalize strain measures on non-Euclidean

spaces for simple body. Use of non-Euclidean geometry methods allows one:

i) to identify a global materially uniform reference shape for bodies with

structural inhomogeneity, which caused by layer-by-layer formation of a

solid during an additive manufacturing process; ii) to identify a global ac-

tual shape for bodies immersed into non-Euclidean physical space, in par-

ticular, for 2-dimensional solids on material surfaces. In present paper the

expressions for strain measures are derived. The latter are generated by

embeddings of Riemannian manifold, which represents a simple body, into

Riemannian manifold, which represents a physical space. A method for de-

scription of solids with variable composition is suggested. Such a solid is

considered as a family of Riemannian manifolds. Operations of partitioning

and joining are defined over them. These operations characterize structural

features of inhomogeneities, which are defined by a scenario of an additive

manufacturing process. Specific cases for discrete and continuous structural

inhomogeneity are considered in detail. A procedure for material metric

synthesizing is suggested. Inclusion map is introduced. It allows one to es-

tablish relationship between the classical deformation gradient and tangent

map, which is defined over smooth manifold representing a shape of the

body. Essential features of suggested method for description of deformation

incompatibility are demonstrated by example of hollow structurally inho-

mogeneous cylinder with incompressible material.

Key words: incompatible deformations, strain measures, residual stresses,

material manifold, non-Euclidian geometry.
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