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О ранге Сомос-6

Из формулы сложения для тета-функций от двух переменных следует, что ранг
последовательности Сомос-6 не превосходит четырех. В работе построен при-
мер последовательности Сомос-6 с рангом 4.

Ключевые слова: Сомос-последовательности, эллиптические функции, теоре-
мы сложения.

Пусть k — натуральное число и α0, ... , αk−1, x−k+1, ... , x−1, x0, x1, ... , xk — фор-
мальные переменные. С помощью рекуррентного соотношения

S(n+ k)S(n − k) = αk−1S(n+ k − 1)S(n − k + 1) + . . .+ α0S
2(n)

определим последовательность рациональных функций Сомос-2k (n — целое)

S(n) = S(n; α0, . . . , αk−1) = S(n; α0, . . . , αk−1, x−k+1, . . . xk).

В частности, при k=2 возникает Сомос-4, определяемая рекуррентным соотно-
шением

S(n+ 2)S(n − 2) = α1S(n+ 1)S(n − 1) + α0S
2(n), (1)

коэффициентами α0, α1 и начальными значениями

S(− 1) = x−1, S(0) = x0, S(1) = x1, S(2) = x2.

При k=3 возникает последовательность Сомос-6, определяемая соотношением

S(n+ 3)S(n − 3) = α2S(n+ 2)S(n − 2) + α1S(n+ 1)S(n − 1) + α0S
2(n), (2)

коэффициентами α0,α1,α2 и начальными значениями

S(− 2) = x−2, S(− 1) = x−1, S(0) = x0,

S(1) = x1, S(2) = x2, S(3) = x3.
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Пусть A : Z→K (K — кольцо) — последовательность, тождественно не равная
нулю, для которой найдутся 4k других последовательностей

C
(0)
1 , .. . , C

(0)
k , D

(0)
1 , .. . , D

(0)
k : Z → K,

C
(1)
1 , .. . , C

(1)
k , D

(1)
1 , .. . , D

(1)
k : Z → K

таких, что для любых целых m, n выполняются равенства

A(m+ n)A(m − n) =

k∑
j = 1

C
(0)
j (m)D

(0)
j (n), (3)

A(m+ n+ 1)A(m − n) =

k∑
j = 1

C
(1)
j (m)D

(1)
j (n). (4)

В этом случае назовем A гиперэллиптической последовательностью ранга k, где
k — минимально возможное натуральное число для представлений (3) и (4).

Из теории эллиптических функций и результатов работ [1], [2], [3] и др. сле-
дует, что S-последовательность Сомос-4 имеет ранг 2. Из результатов работы [4]
и теоремы сложения для тета-функций от двух переменных следует, что ранг
S-последовательности Сомос-6 не превосходит 4.

Главным результатом работы является утверждение.

Теорема. Ранг S-последовательности Сомос-6 равен 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Положим для любых целых m0, . .. ,mk и n0, .. . , nk

DS

(
m0, . .. ,mk

n0, . .. , nk

)
=

= det

(
S(m0 + n0)S(m0 − n0) . . . S(m0 + nk)S(m0 − nk)

. . . S(mi + nj)S(mi − nj) . . .
S(mk + n0)S(mk − n0) . . . S(mk + nk)S(mk − nk)

)
.

Достаточно проверить, что

DS

(
4, 2, 1, 0

4, 2, 1, 0

)
=/ 0.

Выберем в качестве Сомос-6 последовательность, определяемую рекуррентным со-
отношением

A(n+ 3)A(n − 3) = A(n+ 2)A(n − 2) +A(n+ 1)A(n − 1) +A2(n)

и начальными значениями

A(− 2) = 3, A(− 1) = A(0) = A(1) = A(2) = A(3) = A(4) = 1.

Эта последовательность была впервые приведена в работе [5], и была высказана
гипотеза о том, что все ее элементы — целые числа. Вопрос доказательства гипотезы
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рассматривается в работе [6]. Отметим, что последовательность A возникает из S-
последовательности Сомос-6 при значениях переменных

α0 = α1 = α2 = S(− 2) = S(− 1) = S(0) = S(1) = S(2) = S(3) = 1.

Поэтому для доказательства теоремы достаточно проверить, что (см. [7])

DA

(
4, 2, 1, 0

4, 2, 1, 0

)
=/ 0.

Мы имеем дело с целыми числами, поэтому можно показать, что равенство опре-
делителя нулю не выполняется, например, по модулю 3.

Пусть a(n)=A(n)( mod3), в качестве вычетов возьмем числа −1, 0, 1, тогда нуж-
ные нам значения имеют вид

a(− 4) = 0, a(− 3) = a(− 2) = a(− 1) = a(− 0) = a(1) = a(2) = 1,

a(3) = 0, a(4) = − 1, a(5) = 0, a(6) = − 1, a(7) = 0, a(8) = 1.

Проводя вычисления в кольце классов вычетов по модулю 3, получим, что

Da =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − 1 0 1

− 1 − 1 0 1

0 0 1 1

0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − 1 0 1

− 1 − 1 0 1

0 0 1 1

0 1 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
1 0 1

− 1 0 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
0 0 − 1

− 1 0 1

0 1 1

∣∣∣∣∣∣ = −
∣∣∣∣− 1 0

0 1

∣∣∣∣ = 1.

Теорема полностью доказана. 2
Автор благодарит Быковского В. А. за постановку задачи.
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ABSTRACT

For theta functions from two variables follows from an addition formula

that the rank of the sequence of Somos-6 does not surpass four. In work the

example of the sequence of Somos-6 with a rank 4 is constructed.
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