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Четырёхпараметрическое семейство
целочисленных последовательностей

Сомос-4

Построено четырёхпараметрическое семейство целочисленных последователь-
ностей Сомос-4, частным случаем которого является трёхпараметрическое се-
мейство Сомоса.
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Введение

Пусть α, β, x−1, x0, x1, x2 — формальные переменные. Определим последова-
тельность рациональных функций

S(n) = S(n;α, β) = S(n;α, β;x−1, x0, x1, x2) (n ∈ Z)

с помощью рекуррентного соотношения

S(n+ 2)S(n − 2) = αS(n+ 1)S(n − 1) + βS2(n) (1)

и начальных значений

S(− 1) = x−1, S(0) = x0, S(1) = x1, S(2) = x2.

В работе [1] было доказано, что

S(n) =
∑

a−1,a0,a1,a2∈Z

Pn(α, β; a−1, a0, a1, a2)x
a−1

−1 xa0
0 xa1

1 xa2
2 , (2)

где Pn(α,β; ...) – полиномы от α и β с целыми коэффициентами, отличными от
нуля только для конечных наборов четвёрок целых чисел (a−1,a0,a1,a2). Отсюда
немедленно следует, что при

x−1 = x0 = x1 = x2 = 1
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мы получаем последовательность полиномов

S(n;α, β; 1, 1, 1, 1),

которая при частных значениях α,β ∈Z порождает целочисленные последователь-
ности Сомос-4 (двухпараметрическое семейство).

В [2] было построено трёхпараметрическое семейство с коэффициентами

α = β = xyz

и начальными значениями

x−1 = x, x0 = x1 = 1, x2 = y,

где x, y и z — формальные переменные. В результате возникает последователь-
ность полиномов с целыми коэффициентами от трёх переменных x, y, z, кото-
рые при целых значениях порождают целочисленные последовательности Сомос-4
(трёхпараметрическое семейство). В частности при α=β=x= y= z=1 получается
последовательность из [3], оказавшая большое стимулирующее влияние на развитие
теории последовательностей Сомоса.

В работе доказывается следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть x, y, u, v — формальные переменные. Тогда для коэффици-
ентов

α = xyu, β = xyv

и начальных значений
x−1 = x, x0 = x1 = 1, x2 = y

последовательность S(n), определяемая рекуррентным соотношением (1), состоит
из полиномов от переменных x, y, u, v с целыми коэффициентами.

Замечание 1. При u=v=z получаем трёхпараметрическое семейство Сомоса.
Замечание 2. В работе [4] другим методом было построено семейство цело-

численных последовательностей Сомос-4 с коэффициентами

α = e3, β = ade3

и начальными значениями

x−1 = 1, x0 = a, x1 = e2, x2 = ce3,

для которых
a3d+ e2 = bc.
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1. Эллиптические последовательности

Последовательность A(n) (n∈Z) называется эллиптической (см. [5]), если для
любых целых

m1, m2, m3, n1, n2, n3

выполняются равенства

D(0)
A

(
m1, m2, m3

n1, n2, n3

)
=

= det

(
A(m1 + n1)A(m1 − n1) A(m1 + n2)A(m1 − n2) A(m1 + n3)A(m1 − n3)
A(m2 + n1)A(m2 − n1) A(m2 + n2)A(m2 − n2) A(m2 + n3)A(m2 − n3)
A(m3 + n1)A(m3 − n1) A(m3 + n2)A(m3 − n2) A(m3 + n3)A(m3 − n3)

)
= 0,

(3)

D(1)
A

(
m1, m2, m3

n1, n2, n3

)
=

= det

(
A(1 +m1 + n1)A(m1 − n1) A(1 +m1 + n2)A(m1 − n2) A(1 +m1 + n3)A(m1 − n3)
A(1 +m2 + n1)A(m2 − n1) A(1 +m2 + n2)A(m2 − n2) A(1 +m2 + n3)A(m2 − n3)
A(1 +m3 + n1)A(m3 − n1) A(1 +m3 + n2)A(m3 − n2) A(1 +m3 + n3)A(m3 − n3)

)
= 0.

(4)
В частности, для любого целого n

D(0)
A

(
n, 1, 0

2, 1, 0

)
=

= det

(
A(n+ 2)A(n − 2) A(n+ 1)A(n − 1) A2(n)

A(3)A(− 1) A(2)A(0) A2(1)
A(2)A(− 2) A(1)A(− 1) A2(0)

)
=

= ∆A(n+ 2)A(n − 2) − ∆αA(n+ 1)A(n − 1) − ∆βA
2(n) = 0,

где
∆ = det

(
A(2)A(0) A2(1)

A(1)A(− 1) A2(0)

)
,

∆α = det
(
A(3)A(− 1) A2(1)

A(2)A(− 2) A2(0)

)
,

∆β = − det
(
A(3)A(− 1) A(2)A(0)

A(2)A(− 2) A(1)A(− 1)

)
.

Поэтому
A(n+ 2)A(n − 2) = αA(n+ 1)A(n − 1) + βA2(n)

с
α =

∆α

∆
, β =

∆β

∆
.

Таким образом, для ∆=/0 эллиптическая последовательность A(n) является послед-
овательностью Сомос-4. Из результатов работ [6–8] и др. вытекает, что послед-
овательность

S(n;α, β;x−1, x0, x1, x2)

является эллиптической.
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2. Доказательство теоремы

Пусть x, y, u, v — формальные переменные и S(n) – последовательность Сомос-4
из теоремы. В соответствии с (1) при n=1

S(3) =
1

S(− 1)

(
αS(2)S(0) + βS2(1)

)
=

1

x
(xyuv + xyv) = uy2 + vy

и при n=0

S(− 2) =
1

S(2)

(
αS(1)S(− 1) + βS2(0)

)
=

1

y
(xyux+ xyv) = ux2 + vx.

Далее, для любого целого n

D
(
n, 1, 0

n, 1, 0

)
= det

 S(2n)S(0) S(n+ 1)S(n − 1) S2(n)

S(1 + n)S(1 − n) S(2)S(0) S2(1)

S(n)S(− n) S(1)S(− 1) S2(0)

 =

= det
(
y 1

x 1

)
S(2n) − det

(
S(1 + n)S(1 − n) 1

S(n)S(− n) 1

)
S(n+ 1)S(n − 1)+

+det
(
S(1 + n)S(1 − n) y

S(n)S(− n) x

)
S2(n) = 0,

D
(
n+ 1, 1, 0

n, 1, 0

)
= det

 S(2n+ 1)S(1) S(n+ 2)S(n) S2(n+ 1)

S(1 + n)S(1 − n) S(2)S(0) S2(1)

S(n)S(− n) S(1)S(− 1) S2(0)

 =

= det
(
y 1

x 1

)
S(2n+ 1) − det

(
S(1 + n)S(1 − n) 1

S(n)S(− n) 1

)
S(n+ 2)S(n)+

+det
(
S(1 + n)S(1 − n) y

S(n)S(− n) x

)
S2(n+ 1) = 0.

По этим формулам (формулам удвоения) мы можем восстановить последователь-
ность S(n), опираясь на начальные значения

S(− 2), S(− 1), S(0), S(1), S(2), S(3),

которые являются полиномами от x, y, u, v с целыми коэффициентами. Значит,
элементы последовательности S(n) можно записать в виде

S(n) = (x − y)a(n)T (n),

где a(n) — целые числа, а T (n) — полиномы от x, y, u, v с целыми коэффициентами.
Из рекуррентного соотношения (1) следует, что при x=y

S(n) =/ 0,∞.

Поэтому a(n)=0 для всех целых n. Теорема полностью доказана.
Замечание 3. Равенство a(n)=0 вытекает из представления (2).
Автор благодарит В. А. Быковского за постановку задачи.
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ABSTRACT

A four-parameter family of integer Somos-4 sequences is constructed, a spe-

cial case of which is the three-parameter family Somos-4.
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