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О структуре последовательности
рациональных функций Сомос-4

В работе уточняется результат Зелевинского и Фомина, говорящий о лорано-
вости последовательности Сомос-4.
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Введение

Пусть α, β, x−1, x0, x1, x2 — формальные переменные. Определим последова-
тельность рациональных функций

S(n) = S(n;α, β) = S(n;α, β;x−1, x0, x1, x2) (n ∈ Z)

с помощью рекуррентного соотношения

S(n+ 2)S(n − 2) = αS(n+ 1)S(n − 1) + βS2(n) (1)

и начальных значений

S(− 1) = x−1, S(0) = x0, S(1) = x1, S(2) = x2.

В работе [1] было доказано, что

S(n) =
∑

a−1,a0,a1,a2∈Z
Pn(α, β; a−1, a0, a1, a2)x
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где Pn(α,β;...) — полиномы от α и β с целыми коэффициентами, отличными от нуля,
только для конечных наборов четвёрок целых чисел (a−1,a0,a1,a2).

Опираясь на идеи работы [2], мы уточняем результат Зелевинского и Фомина в
следующем виде.

Теорема 1. Для любого целого n
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где Pn(u,v;x,y) – полином от переменных u и v, x и y с целыми коэффициентами.
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1. Доказательство теоремы

В [2] было доказано следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть x, y, u, v — формальные переменные. Тогда для коэффици-
ентов

α = xyu, β = xyv

и начальных значений
x−1 = x, x0 = x1 = 1, x2 = y

последовательность T (n), определяемая рекуррентным соотношением (1), состоит
из полиномов от переменных x, y, u, v с целыми коэффициентами.

Определим новую последовательность

S̃(n) = x−10 (x0/x1)nS(n),

которая удовлетворяет рекуррентному соотношению (1) и при этом S̃(0) = S̃(1) = 1.
Далее,

S̃(− 1) = x =
x−1x1
x20

, S̃(2) = y =
x0x2
x21

.

Из теоремы 2 следует, что
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Теорема 1 полностью доказана.

Замечание. В работе [3] был доказан следующий результат.

Теорема 3. Для любого целого n

S(n) = x0

(
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)n

·
∑
a,b∈Z

Qn(α, β; a, b)
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,

где Qn(α, β; a, b) — последовательность полиномов от переменных α и β с целыми
коэффициентами, отличными от нуля, для конечного набора целочисленных пар
(a, b).

На самом деле этот результат эквивалентен теореме Зелевинского и Фомина.
Для того, чтобы это показать, достаточно воспользоваться переходом от последова-
тельности S(n) к S̃(n) и к последней применить теорему Зелевинского и Фомина.
Обратные рассуждения позволяют из теоремы 3 получить терему Зелевинского и
Фомина.

Автор благодарит В.А. Быковского за обсуждение полученных результатов.
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ABSTRACT

In the paper the result of Zelevinsky and Fomin on the Laurent property

of the Somos-4 sequence is specified.
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