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О конформной метрике кругового кольца
в n-мерном евклидовом пространстве

Методами симметризации показано, что геодезическая линия относительно кон-
формной метрики кругового кольца в евклидовом пространстве расположена в
некотором двумерном секторе. Как следствие установлена точная форма гео-
дезической линии кольца в случае, когда точки расположены на сфере симмет-
рии. Доказаны точные нижние оценки конформной метрики кругового кольца.
В качестве приложения приведена теорема искажения для квазирегулярных
отображений.

Ключевые слова: конформный модуль, семейство кривых, симметризация,
квазирегулярные отображения, круговое кольцо, теоремы искажения.

1. Введение и предварительные сведения

Всюду ниже приняты следующие обозначения:
Rn — n-мерное евклидово пространство, n>2, состоящее из точек x=(x1,...,xn);

x ·y=
n∑
i=1

xiyi — скалярное произведение x и y;

|x|=
√
x21 + ...+x2n — модуль вектора x∈Rn;

{ei} — стандартный базис, ei= (0,... ,1,... 0), 1 на месте i, i= 1,...n;

[a,b] ={x∈Rn :x= ta+(1− t)b,06 t61} — отрезок, соединяющий a, b;

B(x0,t) ={x∈Rn : |x−x0|<t} — шар с центром x0 радиусом t;
P (a,t) ={x∈Rn :a ·x= t}∪{∞} — гиперплоскость с нормалью a;
S(x0,t) ={x∈Rn : |x−x0|= t} — гиперсфера с центром x0 радиусом t;
K(t, T ) ={x∈Rn : t< |x|<T} — круговое кольцо с центром в начале;
Kr=K(r,1/r), 0<r<1 — кольцо, симметричное относительно гиперсферы S(0,1),

αxy — острый угол между векторами x,y, cosαxy = |x ·y|/(|x||y|);
P0xy ={tx+uy∈Rn : t,u∈R} — двумерная плоскость, проходящая через 0,x,y;

n0xy — точка, лежащая на плоскости P0xy и ортогональная x, n0xy ·x= 0.
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R0xy — замкнутое полупространство, ограниченное гиперплоскостью P (n0xy,0)

и содержащее точку y;

U0xy =R0xy∩R0yx — замкнутый n-мерный угол между x и y.

Cимвол 4(E,F,G) обозначает семейство кривых в области G, соединяющих E
с F, E⊂G, F ⊂G. Если Γ — семейство кривых в Rn, то его n-модулем называется
величина

Mn(Γ) = inf

∫
Rn

ρndx,

где инфимум берется по всем борелевским функциям ρ :Rn→ [0,∞] таким, что нера-
венство

∫
γ

ρds>1 выполняется для каждой кривой γ∈Γ.

Для произвольной области G из Rn и любых точек x, y∈G конформная метрика
µG [1, c. 103] определяется равенством

µG(x, y) = inf
Cxy

Mn(4(Cxy, ∂G; G)), (1)

где инфимум берется по всем кривым Cxy в G, соединяющим x и y.

Из свойств n-модуля семейства кривых вытекает, что метрика µG является кон-
формным инвариантом и не увеличивается с расширением области. А именно

D ⊂ G⇒ µG(x,y) 6 µD(x,y)

для всех x,y∈D.
Метрика µG(x, y) была введена в работе Гал в 1960 году [2]. Существуют также

другие типы метрик, полезных при изучении свойств различных классов простран-
ственных отображений. Наиболее подробно такие метрики изучаются в работах Ву-
оринена [1].

Для вычисления конформной метрики необходимо найти кривую, на которой до-
стигается инфимум в (1). Мы будем называть такую кривую геодезической линией.
В случае единичного шара B(0,1) геодезической линией является дуга окружно-
сти, лежащей в плоскости P0xy и ортогональной единичной гиперсфере. Алгоритм
нахождения геодезической линии шара заключается в следующем: сперва приме-
няется конформное отображение, сохраняющее единичный шар и переводящее про-
извольные точки шара в точки, расположенные на диаметре, а затем используется
сферическая симметризация. Этот алгоритм приводит к формуле [1, c. 104]

µBn(x,y) = γn(1/th(0.5ρ(x,y)),

где γn(s) — ёмкость кольца Греча, ρ(x,y) — гиперболическая метрика единичного
шара.

Поскольку в евклидовом пространстве конформные отображения ограничены
мебиусовыми отображениями, задача нахождения геодезической линии в случае
кругового кольца Kr значительно усложняется. В настоящей заметке методами
симметризации мы показываем, что геодезическая линия кольца Kr расположена
в некотором двумерном секторе в плоскости P0xy (теорема 1). Как следствие от-
сюда вытекает, что геодезической линией Kr для точек, расположенных на сфере
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симметрии S(0,1), является дуга единичной окружности плоскости P0xy. В силу кон-
формной инвариантности модуля последний факт равносилен изопериметрическому
неравенству для конформной ёмкости (теорема 2). В теореме 3 мы устанавливаем
точные нижние оценки конформной метрики кругового кольца. Доказательства тео-
рем используют метод симметризации. Сферы применения метода симметризации
достаточно широко представлены в литературе (см., например, [3–5]). Для откры-
того или замкнутого множества A⊂Rn симметризационным преобразованием ST

называют переход от A к специально построенному множеству ST (A), при котором
не увеличиваются некоторые характеристики A. Нам понадобится несколько видов
симметризационных преобразований: сферическая симметризация, симметризация
относительно гиперсферы и поляризация. Для удобства читателя приведем необхо-
димые нам определения.

Рассмотрим (n− k)-мерную плоскость T ⊂Rn, 16 k6n− 1, и замкнутую полу-
плоскость Ts, Ts⊂T . Полуплоскость Ts определяет k-мерную сферическую симмет-
ризацию SΦk(A) следующим образом.

Пусть J — граница Ts относительно T, для каждого x∈ J и r > 0 определим
W (x,r)=S(x,r)∩M(x), где через M(x) обозначена (k+1)-мерная плоскость, прохо-
дящая через x перпендикулярно J. Если r= 0, то полагаем W (x, r) ={x}.

Определим множество SΦk(A) такое, что W (x, r)∩SΦk(A) есть шапочка (замк-
нутая или открытая, согласно A) на сфере W (x, r), удовлетворяющая условиям

1) центр ее – точка W (x, r) ∩ Ts;

2) mk(W (x, r) ∩ SΦk(A)) = mk(W (x, r) ∩A).

Причем предполагается, что если W (x, r)∩A=∅, тогда W (x, r)∩SΦk(A)=∅. Здесь
mk означает k-мерную меру Лебега.

Cимметризацией множества А относительно единичной гиперсферы S(0,1) [3],
[6] называется переход к множеству S1(A), построенному следующим образом. Для
каждого единичного вектора v∈S(0,1) обозначим через K(v) луч с направляющим
вектором v и началом в нуле. Пусть µv(A) = exp

∫
A∩K(v)

dr
r — логарифмическая мера

пересеченияK(v) и A. В случае пустого пересеченияK(v) и A мы полагаем, что мно-
жество K(v,A) также пусто. В остальных случаях множество K(v,A) определяется
как открытый или замкнутый (согласно A) интервал на луче K(v), симметричный
относительно гиперсферы S(0,1) и логарифмической меры µv(A). Тогда

S1(A) =
⋃

v∈S(0,1)

K(v,A).

Поляризацией множества А относительно гиперсферы S(a,ρ) [7,8] называется
преобразование A в множество P−A (или P+A),

P+A = (A ∩A∗)− ∪ (A ∪A∗)+, P−A = (A ∩A∗)+ ∪ (A ∪A∗)−.

Здесь
A+ = A+(ρ) = {x ∈ A :| x − a |6 ρ},
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A− = A−(ρ) = {x ∈ A :| x − a |> ρ},

A∗ = {x ∈ Rn : x∗ ∈ A}

и x∗ симметрична точке x относительно сферы S(a,ρ), то есть x∗=ρ2x/|x|2. Анало-
гично определяется поляризация относительно гиперплоскости.

Пусть ST (A) — одно из преобразований: сферическая симметризация, симмет-
ризация относительно гиперсферы или поляризация. Тогда справедливо следующее
утверждение. Если A⊂G и область G cохраняется при преобразовании ST , G=

=ST (G), то
Mn(4(A, ∂G; G)) >Mn(4(ST (A), ∂G; G)).

Доказательство соответствующего утверждения с учетом равенства емкости и мо-
дуля [9, c. 44] содержится в работах [3, 5–7,10].

Конформная метрика µG применяется при изучении оценок искажения в теории
квазирегулярных отображений. Отображение f : G→Rn называется квазирегуляр-
ным, если f ∈ACLn и если существует константа K>1 такая, что

|f ′(x)|n 6 KJf (x), |f ′(x)| = max
|h| = 1

|f ′(x)h|

п. в. в G. Наименьшая константа K>1, для которой справедливо это неравенство,
называется внешней дилатацией f и обозначается через KO(f).

Если f квазирегулярно, то наименьшая константаK>1, для которой неравенство

Jf (x) 6 K l(f ′(x)), l(f ′(x)) = min
|h| = 1

|f ′(x)h|

имеет место п. в. в G, называется внутренней дилатацией и обозначается KI(f).

Максимальная дилатация — это число K(f)= max{KI(f), KO(f)}. Если K(f)6K,
то f называется K-квазирегулярным. В случае, когда f является гомеоморфизмом
и выполняются вышеприведенные соотношения с заменой Jf (x) на |Jf (x)|, отобра-
жение f называется квазиконформным.

Применение конформной метрики в теории квазирегулярных отображений обу-
словлено тем, что эти отображения “почти” сохраняют конформную метрику обла-
сти. Если f :G→Rn — не постоянное квазирегулярное отображение, то

µfG(f(x), f(y)) 6 KI(f)µG(x, y); x, y ∈ G.

Если дополнительно f является квазиконформным отображением, то

µfG(f(x), f(y)) > µG(x,y)/K0(f).

В качестве приложения полученных оценок конформной метрики в теореме 4 мы
приводим теорему искажения для квазирегулярного отображения кольца.
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2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть x ∈ Kr, y ∈ Kr, |x| 6 |y| и xm = min(|x|, 1), yM = max(|y|, 1).

Тогда
µKr (x, y) = inf

γxy

Mn(4(γxy, ∂Kr; Kr)),

где инфимум берется по всем кривым γxy, соединяющим x и y и лежащим в замкну-
том двумерном секторе P0xy∩K(xm,yM )∩U0xy.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Cxy — произвольная кривая, лежащая в кольце
Kr и соединяющая x,y. Согласно (1) для доказательства теоремы достаточно по-
строить последовательность симметризационных преобразований ST, ST (Kr) = Kr,

результат применения которых содержит некоторую кривую γxy, x ∈ γxy, y ∈ γxy,
γxy ⊂ P0xy ∩K(xm, yM ) ∩ U0xy. Если точки x, y расположены на одном луче c на-
чалом в нуле, то одномерная сферическая симметризация относительно этого луча
приводит к нужному нам утверждению. Поэтому в дальнейшем будем считать, что
αxy > 0.

Обозначим через m прямую, параллельную отрезку [x,y] и проходящую через
0. Пусть Axy ⊂ P0xy — полуплоскость с границей m, содержащая точки 0,x,y. Ре-
зультат двумерной сферической симмметризации относительно полуплоскости Axy

кривой Cxy содержит некоторую кривую γ1xy, лежащую в полуплоскости Axy.

На следующем этапе мы несколько раз применяем поляризацию относительно
гиперплоскости (в случае αxy = π данный этап нужно пропустить). Первая поляри-
зация — поляризация относительно гиперплоскости P (n0xy, 0), причем объединение
происходит в сторону полупространства, содержащего y. Затем последовательно
применяется поляризация относительно гиперплоскости P (n0vky, 0) (с объединени-
ем в сторону y), где

vk =
1

2

(
vk−1
|vk−1|

+
y

|y|

)
, v0 = − x, k = 1, . . . , l,

и l выбрано так, чтобы выполнялось неравенство αvly < αxy. И последняя поляри-
зация относительно гиперплоскости — поляризация относительно P (n0yx, 0) с объ-
единением в сторону x. В итоге применения этих поляризаций результат преобра-
зования кривой γ1xy содержит некоторую кривую γ2xy ⊂ P0xy ∩ U0xy.

На последнем этапе преобразований необходимо добиться того, чтобы резуль-
тат преобразования кривой γ2xy содержал некоторую кривую γxy, лежащую в сек-
торе P0xy ∩ K(xm, yM ) ∩ U0xy. Если xm = yM (то есть |x| = y = 1), то достаточно
применить симметризацию относительно гиперферы S(0, 1). В случае xm < yM мы
несколько раз применяем поляризацию относительно гиперсферы. Сперва использу-
ется поляризация относительно S(0, xm), причем объединение происходит в сторону
бесконечности. Затем последовательно применяются поляризации относительно ги-
персфер S(0, ti) (с объединением в сторону начала), где

ti =
√
ti−1yM , t0 = 1, i = 1, . . . , p,
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и p выбрано так, чтобы выполнялось неравенство
∣∣∣yM − y2M

ti

∣∣∣ < |yM − xm|. И наконец
последняя поляризация относительно S(0, yM ) с объединением в сторону начала
приводит к требуемому результату. 2

В теореме 1 доказано, что в случае |x|= |y|= 1,

µKr (x, y) = Mn(4(lxy, ∂Kr; Kr)), (2)

где lxy — более короткая дуга единичной окружности в плоскости P0xy, соединя-
ющая x и y. Этот результат можно переписать в терминах конформной ёмкости
конденсатора. Напомним, что конденсатором C= (E,F ) называется пара непустых
непересекающихся замкнутых множеств, а E, F называются пластинами. Конформ-
ная ёмкость конденсатора совпадает с модулем семейства кривых, соединяющих его
пластины [9, c. 44].

Теорема 2. Среди всех конденсаторов C вR
n
, одна пластина которых содержит

шары B(− e1, ρ) и B(e1, ρ), а другая представляет собой континуум, соединяющий
точки a = ten и b = uen, t > 0, u > 0, наименьшей конформной ёмкостью обладает
конденсатор C∗ с пластинами B(− e1, ρ) ∪B(e1, ρ) и [a,b].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если считать плоскость P0e1en комплексной z-плоскостью,
то нетрудно увидеть, что дробно-линейное отображение

f(z) =
z +

√
1 − ρ2

− z +
√

1 − ρ2

преобразует ∞→− 1, 0→ 1, − 1 + ρ→ r и − 1 − ρ→− r. Любое дробно-линейное
отображение представляет собой суперпозицию инверсий, сдвигов и отражений. Та-
ким образом, существует мёбиусово отображение, переводящее R

n \ (B(− e1, ρ) ∪
B(e1, ρ)) в некоторое кольцо Kr и точки a,b в точки, расположенные на единичной
сфере. Воспользовавшись конформной инвариантностью емкости и равенством (2),
получаем требуемый результат. 2

Для 06α6π обозначим lα = {x= (cosϕ,sinϕ,0, ...,0)∈Rn : 06 |ϕ|6α/2} — наи-
меньшую дугу единичной окружности раствора α плоскости Oe1e2, соединяющую
точки x1 = (cos(α/2),− sin(α/2),0, ...,0) и x2 = (cos(α/2),sin(α/2),0, ...,0). Определим
в случае фиксированного r, 0<r<1, функцию un,r(α), 06α6π и функцию vn,r(s),

r<s61, как модули следующих семейств кривых:

un,r(α) = Mn(∆(lα, ∂Kr;Kr)),

vn,r(s) = Mn(∆([se1, s
−1e1], ∂Kr;Kr)).

Теорема 3. Пусть x ∈ Kr, y ∈ Kr, |x| 6 |y|. Тогда

µK(r)(x,y) > un,r(αxy), (3)

µK(r)(x,y) > vn,r(
√
|x|/|y|). (4)

Равенство в (3) выполняется в случае, когда точки x, y лежат на единичной гипер-
сфере, то есть |x|= |y|= 1. Равенство в (4) выполняется в случае, когда точки x, y

симметричны относительно S(0,1), то есть x/|x|=y/|y|, |x||y|= 1.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Cxy — кривая, лежащая в кольце Kr и соединяю-
щая x,y. Применяя симметризацию относительно гиперсферы S(0, 1), получим

Mn(4(Cxy, ∂Kr; Kr)) >Mn(4(C∗x∗y∗ , ∂Kr; Kr)),

где C∗x∗y∗ — некоторая кривая, соединяющая точку x∗ = x/|x| с точкой y∗ = y/|y|
и лежащая на сфере S(0, 1). Обозначим через m прямую, параллельную отрезку
[x∗,y∗] и проходящую через 0, и через Bxy обозначим двумерную полуплоскость с
границей m, проходящую через точки 0,x,y. Применяя двумерную сферическую
симмметризацию относительно полуплоскости Bxy, получим, что

Mn(4(C∗x∗y∗ , ∂Kr; Kr)) >Mn(4(l, ∂Kr; Kr)) = un,r(αxy).

Здесь l — более короткая из двух дуг с концами x∗,y∗ на окружности, лежащей в
двумерной плоскости P0xy и на сфере S(0, 1). Переход к инфимуму дает неравен-
ство (3). Доказательство неравенства (4) аналогично доказательству неравенства
(3) с той разницей, что сперва необходимо применить одномерную сферическую
симметризацию относительно луча [0,+∞], а затем симметризацию относительно
гиперсферы S(0, 1). Теорема доказана. 2

В следующей теореме мы приведем оценку искажения угла между точками,
расположенными на сфере симметрии при квазирегулярном отображении кольца
в кольцо.

Теорема 4. Пусть x ∈ Kr, y ∈ Kr, |x| = |y| = 1 и f : Kr → Rn — не постоянное,
K — квазирегулярное отображение кольца Kr в кольцо Kρ, f(G) ⊂ Kρ. Тогда

un,ρ(αf(x)f(y)) 6 Kun,r(αxy). (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя теорему 3, упомянутые во введении свойства
конформной метрики и равенство (2), получаем цепочку неравеств

un,ρ(αf(x)f(y)) 6 µKρ(f(x), f(y)) 6 µf(G)(f(x), f(y)) 6 KµG(x,y) = Kun,r(αxy).

2
Заметим, что неравенство (5) превращается в равенство в случае тождественного

отображения и поэтому является точным.
В заключение приведем схему вычисления функций un,r(α) и vn,r(s) в плоском

случае при n= 2. Богатство конформных отображений на плоскости позволяет вы-
разить функции u2,r(α) и v2,r(s) через модуль кольца Тейхмюллера. Модуль кольца
Тейхмюллера на плоскости вычисляется по формуле [1, c. 68]

τ2(t) =
2K(1/

√
1 + t)

K(
√
t/(1 + t))

,

где K(x) =
1∫
0

du√
(1−u2)(1−x2u2)

— полный эллиптический интеграл первого рода. По

принципу симметрии [1, c. 55]

M2(∆(lα, ∂Kr;Kr)) = 4M2(∆(l+α , S
+(0, r);K+(r, 1)),



240 Е. Г. Прилепкина, А.С. Афанасьева-Григорьева

где l+α = lα∩{Imω > 0}, S+(0,r) =S(0,r)∩{Imω > 0}, K+(r,1) =K(r,1)∩{Imω > 0}.
Функция z= lnω− 0.5lnr отображает K+(r,1) на прямоугольник PR c вершинами
A1=0.5ln(1/r), A2=0.5ln(1/r)+iπ, A3=−0.5ln(1/r)+iπ, A4=−0.5ln(1/r). Согласно
конформной инвариантности модуля

M2(∆(l+α , S
+(0, r);K+(r, 1)) = M2(∆([A1, B], [A3, A4];PR)),

где B= 0.5ln(1/r) + iα/2. Далее мы используем стандартное отображение верхней
полуплоскости Imw>0 на заданный прямоугольник PR [11, c. 719] и получаем

M2(∆([A1, B], [A3, A4];PR)) = M2(∆([1, 1 + ζ], [− 1/k,− 1]; Imw > 0)).

Здесь параметры k и ζ определяются условиями

k =

4
∞∑

v = 0
q(v+0.5)2

1 + 2
∞∑

v = 1
qv2

, q = exp

(
4π2

ln r

)
,

1+ζ∫
1

dt√
(t2 − 1)(1 − k2t2)

= α
2K(k)

ln(1/r)
.

Последний модуль c учетом принципа симметрии выражается через модуль кольца
Тейхмюллера [1, c. 66]

M2(∆([1, 1 + ζ], [− 1/k,− 1]; Imw > 0)) =
1

2
τ2

(
2(ζk + k + 1)

ζ(1 − k)

)
.

В итоге получим
u2,r(α) = 2τ2

(
2(ζk + k + 1)

ζ(1 − k)

)
.

Приведенная схема применяется также и для вычисления функции v2,r(s),

v2,r(s) = 2τ2

(
(1 + k)(1 + η)

(1 − η)(1 − k)

)
,

где

ln s − 0.5 ln r =
ln(1/r)

4K(k)

η∫
0

dt√
(1 − t2)(1 − k2t2)

.
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ABSTRACT

It is shown by the methods of symmetrization that the geodesic with respect

to the conformal metric of annulus in the Euclidean space is located into

a two-dimensional sector. As a consequence, the geodesic is established in

the case of points located on symmetric sphere of the annulus. Exact lower

bounds are proved for the conformal metric of the annulus. A distortion

theorem for quasi-regular mappings is given.
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