
Дальневосточный математический журнал. 2020. Т. 20. № 1. С. 108–113

УДК 517.95

MSC2010 35J61, 35Q79

c© А.Ю. Чеботарев1

Неоднородная краевая задача

радиационного теплообмена

для многокомпонентной среды

Представлен анализ разрешимости неоднородной краевой задачи для нелиней-
ных уравнений радиационного теплообмена с френелевскими условиями сопря-
жения на поверхностях разрыва коэффициента преломления. Доказана нело-
кальная однозначная разрешимость краевой задачи.
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Постановка краевой задачи

Рассмотрим ограниченную область Ω⊂R
3, включающую в себя непересекающие-

ся подобласти Ωj , j=1,...,p. Через Ω0=Ω\

(

p
⋃

j=1

Ω̄j

)

обозначим внешнюю подобласть;

Γ=∂Ω⊂Γ0=∂Ω0, Γj =∂Ωj⊂Γ0, j=1, ...,p.

Радиационный теплообмен будем описывать нормализованной температурой θ и

нормализованной интенсивностью теплового излучения ϕ, усредненной по всем на-

правлениям. В каждой из областей Ωj , j=0,...,p указанные функции удовлетворяют

уравнениям

− a∆θ + b(θ3|θ| − ϕ) = f, − α∆ϕ+ β(ϕ − θ3|θ|) = g. (1)

Положительные кусочно-постоянные параметры a, b, α и β, описывающие свойства

среды, определены в [1], а функции f,g описывают тепловые и радиационные ис-

точники.

Условия отражения и преломления на внутренних границах приводят к нестан-

дартным условиям сопряжения для интенсивности излучения. Эти условия полу-

чены в статье [1]. Учитывая непрерывность температуры и теплового потока на
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внутренних границах, получаем условия на Γj = ∂Ωj, j =1, ... ,p для температуры

θj = θ|Ωj
и интенсивности излучения ϕj =ϕ|Ωj

θ0 = θj , a0∂nθ0 = aj∂nθj , (2)

n2
0α0∂nϕ0 = n2

jαj∂nϕj , hj(ϕj − ϕ0) = α0∂nϕ0. (3)

Здесь aj ,αj ,nj = a,α,n|Ωj
, hj > 0 – параметры, зависящие от коэффициентов отра-

жения на внутренних границах. Через ∂n обозначаем производную по направлению

внешней нормали n к границе соответствующей области.

Краевые условия на внешней границе Γ=∂Ω имеют стандартный вид.

a∂nθ + c(θ − θb)|Γ = 0, α∂nϕ+ γ(ϕ − θ4b )|Γ = 0, (4)

где θb – заданная граничная температура, c – коэффициент теплопередачи,

0<γ6 1/2 – параметр, зависящий от коэффициента излучения на Γ.

Краевые задачи для уравнений радиационного теплообмена, где рассматривает-

ся диффузионное приближение уравнения переноса излучения, но не учитываются

эффекты отражения и преломления на границах разрыва коэффициента прелом-

ления, изучены достаточно полно. Отметим статьи [2–18], посвященные краевым,

экстремальным и обратным задачам для диффузионных уравнений радиационного

теплообмена. Интересные краевые задачи, учитывающие радиационный теплооб-

мен, рассмотрены в [19–21].

Отметим, что однородная краевая задача (1)–(4), где f=0,g=0 и граничная тем-

пература θb является ограниченной, рассмотрена в [1]. Задача с источниками, кото-

рые моделируются функционалами или интегрируемыми функциями, представляет

интерес для анализа задач оптимального управления и обратных задач для много-

компонентных сред. В данной заметке анонсируются результаты анализа краевой

задачи (1)–(4), приводятся новые априорные оценки, которые позволяют доказать

нелокальную разрешимость.

1. Слабое решение краевой задачи

Пусть Ω,Ωj⊂R
3 — ограниченные липшицевы области. Далее стандартным обра-

зом обозначаем через Ls, 16s6∞ пространства s-интегрируемых функций и через

Hs=W s
2 — пространства Соболева, H=L2(Ω), V =H1(Ω). Пусть

W = {w ∈ H, wj = w|Ωj
∈ H1(Ωj), j = 0, . . . , p} ⊂ L6(Ω).

ПространствоH будем отождествлять с сопряженным пространствомH ′. Тогда V ⊂

W ⊂H=H ′⊂W ′⊂V ′. Значение функционала f ∈V ′ на элементе v∈V и скалярное

произведение в H , если f,v∈H , обозначим через (f,v).

‖v‖2 = (v, v); (v, w)j : = (v, w)L2(Ωj), ‖v‖
2
j : = (v, v)j ; (v, w)W =

p
∑

j = 0

(v, w)H1(Ωj).
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Пусть данные задачи удовлетворяют следующим условиям:

(i) c,γ∈L∞(Γ), c> c0> 0, γ>γ0> 0, c0,γ0=const;

(ii) a,b,α,β,n|Ωj
=aj,bj,αj ,βj ,nj> 0, b=σβn2, σ=Const> 0;

(iii) 06 θb∈L
16/3(Γ); f ∈V ′, g∈L5/4(Ω).

Введем операторы A1 : V →V ′, A2 : W →W ′ и функционалы f ∈V ′, g∈W ′, ис-

пользуя следующие равенства, справедливые для θ,η∈V , ϕ,w∈W :

(A1θ, η) = (a∇θ,∇η) +

∫

Γ

cθηdΓ,

1

σ
(A2ϕ,w) =

p
∑

j = 0

αjn
2
j(∇ϕ,∇w)j + n2

0

∫

Γ

γϕwdΓ + n2
0

p
∑

j = 1

hj

∫

Γj

(ϕ0 − ϕj)(w0 − wj)dΓ,

(fb, η) =

∫

Γ

cθbηdΓ, (gb, w) = σn2
0

∫

Γ

γθ4bwdΓ.

Здесь ϕj ,wj =ϕ,w|Ωj
.

Скалярное произведение и норму в пространстве V удобно задать, используя

оператор A1, (u,v)V =(A1u,v), ‖v‖
2
V =(A1v,v). Поскольку билинейная форма (A1u,v)

симметрична и коэрцитивна, то введенная норма эквивалентна стандартной норме

пространства V .

Будем также использовать неравенства непрерывности вложений V ⊂Ls(Ω), W⊂

Ls(Ω), 16 s6 6:

‖v‖Ls(Ω) 6 K1‖v‖V , v ∈ V, ‖w‖Ls(Ω) 6 K2‖w‖W , w ∈W, 1 6 s 6 6.

Для возрастающей степенной функции используем обозначение [s]q= |s|qsigns, q>0,

s∈R.

Определение. Пара {θ,ϕ}∈V ×W называется слабым решением задачи (1)–(4),

если
A1θ + b([θ]4 − ϕ) = fb + f, A2ϕ+ b(ϕ − [θ]4) = gb + σn2g. (5)

Cлабая формулировка задачи (1)–(4) выводится путем умножения уравнений (1)

на тестовые функции η∈V и σn2ψ∈W соответственно, интегрирования по частям

по областям Ωj , сложения полученных равенств и применения краевых условий (4)

и условий сопряжения (2), (3).

2. Нелокальная разрешимость краевой задачи

Задачу (5) можно свести к задаче отыскания неподвижной точки нелинейно-

го оператора в пространстве V. Билинейная форма {ϕ,ψ}→ (A2ϕ+bϕ,ψ) является

непрерывной, симметричной и положительно определенной в пространстве W. По-

этому из леммы Лакса – Мильграма следует, что для каждого η ∈W ′ существует

единственное решение ϕ∈W уравнения A2ϕ+bϕ=η и оператор (A2+bI)
−1 :W ′→W

непрерывен. Определим оператор F :V →V такой, что

(F (θ), z)V = (fb + f − b([θ]4 − ϕ), z) ∀ z ∈ V ; ϕ = (A2 + bI)−1(gb + σn2g + b[θ]4).
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Тогда, с учетом определения скалярного произведения в пространстве V , задача (5)

равносильна следующей задаче

θ = F (θ), ϕ = (A2 + bI)−1(gb + σn2g + b[θ]4).

Нетрудно получить оценку нормы непрерывности оператора F для θ1,2 ∈ V ,

‖θ1,2‖V 6ρ,

‖F (θ1) − F (θ2)‖V 6 K1 (C1 +max bC2) ‖θ1 − θ2‖L4(Ω).

Здесь C1=4maxbK3
1ρ

3, C2=C1K2/min{σαn2,b}. Вложение V ⊂L4(Ω) непрерывно и

компактно, и следовательно, из полученной оценки вытекает, что оператор F вполне

непрерывен. Таким образом, на основании принципа Лере – Шаудера, разрешимость

задачи (5) следует из равномерной по λ∈(0,1] ограниченности в пространстве V мно-

жества решений операторного уравнения θ=λF (θ), которое эквивалентно системе

1

λ
A1θ + b([θ]4 − ϕ) = fb + f, A2ϕ+ b(ϕ − [θ]4) = gb + σn2g. (6)

Требуемая оценка выводится путем скалярного умножения первого уравнения в (6)

на θ, второго на регуляризацию функции [ϕ]1/4 и затем сложения полученных ра-

венств. Применяя подход из [13] и учитывая неравенство монотонности

([θ]4−ϕ)(θ− [ϕ]1/4)> 0 и коэрцитивность в H квадратичной формы

E(ζ) = σ

p
∑

j = 0

αjn
2
j‖∇ζ‖j+

+σn2
0

∫

Γ

γζ2dΓ + σn2
0

p
∑

j = 1

hj

∫

Γj

([ζ0]
8/5 − [ζj ]

8/5)([ζ0]
2/5 − [ζj ]

2/5)dΓ,

получаем оценку ‖θ‖2V 6 ‖f‖2V ′ +2C0. Здесь постоянная C0 не зависит от λ∈ (0,1].

Следовательно, существует неподвижная точка оператора F , что означает разре-

шимость задачи (5).

Используя метод, предложенный в [1], где рассматривалась однородная задача с

условиями f =0,g=0, θb∈L
∞(Γ), можно доказать единственность решения. Таким

образом, справедлив следующий результат.

Теорема. Пусть выполняются условия (i)–(iii). Тогда существует единственное

слабое решение задачи (1)–(4).
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ABSTRACT

An analysis of the solvability of an inhomogeneous boundary value problem

for the equations of radiative heat transfer with the Fresnel conjugation

conditions is presented. The nonlocal unique solvability of the boundary

value problem is proved.
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