
Дальневосточный математический журнал. 2021. Т. 21. № 2. С. 215–230

УДК 517.51
MSC2020 46E30 + 47B38

c⃝ Е.Н. Ломакина1,2, М.С. Сарычев1,2

Оценки норм Шаттена – Неймана
одного класса интегральных операторов

В статье рассматривается интегральный оператор, действующий из пространств
Лебега в пространства Лоренца. Найдены условия, при которых компактный
оператор принадлежит классам Шаттена-Неймана.

Ключевые слова: пространства Лебега, пространства Лоренца, интеграль-
ный оператор, аппроксимативные числа, нормы Шаттена –Неймана.

DOI: https://doi.org/10.47910/FEMJ202118

Введение

Пусть T — линейный оператор, действующий из банахова пространства E в ба-
нахово пространство F . an(T ) — n-е аппроксимативное число оператора T (см. мо-
нографию [1, §12]) определяется формулой

an(T ) = inf{∥T − L∥E→F : L : E → F, rankL < n}, n ∈ N.

Множество всех компактных операторов T :E→F , удовлетворяющих условию

∥T∥S(a)
α

=
∥∥∥{ak(T )}∥∥∥

ℓα(N)
=

( ∞∑
n = 1

aαn(T )

)1/α
, 0 < α < ∞,

образуют классы Шаттена –Неймана (см. [2, 3]).
В данной работе найдены условия, при которых интегральный оператор T :Lr

v(R+)→
Lp,q
ω (R+) в области 1<p<r6 q<∞ вида

Tf(x) =

x∫
0

f(τ)v(τ) dτ, x > 0, (1)
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с весовой функцией v ∈L1(0,x), x> 0, принадлежит классу Шаттена – Неймана. В
случае, когда q=r и 1<s<∞ получена эквивалентность нормы Шаттена – Неймана
интегральному выражению, зависящему от весовых функций

∥T∥S(a)
α

=

(∑
n

asn(T )

)1
s

≈

( ∞∫
0

( x∫
0

v(t) dt

) s
r′
( ∞∫

x

ω(t) dt

) 1
p−1

ω(x) dx

)1
s

,

что дополняет результаты исследований [4–6].
Пусть (X,µ) — измеримое пространство с положительной σ-аддитивной мерой µ.

Функция распределения измеримой функции f относительно меры µ определяется
формулой

f∗(τ) = µ{x ∈ X : |f(x)| > τ} =

∫
{x∈X:|f(x)|>τ}

dµ, τ > 0.

Невозрастающей перестановкой f∗ функции f отностительно меры µ называется
(см. монографию [7])

f∗(t) = inf{τ > 0: f∗(τ) 6 t}.

Положим X=(0,∞), dµ(x)=ω(x)dx, где ω(x) — измеримая положительная функ-
ция, конечная почти всюду на R+=(0,∞).

Для 16 p,q <∞ весовое пространство Лоренца Lp,q
ω ≡Lp,q

ω (R+) состоит из всех
µ-измеримых функций f , для которых

∥f∥Lp,q
ω

=

 ∞∫
0

q

p

(
t
q
p−1f∗

ω(t)
q
)
dt

1/q

< ∞.

Пространство Лоренца в случае p= q является пространством Лебега с нормой

∥f∥Lp,p
ω

= ∥f∥Lp
ω
=

 ∞∫
0

|f(x)|pω(x) dx

1/p< ∞.

Неравенство треугольника в пространствах Лоренца имеет вид [8, стр. 5572]∥∥∥ N∑
k = 1

fk

∥∥∥
p,q

6 cpq

N∑
k = 1

∥∥fk∥∥p,q,
где наилучшая константа

cpq =

1, 1 < q 6 p < ∞,(
p
q

)1/q (
p′

q′

)1/q′
, 1 < p < q < ∞.

(2)

Если функции f ∈Lp,q
ω , g∈Lp′,q′

ω при 1<p<∞, 16 q6∞, то выполняется нера-
венство Гёльдера ∣∣∣∣ ∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x) dx

∣∣∣∣6 ∥f∥Lp,q
ω

∥g∥Lp′,q′
ω

,
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где 1
p +

1
p′ =1, 1

q +
1
q′ =1 (см. [7, стр. 220]).

Для Lp,q
ω двойственное пространство определяется формулой

Lp′,q′

ω =

{
g :
∣∣∣∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x)dx
∣∣∣ < ∞, для всех f ∈ Lp,q

ω

}
с нормой

∥g∥
Lp′,q′

ω
= sup

∥f∥L
p,q
ω

61

∣∣∣∫ ∞

0

f(x)g(x)ω(x)dx
∣∣∣.

Заметим также, что ∥f∥Lp,q
ω

=

(∞∫
0

qf∗(t)
q
p tq−1dt

)1
q

и ∥χ(0,t)∥Lp,q
ω

=

(
t∫
0

ω(τ)dτ

)1
p

.

Критерий компактности рассматриваемого оператора T содержится в следующей
теореме.

Теорема 1. [9, 10]. Пусть 1 < p < r 6 q < ∞, оператор T : Lr
v(R

+) → Lpq
ω (R+)

вида (1) компактен тогда и только тогда, когда

A = sup
t>0

A(t) = sup
t>0

 ∞∫
t

ω(x) dx

1/p t∫
0

v(x) dx

1/r
′

< ∞.

и

lim
a→0+

sup
0<t<a

 a∫
t

ω(x) dx

1/p t∫
0

v(x) dx

1/r
′

= 0,

lim
b→+∞

sup
b<t<∞

 +∞∫
t

ω(x) dx

1/p t∫
b

v(x) dx

1/r
′

= 0.

Далее зададим малое ε: 0<ε<∥T∥ и выберем точки c0, cN разбиения

0 = c0 < c1 < c2 < . . . < cN−1 < cN < cN+1 = ∞

таким образом, чтобы выполнялось условие

sup
0<t<c1

A(t) = sup
cN<t<∞

A(t) = ε. (3)

На конечном интервале I=[c1,cN ] рассмотрим оператор

TIf(x) = χI(x)(F (x) − FI), (4)

где

F (x) =

x∫
c1

f(τ) dτ, x ∈ I; FI =
1

µ(I)

∫
I

F (x)g(x)ω(x) dx.
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Согласно теореме 3 [12] и лемме 1 [11] норма оператора TI вида (4) непрерывно
зависит от интервала I, поэтому можно выбирать интервалы Ik = [ck, ck+1], k =

=1,...,N −1, так, что

∥TIk∥ = ε, k = 1, . . . , N − 2, ∥TIN−1
∥ 6 ε. (5)

Оценки поведения аппроксимативных чисел интегрального оператора (1) дока-
заны в следующей теореме.

Теорема 2. [11] Пусть 1 < p < r 6 q < ∞, оператор T : Lr
v → Lpq

ω вида (1) ком-
пактен. Зададим 0 < ε < ∥T∥, интервалы Ik = [ck, ck+1], k = 0, 1, ...N выбраны так,
что выполнены условия (3), (5). Тогда

1

2cpq
ε (N + 1)

1
q−

1
r 6 aN+1(T ), aN (T ) 6 ε.

1. Предварительные оценки

Пусть {ξn}, n∈Z, определяется формулой

V (ξn) =

ξn∫
0

v(t) dt = 2n+1, Jn = (ξn−1, ξn).

Зададим последовательность

σn =

 ξn∫
ξn−1

v(t) dt


1
r′
 ξn+1∫

ξn

ω(t) dt


1
p

.

Заметим, что

σn = 2
n
r′

 ξn+1∫
ξn

ω(t) dt


1
p

и

ξn+1∫
ξn

ω(t) dt =
σp
n

2
np
r′

. (6)

Оценка

σn 6

 ξn∫
0

v(t) dt


1
r′
 ξn+1∫

ξn

ω(t) dt


1
p

= 2
n+1
r′

 ξn+1∫
ξn

ω(t) dt


1
p

влечет за собой неравенство

2
np
r′

 ξn+1∫
ξn

ω(t) dt

 = σp
n 6 2

(n+1)p

r′

 ξn+1∫
ξn

ω(t) dt

 .
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Лемма 1. Пусть номера n1< n2 <n3, точки c0 и c1 разбиения Ik= (ck, ck+1)

принадлежат интервалам c0 ∈ Jn1 , x0 ∈ Jn2 , c1 ∈ Jn3 . Тогда x0∫
c0

v(t) dt

1/r
′  c1∫

x0

ω(t) dt

1/p 6 2
2
r′ +

1
p max

n2−16n6n3−1
σn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя неравенства выше, получаем

 x0∫
c0

v(t) dt

 1
r′
 c1∫

x0

ω(t) dt

1
p

6

 ξn2∫
ξn1−1

v(t) dt


1
r′
 ξn3∫
ξn2−1

ω(t) dt


1
p

6

6
[
V (ξn2

)
] 1

r′

 ξn3−1∫
ξn2−1

ω(t) dt+

ξn3∫
ξn3−1

ω(t) dt


1
p

= 2
(n2+1)

r′

(
σp
n2−1

2
(n2−1)p

r′
+

σp
n3−1

2
(n3−1)p

r′

)1
p

6 2
n2+1

r′ max
n2−16n6n3−1

σn

(
2

2
n2−1

p′

)1
p

= 2
2
r′ +

1
p max

n2−16n6n3−1
σn.

2
Лемма 2. Пусть γ =

r′p

r′ + p
, Ik = (ck, ck+1), xk ∈ Ik и ξn3−1 < c1 < c2 < ... < cl <

< ξn3
. Тогда

l∑
k = 1

 xk∫
ck

v(t) dt


γ
r′
 ck+1∫

xk

ω(t) dt


γ
p

6 2
γ
r′ σγ

n3−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применяя неравенство Гельдера с показателями r′+p
p и

r′+p
r′ , получаем

l∑
k = 1

 xk∫
ck

v(t) dt


γ
r′
 ck+1∫

xk

ω(t) dt


γ
p

6
l∑

k = 1

∫
Ik

v(t) dt


p

r′+p
∫

Ik

ω(t) dt

 r′
p+r′

6

6

 l∑
k = 1

∫
Ik

v(t) dt

 p
r′+p

 l∑
k = 1

∫
Ik

ω(t) dt

 r′
p+r′

6

 ξn3∫
ξn3−1

v(t) dt


γ
r′
 ξn3∫
ξn3−1

ω(t) dt


γ
p

=

=
[
V (ξn3) − V (ξn3−1)

] γ
r′
(

σp
n3−1

2
(n3−1)p

r′

)γ
p

=

[
2n3+1 − 2n3

] γ
r′

2(n3−1)γ/r′
σγ
n3−1 = 2

γ
r′ σγ

n3−1.

2
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Лемма 3. Пусть I = (a, b), I ⊂ R+ и

A(I) = sup
a<x<b

 b∫
x

v(t) dt


1
r′
 x∫

a

ω(t) dt

1
p

, B(I) = sup
a<x<b

 x∫
a

v(t) dt

1
r′
 b∫

x

ω(t) dt


1
p

.

Тогда
A(Jn

⋃
Jn+1) > 4

1
r′ σn−1, B(Jn

⋃
Jn+1) > σn.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя формулы (1) и (6) находим

A(Jn
⋃

Jn+1) = sup
ξn−1<x<ξn+1

 ξn+1∫
x

v(t) dt


1
r′
 x∫
ξn−1

ω(t) dt


1
p

>

>

 ξn+1∫
ξn

v(t) dt


1
r′
 ξn∫
ξn−1

ω(t) dt


1
p

=
[
V (ξn+1) − V (ξn)

]1/r′( σp
n−1

2(n−1)p/r′

)1/p

=

=

[
2n+2 − 2n+1

]1/r′
2

n−1
r′

σn−1 = 4
1
r′ σn−1.

Проводя аналогичные рассуждения как для оценки выше, получаем

B(Jn
⋃

Jn+1) = sup
ξn−1<x<ξn+1

 x∫
ξn−1

v(t) dt


1
r′ ξn+1∫

x

ω(t) dt


1
p

>

>

 ξn∫
ξn−1

v(t) dt


1
r′
 ξn+1∫

ξn

ω(t) dt


1
p

= σn.

2
Лемма 4. Пусть 0 < a < b < ∞, I = (a, b) ⊂ R+, точка c ∈ I выбрана так, что

∥TI∥ ≈ max(A(a, c), B(c, b)),

где

A(a, c) = sup
a<s<c

 c∫
s

v(t) dt

1
r′
 s∫

a

ω(t) dt

1
p

, B(c, b) = sup
c<s<b

 s∫
c

v(t) dt

1
r′
 b∫

s

ω(t) dt


1
p

.

Положим D(I) = max
(
A(a, c), B(c, b)

)
, 0 < ε < ∥T∥ и определим множество

SI(ε) = {n ∈ Z : Jn+1 ⊂ I, σn > ε} с cardSI(ε) > 4.

Тогда ∥TI∥ > ε.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим n1 = min{n : n ∈ SI(ε)}, а n2 = max{n : n ∈
SI(ε)}. Тогда Jn1

⋃
Jn1+1 ⊂ (a, c), и по лемме 3 заключаем, что

A(a, c) > A
(
Jn1

⋃
Jn1+1

)
> 4

1
p′ σn1

> 4
1
p′ ε > ε.

Рассуждая аналогично, как в предыдущей оценке, получаем, что Jn2−1

⋃
Jn2 ⊂ (c, b)

и
B(c, b) > B

(
Jn2−1

⋃
Jn2

)
> σn2−1 > ε.

Следовательно,
D(I) = max

(
A(a, c), B(c, b)

)
> ε.

Используя результаты теоремы 3 [12], где ∥TI∥ ≈ D(I) находим ∥TI∥ > ε. 2
Лемма 5. Пусть 0 < ε < ∥T∥ и номер N = N(ε) определен согласно формулам

(3), (5). Тогда
card{k ∈ Z : σk > ε} 6 6N(ε).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Мы имеем

card{k ∈ Z : ci ∈ Jk for some i, 1 6 i 6 N} 6 2N. (7)

Для номеров k∈Z, не входящих во множество (7), таких, что интервалы Jk ⊂ Ii=

=(ci,ci+1) для 16 i6N , мы получаем в силу выбора норм ∥TIk∥ по лемме 4, что

card{k ∈ Z : Jk ⊂ Ii, σk > ε} 6 3.

Следовательно,

card{k ∈ Z : σk > ε} =

N∑
i = 0

card{k ∈ Z : Jk ⊂ Ii, σk > ε}+ 2N 6

6 3(N + 1) + 2N 6 6N.

2
Лемма 6. Пусть 1 < p < r 6 q < ∞, оператор T : Lr

v → Lpq
ω вида (1) компактен.

Зададим 0 < ε < ∥T∥, интервалы Ik = [ck, ck+1], k = 0, 1, . .. , N , выбраны так, что
выполнены условия (3), (5). Тогда для t > 0 выполняется неравенство

card{k ∈ Z : σk > t} 6 6 card
{
k ∈ N : ak(T )k

1
r−

1
q > t

2cpq

}
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условий теоремы 2 мы видим, что

card

{
k ∈ N : ak(T )k

1
r−

1
q > 1

2cpq
ε

}
> N(ε).

Тогда по лемме 5 находим

card
{
k ∈ Z : σk > t

}
6 6N(t) 6 6 card

{
k ∈ N : ak(T )k

1
r−

1
q > t

2cpq

}
,

где константа cpq определена в (2). 2
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Теорема 3. Для s ∈ (0,∞) справедливо неравенство∥∥∥{σk}
∥∥∥
ℓs(Z)

6 26
1
s cpq

∥∥∥{ak(T )k 1
r−

1
q

}∥∥∥
ℓs(N)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, применяя лемму 6 нетрудно увидеть, что

∥∥∥{σk}
∥∥∥s
ℓs(Z)

= s

∞∫
0

ts−1card{k ∈ Z : σk > t} dt 6

6 6s

∞∫
0

ts−1card

{
k ∈ N : ak(T )k

1
r−

1
q > t

2cpq

}
dt = 6 · (2cpq)s

∥∥∥{ak(T )k 1
r−

1
q

}∥∥∥s
ℓs(N)

.

2
Теорема 4. Пусть 1 < p < r 6 q < ∞, γ =

pr′

p+ r′
, s > γ и T : Lr

v(R
+) → Lpq

ω (R+)

— компактный оператор вида (1). Тогда

∥T∥S(a)
s

=
∥∥∥{ak(T )}∥∥∥

ℓs(N)
6 C

∥∥∥{σk}
∥∥∥
ℓs(Z)

, (8)

константа C=C(p,r′)β
1
s (s/γ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть 0 < ε < ∥T∥, N = N(ε) заданы формулами (3), (5).
Тогда для некоторого ck существует номер jk такой, что ck ⊂ Jjk . Рассмотрим два
случая:

(1) jk0
< jk0+1;

(2) jk = jk+1 = ... = jk+mk
, Ii ⊂ Jjk , k 6 i 6 k +mk, mk > 1.

Используя результаты теоремы 3 [12] и леммы 1, получаем

(1) ε = ∥TIk0
∥ 6 C1D(Ik0

) 6 C1

(
A(Ik0

) +B(Ik0
)
)
6 C sup

jk0
6j6jk0+1

σj ≡ Cσjk

для jk ∈ [jk0
, jk0+1]. Используя результаты леммы 2 мы получаем оценку

(2) εγmk =

k+mk∑
i = k

∥TIi∥γ 6 Cγσγ
jk
, где γ =

pr′

p+ r′
.

Тогда ∞∑
n = 1

card
{
k : σk > n1/γε

C

}
.

В силу оценок аппроксимативных чисел, полученных в теореме 2, мы видим, что

card{k ∈ N : ak > ε} 6 2N(ε).
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Следовательно,

∥∥∥{ak(T )}∥∥∥s
ℓs(N)

= s

∞∫
0

ts−1card{k ∈ N : ak(T ) > t} dt 6

6 s

∞∫
0

ts−12N(t) dt 6 2s

∞∫
0

∞∑
n = 1

ts−1card

{
k ∈ Z : σk > n1/γt

C

}
dt =

= 2sCs

∞∫
0

∞∑
n = 1

1

ns/γ

(
tns/γ

C

)s−1

card

{
k : σk > n1/γt

C

}
d

(
ns/γt

C

)
=

= 2Cs

( ∞∑
n = 1

1

ns/γ

)∥∥∥{σk}
∥∥∥s
ℓs(Z)

≡ Cs(p, q)β(s/γ)
∥∥∥{σk}

∥∥∥s
ℓs(Z)

.

2
Определим последовательность {ηk}, k∈Z, по формуле

W (ηk) =

∞∫
ηk

ω(t) dt = 2−k+1.

Положим

δk =

 ηk∫
ηk−1

v(t) dt


1/r′ ηk+1∫

ηk

ω(t) dt

1/p

= 2−k/p

 ηk∫
ηk−1

v(t) dt


1/r′

.

Введем следующие обозначения:

Js=

 ∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫

x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx


1/s

,

J ′
s =

 ∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s
r′ −1 ∞∫

x

ω(t) dt

s/pv(x) dx

1/s

.

Лемма 7. Пусть 0 < s < ∞, 1 < p < r 6 q < ∞ и Js < ∞ (J ′
s < ∞). Тогда J ′

s < ∞
(Js < ∞) и

Js =
( p

r′

)1/s
J ′
s.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как 0 6 Js < ∞, то

lim
t→∞

 ∞∫
t

 x∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫

x

ω(t) dt

 s
p−1

ω(x) dx


1/s

= 0
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и

lim
t→∞

 t∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫

t

ω(t) dt

s/p= 0.

Интегрируя по частям, получаем

∞ > Js
s =

p

s

∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s/r
′

s

p

 ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx =

=
p

s

∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s/r
′

d

−
∞∫
x

ω(t) dt

s/p> p

s

∞∫
0

 ∞∫
x

ω(t) dt

s/p d
 x∫

0

v(t) dt

s/r
′

=

=
p

r′

∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s
r′ −1 ∞∫

x

ω(t) dt

s/pv(x) dx =
p

r′
J ′
s
s
.

Таким образом, Js>
(
p

r′

) 1
s

J ′
s, и следовательно, J ′

s<∞.

Докажем обратное неравенство. Пусть J ′
s<∞. Тогда

lim
t→0

 t∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫

t

ω(t) dt

s/p = 0.

Проводя аналогичные рассуждения как выше, заключаем, что J ′
s>
(

r′

p

) 1
s

Js, и это
неравенство влечет Js<∞. 2

Введем следующие обозначения:

As =

(∑
k

σs
k

)1/s
, Bs =

(∑
k

δsk

)1/s
.

Теорема 5. Пусть 1 < p < r 6 q < ∞ и 0 < s < ∞. Тогда

As ≈ Bs ≈ Js ≈ J ′
s.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 7 мы имеем Js ≈ J ′
s. Пусть 0 < s < ∞, тогда

As
s =

∑
k

σs
k =

∑
k

2ks/r
′

 ξk+1∫
ξk

ω(t) dt


s/p

6
∑
k

2ks/r
′

 ∞∫
ξk

ω(t) dt


s/p

.

Положим ∑
k

2ks/r
′

 ∞∫
ξk

ω(t) dt


s/p

≡ As
s.
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Легко увидеть, что

Js
s =

∑
k

ξk+1∫
ξk

 x∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫

x

ω dt(t)

s
p−1

ω(x) dx >

>
∑
k

ξk+1∫
ξk

 ξk∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x)dx = 2s/r
′ p

s

∑
k

2ks/r
′

ξk+1∫
ξk

d

−
 ∞∫

x

ω(t) dt

s/p
=

=
p

s
2s/r

′ ∑
k

2ks/r
′


 ∞∫

ξk

ω(t) dt


s/p

−

 ∞∫
ξk+1

ω(t) dt


s/p
 =

=
p

s
2s/r

′

As
s − 2−s/r′

∑
k

2s/r
′
2ks/r

′

 ∞∫
ξk+1

ω(t) dt


s/p
 =

=
p

s
2s/r

′
[
As

s − 2−s/r′As
s

]
=

p

s

[
2s/r

′
− 1

]
As

s >
p

s

[
2s/r

′
− 1

]
As

s.

Следовательно,

As =

(∑
k

σs
k

)1/s

6
[p
s

(
2s/r

′
− 1
)]−1/s

Js, 0 < s < ∞.

Для доказательства обратного неравенства предположим, что 0<s<∞ и s6 p.

Тогда
s

p
−160, и если

ξk+1∫
x

ω(t)dt6
∞∫
x

ω(t)dt, то

 ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

6

 ξk+1∫
x

ω(t) dt


s
p−1

.

Так как  ξk+1∫
ξk

ω(t) dt


s
p

> s

p

ξk+1∫
ξk

 ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx,

мы оцениваем

∑
k

2ks/r
′

 ξk+1∫
ξk

ω(t) dt


s
p

> s

p

∑
k

2ks/r
′

ξk+1∫
ξk

 ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx.

Заметим, что

2(k+2)s/r′ =

 ξk+1∫
0

v(t) dt

s/r′

>

 x∫
0

v(t) dt

s/r′

,
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если ξk6x6 ξk+1. Итак,

As
s >

s

p

∑
k

ξk+1∫
ξk

2ks/r
′
22s/r

′
2−2s/r′

 ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx =

=
s

p

∑
k

2−2s/r′

ξk+1∫
ξk

2(k+2)s/r′

 ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx >

> s

p
2−2s/r′

∑
k

ξk+1∫
ξk

 x∫
0

v(t) dt

s/r′ ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx =

=
s

p
2−2s/r′

∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s/r′ ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx =
s

p
2−2s/r′Js

s .

Окончательно мы получаем, что

2−2/r′
(
s

p

)1/s
Js 6

(∑
k

σs
k

)1/s

, если 0 < s < ∞ и s 6 p.

Рассмотрим случай, когда 1<p<s<∞. Легко увидеть, что

Js
s 6

∑
k

ξk+1∫
ξk

 ξk+1∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫

x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx =

=
p

s
22s/r

′ ∑
k

2ks/r
′


 ∞∫

ξk

ω(t) dt


s/p

−

 ∞∫
ξk+1

ω(t) dt


s/p
6 p

s
22s/r

′ ∑
k

2ks/r
′

 ∞∫
ξk

ω(t) dt


s/p

.

Обозначим α=
p

2r′
. Применяя неравенство Гельдера с показателями

s

p
и

s

s−p
полу-

чаем оценку

∞∫
ξk

ω(t) dt =
∑
m>k

ξm+1∫
ξm

ω(t) dt =
∑
m>k

2αm ξm+1∫
ξm

ω(t) dt

 2−αm 6

6

∑
m>k

2
αms

p

 ξm+1∫
ξm

ω(t) dt


s
p


p
s∑

m>k

2−αm( s
s−p )

1−
p
s

=

= C12
−kα

∑
m>k

2
αms

p

 ξm+1∫
ξm

ω(t) dt


s/p

p/s

,
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где C1=2α
(
2

αs
s−p −1

)− s−p
s

.
В результате заключаем, что

Js
s 6 C2

∑
k

2
ks
2r′
∑
m>k

2
ms
2r′

 ξm+1∫
ξm

ω(t) dt


s/p

,

где константа

C2 =
p

s
· 25s/2r

′(
2

ps
2r′(s−p) − 1

) s
p−1

.

Легко проверить выполнение равенства

C2

∑
k

2
ks
2r′
∑
m>k

2
ms
2r′

 ξm+1∫
ξm

ω(t) dt


s/p

= C2

∑
m

2
ms
2r′

 ξm+1∫
ξm

ω(t) dt


s/p ∑

k6m

2
ks
2r′ .

Так как ∑
k6m

2
ks
2r′ =

m∑
k = 0

(
2

s
2r′

)k

=
2

ms
2r′ · 2 s

2r′ − 1

2
s

2r′ − 1
,

то можно оценить

C2

∑
m

2
ms
2r′

(
2

ms
2p′ · 2

s
2p′ − 1

)
(
2

s
2r′ − 1

) 6

6 p

s
· 23s/2r

′(
2

ps
2r′(s−p) − 1

) s
p−1(

2
s

2r′ − 1
)∑

m

2
ms
r′

 ξm+1∫
ξm

ω(t) dt


s/p

≡ C3A
s
s,

где константа

C3 =
p

s
· 23s/2r

′(
2

ps
2r′(s−p) − 1

) s
p−1(

2
s

2r′ − 1
) .

В результате получили, что

Js 6 C
1/s
3 As при 1 < p < s < ∞,

и, таким образом, доказали эквивалентность

(∑
k

σs
k

)1/s
≈

 ∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s/r′  ∞∫
x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx


1/s
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для всех 0<s<∞. Аналогично доказывается, что(∑
k

δsk

)1/s
6
[
r′

s

[
2s/p − 1

]]−1/s

J ′
s, для всех 0 < s < ∞;

( s

r′

)1/s
2−2/pJ ′

s 6
(∑

k

δsk

)1/s

, для 0 < s < ∞ и s 6 r′;

(
s

r′

)1/s

(
2

r′s
2p(s−r′) − 1

) s−r′
sr′
(
2

s
2p − 1

)1/s
22p

J ′
s 6

(∑
k

δsk

)1/s

, при 1 < r′ < s < ∞.

Окончательно заключаем, что при 0<s<∞ выполняется эквивалентность

(∑
k

δsk

)1/s
≈

 ∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s
r′ −1 ∞∫

x

ω(t) dt

s
p

ω(x) dx


1/s

.

2
Основным результатом данной статьи, вытекающим из теорем (3)–(5), является

следующая теорема.

Теорема 6. Пусть 1< p< r 6 q < ∞, γ = pr′

p+r′ , оператор T :Lr
v(R

+)→Lpq
ω (R+) —

компактный оператор вида (1) и γ < s < ∞. Тогда оператор T принадлежит классу
Шаттена – Неймана S(a)s и

∥T∥S(a)
s

=

( ∞∑
n = 1

asn(T )

)1/s
6 C

 ∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫

x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx


1/s

,

где константа

C =

(
s

p

)1/s

(
2

ps
2r′(s−p) − 1

) 1
p−

1
s
(
2

s
2r′ − 1

)1/s ∞∑
n = 1

1
ns/γ

2
3

2r′
.

Следствие. Пусть 1 < p < r < ∞, 1 < s < ∞ и T : Lr
v(R

+) → Lpr
ω (R+) — ком-

пактный оператор вида (1). Тогда оператор T принадлежит классу Шаттена – Ней-
мана S(a)s и имеет место эквивалентность

∥T∥S(a)
s

=

(∑
n

asn(T )

)1/s

≈

 ∞∫
0

 x∫
0

v(t) dt

s/r
′ ∞∫

x

ω(t) dt

s
p−1

ω(x) dx


1/s

,

с константами, зависящими только от p, r, s.
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ABSTRACT

The article considers an integral operator acting from Lebesque spaces to

Lorentz spaces. The conditions are found under which the compact operator
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