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и областью задания

Получена асимптотическая формула для емкости обобщенного конденсатора в
случае, когда часть его пластин стягивается в наперед заданные точки, при
этом уровни потенциала суть переменные величины, а множество, на котором
определен конденсатор, стремится к фиксированной области.
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Систематическое изучение поведения емкости конденсатора при геометрических
преобразованиях его пластин восходит к работам Полиа и Сеге [1]. Нас интересу-
ет асимптотика конформной емкости конденсатора при стягивании части его пла-
стин в наперед заданные точки. Случай одной точки является классическим, и его
применение в комплексном анализе широко представлено в литературе (см., напри-
мер, [2–6]). Асимптотика емкости конденсатора с тремя и более пластинами раз-
ной полярности рассматривалась впервые в [7]. Такая асимптотика представляет
интерес при получении метрических свойств замкнутых множеств, решении задач
об экстремальном разбиении комплексной сферы, а также в теории конформных
отображений и теории многолистных функций, включая полиномы и рациональные
функции [8,9]. В работе [10] впервые был поставлен вопрос об асимптотике емкости
конденсатора с переменными уровнями потенциала. В данном сообщении приводит-
ся формула, учитывающая наряду с изменением уровней потенциала меняющуюся
область задания конденсатора. Перейдем к точным формулировкам.
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Пусть D — область на комплексной сфере C. Обобщенный конденсатор (далее
конденсатор) в D есть тройка C = (D,E ,∆), где E = {Ek}nk=0 — совокупность за-
мкнутых непустых попарно не пересекающихся множеств Ek ⊂D, k = 0,1, ... ,n, а
∆={δk}nk=0 — совокупность вещественных чисел δk, k=0,1, ... ,n, n>1. Множества
Ek называют пластинами конденсатора C, а числа δk — уровнями потенциала или,
короче, потенциалами пластин Ek, k=0,1, ... ,n. Емкость capC конденсатора C

определяется как точная нижняя граница интегралов Дирихле

I(v,D) : =

∫∫
D

| ▽ v|2 dxdy

по всем вещественнозначным функциям v, непрерывным в D, удовлетворяющим
условию Липшица локально в D и равным δk на Ek, k=0,1,...,n. В следующей ниже
теореме пластины конденсатора, уровни потенциала и область задания конденсатора
являются функциями некоторого параметра ε>0.

Теорема 1. Пусть D — конечносвязная область cферы C, ограниченная дважды
непрерывно дифференцируемыми кривыми, и пусть {D(ε)} — семейство областей
в C, зависящих от параметра ε > 0, имеющих классическую функцию Грина и та-
ких, что расстояние между границами ∂D и ∂D(ε) (по Хаусдорфу) есть величина
O(ε), ε → 0. Пусть {zk}nk = 1, n > 1, — совокупность различных конечных точек об-
ласти D,

δk(ε) = δk − αkε+ o(ε), ε → 0,

δk =/ 0 и αk — вещественные числа, k = 1, .. . , n. Предположим, что пластины Ek(ε), k =

= 1, .. . , n, конденсатора

C(ε) = (D(ε), {∂D(ε), E1(ε), . . . , En(ε)}, {0, δ1(ε), . . . , δn(ε)})

ограничены замкнутыми гладкими жордановыми кривыми, на которых выполняет-
ся

|z − zk| = µk exp(− νk/ε)(1 + o(1)), ε → 0, (1)

µk>0, νk>0, k=1,...,n. Тогда справедлива асимптотическая формула

CapC(ε) = 2πε

n∑
k = 1

δ2k
νk

− 2πε2
{ n∑

k = 1

[
2
αkδk
νk

+
δ2k
ν2k

log
r(D, zk)

µk

]
+

+

n∑
k = 1

n∑
l = 1
l =/ k

δkδl
νkνl

gD(zk, zl)
}
+ o(ε2), ε → 0,

(2)

где
gD(z, zk) = hD(z, zk) − log |z − zk|

означает функцию Грина области D, а r(D,zk)= exphD(zk,zk) — внутренний радиус
D относительно точки zk, k=1, ... ,n. При n=1 слагаемые, содержащие функции
Грина, полагаем равными нулю.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно убедиться, что формула вида (2) не зависит
от выбора конкретных пластин Ek(ε), k = 1, ..., n, удовлетворяющих условию (1)
(см. [8, Лемма 2.1]). Введем сокращенные обозначения g(z, zk) = gD(z, zk), Rk =

= r(D, zk), gε(z, zk) = gD(ε)(z, zk), Rk(ε) = r(D(ε), zk) и λk = ε/(ε logµk − νk), k =

= 1, .. . , n. Следуя [7], при достаточно малом положительном значении параметра
ε рассмотрим вспомогательную функцию

g(z) =

n∑
k = 1

δk(ε)

n∑
l = 1

βlkgε(z, zl),

где

βlk =

{
− λkλlgε(zk, zl), l =/ k,

− λk[1 + λk logRk(ε)], l = k,

k, l = 1, . .. , n. Функция g равна нулю в C\D(ε), непрерывна в C\
∪n

k = 1{zk} и гармо-
ническая в D(ε)\

∪n
k = 1{zk}. В каждой точке zk функция g имеет логарифмическую

особенность. Отсюда заключаем, что при любом k, 1 6 k 6 n, граница множества

Ek(ε) : = {z : |z − zk| < µk exp(− νk/(2ε)), g(z)/δk(ε) > 1}

представляет собой замкнутую аналитическую жордановую кривую. Для точек z ∈
∂Ek(ε) выполняется

δk(ε) = δk(ε)
{
− λk[1 + λk logRk(ε)]gε(z, zk) −

n∑
l = 1
l =/ k

λkλlgε(zk, zl)gε(z, zl)
}
−

−
n∑

j = 1

j =/ k

δj(ε)
{
λkλjgε(zk, zj)gε(z, zk) + λj [1 + λj logRj(ε)]gε(z, zj)+

+

n∑
l = 1

l =/ j,l =/ k

λlλjgε(zl, zj)gε(z, zl)
}
.

(3)

Зададим на границе области D положительную ориентацию. При достаточно боль-
шом фиксированном значении c и малых ε кривые вида

{z : z = z′ ± cεidz/|dz|, z′ ∈ ∂D}

ограничивают область D+(ε), содержащуюся в D(ε) (в случае знака "+"), и D−(ε),

содержащую D(ε) в противном случае. По формуле Адамара [11, A3.3]

gD±(ε)(z, ζ) = gD(z, ζ)∓ 1

2π

∫
∂D

∂g(t, z)

∂nt

∂g(t, ζ)

∂nt
cεdst +O(ε2), ε → 0.

Отсюда
gε(z, ζ) = gD(z, ζ) +O(ε), ε → 0, (4)
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причем остаточный член O(ε) допускает равномерную оценку для z и ζ, лежащих в
фиксированной замкнутой подобласти D. Следовательно,

logRk(ε) = logRk +O(ε), ε → 0, k = 1, . . . , n. (5)

Подставляя (4) и (5) в (3), приходим к равенству

1 = (λk log |z − zk|)
[
1 + λk logRk +

n∑
j = 1

j =/ k

δj(ε)

δk(ε)
λjg(zj , zk) +O(ε2)

]
−

− λk logRk −
n∑

j = 1

j =/ k

δj(ε)

δk(ε)
λjg(zk, zj) +O(ε2), ε → 0.

После простых вычислений получаем

λk log |z − zk| = 1 +O(ε2), ε → 0.

Таким образом, на границе множества Ek(ε) справедливо асимптотическое равенство
(1). Поэтому при нахождении формулы для емкости конденсатора C(ε) достаточно
ограничиться пластинами Ek(ε) вместо Ek(ε), k=1,...,n.

Пусть ρ>0 настолько мало, что круги {z : |z−zk|6ρ} принадлежат соответственно
пластинам Ek(ε), k=1,...,n. По принципу Дирихле

capC(ε) = I(g, D(ε) \
n∪

k = 1

Ek(ε)) = −
n∑

k = 1

∫
∂Ek(ε)

δk(ε)
∂g

∂n
ds =

= −
n∑

k = 1

δk(ε)

∫
|z−zk| = ρ

∂g

∂n
ds = 2π

n∑
k = 1

δk(ε)

n∑
l = 1

δl(ε)βkl + o(1), ρ → 0.

Здесь дифференцирование производится по внешней нормали к границе множеств
Ek(ε) и {z : |z− zk|6ρ}, k=1, ... ,n. Подставив сюда значения βkl с учетом (4), (5) и
того факта, что емкость конденсатора не зависит от ρ, получим

1

2π
capC(ε) = −

n∑
k = 1

λkδ
2
k(ε)[1 + λk logRk(ε)] −

n∑
k = 1

n∑
l = 1
l =/ k

λkλlδk(ε)δl(ε)gε(zk, zl) =

=−
n∑

k = 1

[
−ε/νk−(ε2 logµk)/ν

2
k+ o(ε2)

][
δ2k−2αkδkε+ o(ε)

][
1−(ε/νk) logRk+O

(
ε2
)]
−

−
n∑

k=1

n∑
l = 1
l =/ k

[
−ε/νk+O

(
ε2
)][

−ε/νl+O
(
ε2
)]
[δk−αkε+o(ε)][δl−αlε+o(ε)] g(zk,zl)+O

(
ε2
)
=
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= ε

n∑
k = 1

δ2k
νk

− ε2

{
n∑

k = 1

[
2
αkδk
νk

+
δ2k
ν2k

log
Rk

µk

]
+

n∑
k = 1

n∑
l=1
l=/k

δkδl
νkνl

g(zk, zl) + o
(
ε2
)}
, ε → 0.

Теорема 1 доказана. 2
В связи с полученными результатом возникает естественный вопрос об асимп-

тотике емкости конденсатора C(ε) при иной скорости стягивания пластин Ek(ε) к
точкам zk, ε→0, k=1,...,n (отличной от (1)).
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