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Полиномиальные последовательности
Сомоса II

В работе [1] было доказано, что при k = 4, 5, 6, 7 элементы последовательности
Сомос-k, определенной рекуррентным соотношением

Sk(n+ k)Sk(n) =
∑

16i6k/2

αix0 . . . xk−1Sk(n+ k − i)Sk(n+ i)

и начальными значениями Sk(j) = xj (j = 0, .. . , k − 1), являются полиномами
от переменных x0, .. . , xk−1. Единичные показатели степеней переменных xj в
сомножителях αix0 .. . xk−1 можно уменьшить. В работе найдены минималь-
ные значения этих показателей, при которых сохраняется полиномиальность
вышеуказанной последовательности.

Ключевые слова: последовательности Сомоса, ультрадискретные последо-
вательности.
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Введение

Пусть k>2 — натуральное число. Последовательность Сомос-k

Sk(n) = Sk(n;α1, . . . , α[k/2];x0, . . . , xk−1) (n ∈ Z)

определяется рекуррентным соотношением

Sk(n+ k)Sk(n) =
∑

16i6k/2

αiSk(n+ k − i)Sk(n+ i) (1)

и начальными значениями

Sk(j) = xj (j = 0, . . . , k − 1). (2)

При k=2 это рекуррентное соотношение имеет вид

S2(n+ 2)S2(n) = α1S
2
2(n+ 1),
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а при k=3
S3(n+ 3)S3(n) = α1S3(n+ 2)S3(n+ 1).

C помощью математической индукции по n нетрудно доказать равенства

S2(n) = α
n(n−1)

2
1 x1−n

0 xn
1 ,

S3(n) =

α
n(n−2)

4
1 x

2−n
2

0 x
n
2
2 , n — чётное,

α
(n−1)2

4
1 x

1−n
2

0 x1x
n−1
2

2 , n — нечётное.

При k>4 таких простых формул нет.
В работах [2, 3] было доказано, что при k=4,5,6,7

Sk(n;α1, . . . , α[k/2];x0, . . . , xk−1) ∈ Z+[α1, . . . , α[k/2];x
±1
0 , . . . , x±1

k−1]. (3)

Другими словами, рациональные функции Sk(n) являются обычными полиномами
от переменных αi и полиномами Лорана от переменных xj . При этом коэффициенты
у них неотрицательные целые. Вычисления показывают, что при k=8 это утвержде-
ние неверно.

Для целочисленной матрицы

Ak = (aij) (i = 1, . . . , [k/2]; j = 0, . . . , k − 1)

положим

βi = αi

k−1∏
j = 0

x
aij

j .

Определим новую последовательность Сомос-k равенством

Pk(n) = Pk(n;Ak) = Sk(n;β1, . . . , β[k/2];x0, . . . , xk−1).

Возникает вопрос: при каких наименьших aij функция Pk(n;Ak) будет обычным
полиномом от переменных xj при любом целом n? Отвечая на него, мы доказываем
следующий результат.

Теорема. Пусть
A2 =

(
1 1

)
,

A3 =
(
1 0 1

)
,

A4 =

(
1 0 0 1

1 1 1 1

)
,

A5 =

(
1 0 ε1 0 1

1 1 1 − ε1 1 1

)
,

A6 =

1 0 ε1 ε2 0 1

1 1 1 − ε1 1 − ε2 1 1

1 1 1 1 1 1

 ,
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A7 =

1 0 ε1 ε2 ε3 0 1

1 1 1 − ε1 ε4 1 − ε3 1 1

1 1 1 2 − ε2 − ε4 1 1 1

 ,

где ε1, . .. , ε4 ∈ {0, 1}, ε2 + ε4 > 0. Тогда для 2 6 k 6 7 и любого целого n Pk(n;Ak)

— полином от переменных xj .

Утверждение теоремы для k=2,3 следует из вышеприведённых явных формул
для S2(n) и S3(n). Подобное утверждение для k=8 получить нельзя, поскольку в
этом случае Sk(n) не является полиномом Лорана от начальных переменных.

Автор благодарит В. А. Быковского за постановку задачи.

1. Ультрадискретные рекуррентные последовательности

В работе [1] было показано, что для матрицы

Ak =

1 1 . . . 1
...

...
...

1 1 . . . 1


функция Pk(n;Ak) является полиномом от переменных xj для всех k=4,5,6,7. Из
соотношения (3) следует, что это также верно при aij > 1 и неверно, если хотя бы
одно из чисел aij отрицательно (по причине того, что Pk(n;Ak) — полином от коэф-
фициентов α1,...,α[k/2]). Поэтому можно ограничиться рассмотрением случая, когда

aij ∈ {0, 1}. (4)

Пусть S̃k(n) — последовательность, полученная из Sk(n) перестановкой началь-
ных значений в обратном порядке. Легко проверить, что

S̃k(n) = Sk(k − 1 − n).

Иначе говоря, последовательность S̃k(n) состоит из тех же элементов, что и Sk(n).
Поэтому достаточно показать, что Pk(n) — полином от переменных xj для 06 j6
6 k−1

2
.

Из соотношения (3) следует, что при 26k67

Pk(n) =

 k−1∏
j = 0

x
qk,j(n)
j

Qk(n),

где Qk(n) — полином от переменных αj и xj с неотрицательными целыми коэффи-
циентами, который не делится ни на одну из переменных xj , а

qk,j(n) = qk,j(n; a1j , . . . , a[k/2]j)

— последовательности целых чисел. Для доказательства теоремы достаточно пока-

зать, что qk,j(n)>0 для всех целых n и 06 j6 k−1

2
.
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Так как коэффициенты полиномов Qk(n) неотрицательны, то из соотношения
(1) следует, что для фиксированного 26k67 элементы последовательностей qk,j(n)

удовлетворяют рекуррентному соотношению

qk,j(n+ k) + qk,j(n) = min
16i6k/2

{aij + qk,j(n+ k − i) + qk,j(n+ i)}. (5)

Подобного рода последовательности называются ультрадискретными (см., напри-
мер, [4,5]). При этом qk,j(n) однозначно определяется любыми k последовательными
элементами. В частности, из (2) следует равенство

qk,j(n) =

{
1, n = j,

0, n =/ j.
(n = 0, . . . , k − 1)

Пусть a0, ... ,at−1 — некоторые числа. Через [a0, ... ,at−1]n обозначим последова-
тельность, для которой

[a0, . . . , at−1]n = ar,

если n≡ r(mod t) (r=0,...,t−1).

1.1. Сомос-4

При k=4 соотношение (5) принимает вид

q4,j(n+ 4) + q4,j(n) = min{a1j + q4,j(n+ 3) + q4,j(n+ 1), a2j + 2q4,j(n+ 2)}. (6)

Последовательности q4,0(n) и q4,1(n) определяются начальными значениями

(q4,0(0), q4,0(1), q4,0(2), q4,0(3)) = (1, 0, 0, 0),

(q4,1(0), q4,1(1), q4,1(2), q4,1(3)) = (0, 1, 0, 0).
(7)

С помощью уравнения (6) находим

q4,0(4) = min{a10, a20} − 1,

q4,1(4) = min{a11 + 1, a21},
q4,1(5) = min{2a11 + 1, a11 + a21, a21} − 1.

Для неотрицательности элементов последовательностей q4,0(n) и q4,1(n) необходимо
выполнение неравенств q4,0(4)>0 и q4,1(5)>0 при условии (4). Из первого неравен-
ства следует, что

a10 = a20 = 1.

Второе справедливо при a11∈{0,1}, a21=1, поэтому значения

a11 = 0, a21 = 1

являются наименьшими, при которых оно выполняется.
Осталось показать, что для любого целого n

q4,0(n; 1, 1) > 0, q4,1(n; 0, 1) > 0.

Первое неравенство доказано в работе [1]. Для доказательства второго с помощью
соотношения (6) и начальных значений (7) составим таблицу
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
q4,1(n; 0, 1) 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

Последовательность q4,1(n;0,1) однозначно определяется четырьмя последователь-
ными элементами. Поэтому из этой таблицы следует, что

q4,1(n; 0, 1) = [0, 1, 0, 0, 1, 0]n = [0, 1, 0]n.

Очевидно, что q4,1(n;0,1)>0 для любого n∈Z.

1.2. Сомос-5

Последовательности q5,j(n) (j=0,1,2) удовлетворяют рекуррентному соотноше-
нию

q5,j(n+5)+q5,j(n) = min{a1j+q5,j(n+4)+q5,j(n+1), a2j+q5,j(n+3)+q5,j(n+2)} (8)

и задаются начальными значениями

(q5,0(0), q5,0(1), q5,0(2), q5,0(3), q5,0(4)) = (1, 0, 0, 0, 0),

(q5,1(0), q5,1(1), q5,1(2), q5,1(3), q5,1(4)) = (0, 1, 0, 0, 0),

(q5,2(0), q5,2(1), q5,2(2), q5,2(3), q5,2(4)) = (0, 0, 1, 0, 0).

С помощью этого соотношения находим

q5,0(5) = min{a10, a20} − 1,

q5,1(5) = min{a11 + 1, a21},
q5,1(6) = min{2a11 + 1, a11 + a21, a21} − 1,

q5,2(5) = min{a12, a22 + 1},
q5,2(6) = min{2a12 + 1, a12 + a22 + 2, a22},

q5,2(7) = min{2a12 + a22 + 1, a12 + a22 − 1, 3a12, 2a22}.

Действуя так же, как в случае Сомос-4, выясняем, что

q5,0(5) > 0 при a10 = a20 = 1,

q5,1(6) > 0 при a11 ∈ {0, 1}, a21 = 1,

q5,2(7) > 0 при (a12, a22) ∈ {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}.

Поэтому минимальными aij , при которых выполняются два последних неравенства,
являются

(a11, a21) = (0, 1), (a12, a22) = (ε, 1 − ε). (ε ∈ {0, 1})

Неравенство q5,0(n;1,1)>0 для всех целых n доказано в работе [1]. Покажем, что
для всех n∈Z

q5,1(n; 0, 1) > 0, q5,2(n; 0, 1) > 0, q5,2(n; 1, 0) > 0.

С помощью рекуррентного соотношения (8) составим таблицу
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
q5,1(n; 0, 1) 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
q5,2(n; 0, 1) 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
q5,2(n; 1, 0) 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0

Последовательность q5,j(n) однозначно определяется пятью своими последователь-
ными элементами, поэтому для любого n∈Z

q5,1(n; 0, 1) = [0, 1, 0, 0, 0, 1, 0, 0]n = [0, 1, 0, 0]n > 0,

q5,2(n; 0, 1) = [0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0]n = [0, 0, 1, 0]n > 0,

q5,2(n; 1, 0) = [0, 0, 1, 0, 0, 1]n = [0, 0, 1]n > 0.

1.3. Сомос-6

Последовательности q6,j(n) (j=0,1,2) удовлетворяют рекуррентному соотноше-
нию

q6,j(n+ 6) + q6,j(n) =

= min{a1j + q6,j(n+ 5) + q6,j(n+ 1), a2j + q6,j(n+ 4) + q6,j(n+ 2),

a3j + 2q6,j(n+ 3)}
(9)

с начальными значениями

(q6,0(0), q6,0(1), q6,0(2), q6,0(3), q6,0(4), q6,0(5)) = (1, 0, 0, 0, 0, 0),

(q6,1(0), q6,1(1), q6,1(2), q6,1(3), q6,1(4), q6,1(5)) = (0, 1, 0, 0, 0, 0),

(q6,2(0), q6,2(1), q6,2(2), q6,2(3), q6,2(4), q6,2(5)) = (0, 0, 1, 0, 0, 0).

Отсюда находим
q6,0(6) = min{a10, a20, a30} − 1,

q6,1(6) = min{a11 + 1, a21, a31},
q6,1(7) = min{2a11 + 1, a11 + a21, a11 + a31, a21, a31} − 1,

q6,2(6) = min{a12, a22 + 1, a32},
q6,2(7) = min{2a12 + 1, a12 + a22 + 2, a12 + a32 + 1, a22, a32},

q6,2(8) = min{2a12 + a22 + 1, a12 + a22 − 1, a22 + a32 − 1, a12 + a32 − 1, 2a12 + a32,

3a12, 2a22, a32 − 1}.

Для неотрицательности при любом n∈Z величин q6,j(n) (j=0,1,2) необходимо вы-
полнение условий

q6,0(6) > 0, q6,1(7) > 0, q6,2(8) > 0.

Легко проверить, что минимальными aij∈{0,1}, при которых выполняются эти нера-
венства, являются значения

a10 = a20 = a30 = 1,

(a11, a21, a31) = (0, 1, 1),

(a12, a22, a32) = (ε, 1 − ε, 1). (ε ∈ {0, 1})
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Осталось для любого n∈Z доказать выполнение неравенств

q6,0(n; 1, 1, 1) > 0, q6,1(n; 0, 1, 1) > 0, q6,2(n; 1, 0, 1) > 0, q6,2(n; 0, 1, 1) > 0.

Первое неравенство доказано в [1]. С помощью соотношения (9) составим таблицу

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
q6,1(n; 0, 1, 1) 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
q6,2(n; 1, 0, 1) 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
q6,2(n; 0, 1, 1) 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0

Последовательность q6,j(n) однозначно определяется шестью своими последователь-
ными элементами, поэтому для любого n∈Z

q6,1(n; 0, 1, 1) = [0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0]n = [0, 1, 0, 0, 0]n > 0,

q6,2(n; 1, 0, 1) = [0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 0]n = [0, 0, 1, 0]n > 0,

q6,2(n; 0, 1, 1) = [0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]n = [0, 0, 1, 0, 0]n > 0.

1.4. Сомос-7

Последовательности q7,j(n) (j=0,1,2,3) определяются с помощью рекуррентного
соотношения

q7,j(n+ 7) + q7,j(n) =

= min{a1j + q7,j(n+ 6) + q7,j(n+ 1), a2j + q7,j(n+ 5) + q7,j(n+ 2),

a3j + q7,j(n+ 4) + q7,j(n+ 3)}
(10)

и начальных значений

(q7,0(0), q7,0(1), q7,0(2), q7,0(3), q7,0(4), q7,0(5), q7,0(6)) = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0),

(q7,1(0), q7,1(1), q7,1(2), q7,1(3), q7,1(4), q7,1(5), q7,1(6)) = (0, 1, 0, 0, 0, 0, 0),

(q7,2(0), q7,2(1), q7,2(2), q7,2(3), q7,2(4), q7,2(5), q7,2(6)) = (0, 0, 1, 0, 0, 0, 0),

(q7,3(0), q7,3(1), q7,3(2), q7,3(3), q7,3(4), q7,3(5), q7,3(6)) = (0, 0, 0, 1, 0, 0, 0).

Как и в предыдущих случаях, находим

q7,0(7) = min{a10, a20, a30} − 1,

q7,1(7) = min{a11 + 1, a21, a31},
q7,1(8) = min{2a11 + 1, a11 + a21, a11 + a31} − 1,

q7,2(7) = min{a12, a22 + 1, a32},
q7,2(8) = min{2a12 + 1, a12 + a22 + 2, a12 + a32 + 1, a22, a32},

q7,2(9) = min{3a12, 2a12 + a22 + 1, 2a12 + a32, a12 + a22 − 1, a22 + a32 − 1, a12 + a32 − 1,

2a22, a32 − 1}.
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q7,3(7) = min{a12, a22, a32 + 1},
q7,3(8) = min{a12 + a32 + 1, a12 + a22, 2a12, a22 + 1, a32},

q7,3(9) = min{2a12 + a22 + 1, 2a12 + a32 + 2, a12 + a22, a22 + a32 + 1, a12 + a32 + 1,

3a12 + 1, 2a22, a32},
q7,3(10) = min{a12 + a22 + a32, 3a12 + a22, 3a12 + a32 + 1, 2a12 + a32, a12 + 2a22 − 1,

2a12 + a22 − 1, a22 + a32 − 1, a12 + a32 − 1, 4a12, 2a22, 2a32}.

С помощью полученных равенств убеждаемся, что наименьшими значениями aij ∈
{0,1}, при которых выполняются условия

q7,0(7) > 0, q7,1(8) > 0, q7,2(9) > 0, q7,3(10) > 0,

являются следующие:

a10 = a20 = a30 = 1,

(a11, a21, a31) = (0, 1, 1),

(a12, a22, a32) = (ε, 1 − ε, 1),

(a13, a23, a33) = (ε1, ε2, 2 − ε1 − ε2),

где ε,ε1,ε2∈{0,1}, ε1+ε2>0.
Используя уравнение (10), составим таблицу

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
q7,1(n; 0, 1, 1) 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
q7,2(n; 1, 0, 1) 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
q7,2(n; 0, 1, 1) 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
q7,3(n; 1, 1, 0) 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
q7,3(n; 1, 0, 1) 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0
q7,3(n; 0, 1, 1) 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0

Последовательность q7,j(n) однозначно определяется семью своими последователь-
ными элементами, поэтому для любого n∈Z

q7,1(n; 0, 1, 1) = [0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0]n = [0, 1, 0, 0, 0, 0]n > 0,

q7,2(n; 1, 0, 1) = [0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]n = [0, 0, 1, 0, 0]n > 0,

q7,2(n; 0, 1, 1) = [0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0]n = [0, 0, 1, 0, 0, 0]n > 0,

q7,3(n; 1, 1, 0) = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1]n = [0, 0, 0, 1]n > 0,

q7,3(n; 1, 0, 1) = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 0]n = [0, 0, 0, 1, 0]n > 0,

q7,3(n; 0, 1, 1) = [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0]n = [0, 0, 0, 1, 0, 0]n > 0.

Неравенство q7,0(n;1,1,1)>0 доказано в работе [1].
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ABSTRACT

It was proved in [1] that for k = 4, 5, 6, 7 the elements of the Somos-k se-

quence defined by the recurrence

Sk(n+ k)Sk(n) =
∑

16i6k/2

αix0 . . . xk−1Sk(n+ k − i)Sk(n+ i)

and initial values Sk(j) = xj (j = 0, . .. , k − 1) are polynomials in the vari-

ables x0, .. . , xk−1. The unit powers of the variables xj in the factors

αix0 ... xk−1 can be reduced. In this paper, we find the smallest values of

these powers, at which the polynomiality of the above sequence is preserved.

Key words: Somos sequences, ultradiscrete sequences.
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