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Неравенства типа Джексона – Стечкина
и значение поперечников

некоторых классов функций в L2

В работе найдены точные значения экстремальной характеристики специаль-
ного вида на классах L

(r)
2 (r ∈ Z+), содержащей не только обобщённый модуль

непрерывности, но также и усреднённое с весом u(t − u)/t, 0 6 u 6 t значение
указанного модуля непрерывности. Полученный результат является распро-
странением одной известной теоремы С.Б. Вакарчука для рассматриваемого
обобщённого модуля непрерывности. Даны приложения указанной характери-
стики гладкости к решению одной экстремальной задачи и вычислены значения
n-поперечников некоторых классов функции из L2.
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Введение

Всюду далее L2 : =L2[0,2π] — пространство суммируемых с квадратом по Лебегу
2π-периодических функций, у которых норма

∥f∥2 : = ∥f∥L2
=

 1

π

2π∫
0

|f(x)|2dx

1/2

< ∞.

Через T2n−1 обозначим подпространство тригонометрических полиномов порядка
n−1 :

T2n−1 : =

{
Tn : Tn(x) =

α0

2
+

n−1∑
k = 1

(αk cos kx+ βk sin kx)

}
.
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Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈L2, имеющей разложение в
ряд Фурье

f(x) =
a0(f)

2
+

∞∑
k = 1

(
ak(f) cos kx+ bk(f) sin kx

)
, (1)

величина её наилучшего приближения элементами подпространства T2n−1 равна

En−1(f)2 = inf
{
∥f − Tn−1∥2 : Tn−1(x) ∈ T2n−1

}
=

= ∥f − Sn−1(f)∥ =

{ ∞∑
k = n

ρ2k(f)

}1/2

,
(2)

где Sn−1(f) — частная сумма порядка n−1 ряда Фурье (1) функции f , а ρ2k(f) : =

=a2k(f)+b2k(f), ak(f), bk(f) — косинус- и синус-коэффициенты Фурье функции f.

Символом L
(r)
2 (r∈Z+, L

(0)
2 ≡L2) обозначим множество функций f∈L2, у которых

производные (r− 1)-го порядка f (r−1) абсолютно непрерывны, а производные r-го
порядка f (r) принадлежат пространству L2.

В последнее время при решении экстремальных задач теории приближения часто
используются обобщённые модули непрерывности (см., например, [1–13]), в которых
вместо оператора сдвига Thf(x) = f(x+h) используются различные усредняющие
операторы. Так, например, в случае аппроксимации периодических функций три-
гонометрическими полиномами в работах [9–13] вместо обычного оператора сдвига
использована функция Стеклова. Здесь мы продолжим указанную тематику. Для
произвольной функции f ∈L2 вводим в рассмотрение функцию (оператора) Стек-
лова

Sh(f ;x) =
1

2h

h∫
−h

f(x+ h)dt

и полагаем Sh,k(f) : =Sh(Sh,k−1(f)), k∈N, Sh,0(f)≡f.

Следуя [9], определим конечные разности первого и высших порядков равенства-
ми

∆1
h(f, x) : = Sh(f, x) − f(x) = (Sh − E)(f, x),

∆m
h (f, x) : = ∆1

h(∆
m−1
h (f, ·), x) = (Sh − E)m(f, x) =

=

m∑
k = 0

(− 1)m−k

(
m

k

)
Sh,k(f, x), k = 2, 3, .. . ,

где E — единичный оператор в L2. Равенством

Ωm(f, t)
def
= sup{∥∆m

h (f)∥2 : 0 < h 6 t} (3)

определим обобщённый модуль непрерывности m-го порядка функции f∈L2. Введём
обозначение

sinc t : =

{
sin t

t
, t =/ 0; 1, если t = 0

}
.
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Легко показать, что для произвольной функции f ∈L2 [13, 14]

∥∆m
h (f)∥22 =

∞∑
k = 1

(1 − sinc (kh))2m ρ2k(f), (4)

используя которого запишем (3) в виде

Ω2
m(f, t) : = sup

{ ∞∑
k = 1

(1 − sinc (kh))2m ρ2k(f) : 0 < h 6 t

}
. (5)

1. Нахождение констант в неравенствах типа Джексона –
Стечкина

Напомним, что под неравенствами типа Джексона – Стечкина в рассматриваемом
нормированном пространстве понимают соотношения, в которых величина наилуч-
шего приближения функции конечномерным подпространством оценивается через
заданную характеристику гладкости самой функции или некоторой её производной.

При решении задач теории полиномиальной аппроксимации функций f∈L2, свя-
занных с нахождением точных констант в неравенствах типа Джексона –Стечкина

En−1(f) 6 χn−rΩm(f (r), t/n), t > 0,

где f∈L(r)
2

(
r∈Z+,f

(0)≡f
)
, рассматривались различные экстремальные характери-

стики, приводящие к уточнению оценок сверху постоянных χ. С этой целью в серии
работ [10–13] рассматривались экстремальные характеристики

χn,r,m,p(q, t) : = sup
f∈L

(r)
2

f =/ const

nr · En−1(f) h∫
0

Ωp
m(f (r), t)q(t)dt

1/p
(6)

при различных значениях n,m∈N, r ∈Z+, 0<p6∞ и заданной весовой функции
q(t) (06 t6h).

В данной заметке вводится в рассмотрение экстремальная характеристика вида

Ln,r,m(t) : = sup
f∈L

(r)
2

f =/ const

nr · En−1(f)Ω
1/m
m (f (r), t) +

n2

t

t∫
0

u(t − u)Ω1/m
m (f (r), u)du

m , (7)

содержащая, в отличие от характеристики (6), модуль непрерывности m-го порядка
как под знаком интеграла с весом t−1 ·u(t−u) (06u6 t), так и вне интеграла. Для
характеристики (7) справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пуст n,m ∈ N, r ∈ Z+. Тогда для любых чисел t, удовлетворяющих
условию 0 < t 6 3π/(4n), выполняется равенство

Ln,r,m(t) =

(√
6

nt

)2m

. (8)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В [9] доказано, что для произвольной функции f ∈ L
(r)
2

(r ∈ Z+) справедливо неравенство

E2
n−1(f) 6

∞∑
k = n

sin kh

kh
ρ2k(f) + (En−1(f))

2− 1
m · 1

nr/m
· Ω1/m

m (f (r);h). (9)

Умножая обе части неравенства (9) на h и интегрируя по h в пределах от 0 до τ,

будем иметь

τ2

2
E2

n−1(f) 6
∞∑

k = n

1 − cos kτ

k2
ρ2k(f) + (En−1(f))

2− 1
m · 1

nr/m
·

τ∫
0

hΩ1/m
m (f (r);h)dh.

Полученное неравенство снова проинтегрируем по τ в пределах от 0 до t. В итоге
приходим к неравенству

t3

6
E2

n−1(f) 6
∞∑

k = n

kt − sin kt

k3
ρ2k(f)+(En−1(f))

2− 1
m · 1

nr/m
·

t∫
0

τ∫
0

hΩ1/m
m (f (r);h)dhdτ. (10)

Пользуясь формулой Дирихле, интеграл в правой части неравенства (10) запишем
в виде

t∫
0

τ∫
0

hΩ1/m
m (f (r);h)dhdτ =

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f (r); τ)dτ. (11)

С учётом равенства (11), неравенство (10) приобретает вид

t3

6
E2

n−1(f) 6
∞∑

k = n

kt − sin kt

k3
ρ2k(f)

+(En−1(f))
2− 1

m · 1

nr/m
·

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f (r); τ)dτ.

(12)

Поделив обе части неравенства (12) на t и заменив под суммой число 1/k2, (k>n)

на 1/n2, будем иметь

t2

6
E2

n−1(f) 6
1

n2

(
E2

n−1(f) −
∞∑

k = n

sin kt

kt
ρ2k(f)

)
+

+(En−1(f))
2− 1

m · 1

tnr/m
·

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f (r); τ)dτ.

(13)

Применив к выражению в круглых скобках в правой части (13) неравенство (9) и
выполнив простые операции, получаем

t2

6
E2

n−1(f) 6 (En−1(f))
2− 1

m
1

n2+r/m

(
Ω1/m

m (f (r); t) +
n2

t

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f (r); τ)dτ

)
,
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откуда вытекает соотношение

t2

6
(En−1(f))

1/m 6 1

n2+r/m

Ω1/m
m (f (r); t) +

n2

t
·

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f (r); τ)dτ

 .

Из последнего неравенства сразу следует, что для произвольной функции f ∈L
(r)
2

nr · En−1(f)Ω
1/m
m (f (r), t) +

n2

t

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f (r), τ)dτ

m 6
(√

6

nt

)2m

. (14)

Оценка сверху для величины (7) сразу следует из неравенства (14):

Ln,r,m(t) 6
(√

6

nt

)2m

. (15)

Для получения оценки снизу той же величины введём в рассмотрение функцию
f0(x)= cosnx, принадлежащую классу L

(r)
2 . Так как в силу равенств (2) и (5)

En−1(f0) = 1, Ωm(f
(r)
0 , t) = nr (1 − sinc (nt))m , (16)

то мы имеем

Ln,r,m(t) > nr · En−1(f0)Ω1/m
m (f

(r)
0 , t) +

n2

t

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f

(r)
0 , τ)dτ

m =

=
nr · 1nr/m (1 − sinc (nt)) +

n2+r/m

t

t∫
0

τ(t − τ) (1 − sinc (nτ)) dτ

m =

=
nr·(

nr/m (1 − sinc (nt)) +
n2+r/mt2

6
− nr/m (1 − sinc (nt))

)m =

(√
6

nt

)2m

.

(17)

Сопоставляя оценки сверху (15) с оценкой снизу (17), получаем требуемое ра-
венство (8), чем и завершаем доказательство теоремы 1. 2

Отметим, что результат теоремы 1 является распространением и обобщением
хорошо известного результата С.Б. Вакарчука и А. Н. Щитова [3], доказанного для
классического модуля непрерывности m-го порядка ωm(f (r),t)2 на случай обобщённого
модуля непрерывности Ωm(f (r),t)2 функций f , принадлежащих множеству L

(r)
2 . Из

доказанной теоремы 1 вытекает следствие.
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Следствие 1. В условиях теоремы 1 для любых чисел t ∈ (0, 3π/(4n)] справед-
ливы неравенства(√

6

nt

)2m

6 sup
f∈L

(r)
2

nrEn−1(f)2
Ωm(f (r), t)2

6
(√

6

nt

)2m(
1 +

(nt)2

6

)m

. (18)

В частности, из (18) при t=π/(2n) следует двусторонняя оценка для константы в
неравенстве Джексона –Стечкина(

2
√
6

π

)2m

6 sup
f∈L

(r)
2

nrEn−1(f)2
Ωm(f (r), π/(2n))2

6
(
2
√
6

π

)2m(
1 +

(π)2

24

)m

. (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, из неравенства (14), пользуясь тем, что
Ωm(f (r), t) возрастает для t ∈ (0, 3π/(4n)], получаем

En−1(f)2 6
(√

6

nt

)2m

· 1

nr
· Ωm(f (r), t)2

(
1 +

(nt)2

6

)m

,

откуда и следует оценка сверху

sup
f∈L

(r)
2

nr · En−1(f)2
Ωm(f (r), t)2

6
(√

6

nt

)2m

·
(
1 +

(nt)2

6

)m

. (20)

Выше при доказательстве оценки снизу для функции f0(x) = cosnx∈L
(r)
2 мы

доказали равенства (16), пользуясь которыми запишем оценку снизу

sup
f∈L

(r)
2

nr · En−1(f)2
Ωm(f (r), t)2

> nr · En−1(f0)2

Ωm(f
(r)
0 , t)2

= (1 − sinc (nt))−m. (21)

Но так как при t∈(0,3π/(4n)], sint>t− t3

6
, то очевидно, что (1−sinct)−1> 6

t2
, поэтому

(1 − sinc (nt))−m >
(√

6

nt

)2m

, 0 < nt 6 3π/(4n), m, n ∈ N.

Пользуясь этим неравенством, из (21) получаем

sup
f∈L

(r)
2

nr · En−1(f)2
Ωm(f (r), t)2

>
(√

6

nt

)2m

. (22)

Требуемое двойное неравенство получаем из (20) и (22). 2
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2. Значение поперечников некоторых классов периодических
функций в L2

Прежде чем привести другие результаты, напомним необходимые понятия и
определения. Пусть S — единичный шар в L2,M — выпуклое центрально-симметрич-
ное подмножество из L2, Λn⊂L2 — произвольное n-мерное подпространство, Λn⊂L2

— подпространство коразмерности n, L :L2→Λn — непрерывный линейный опера-
тор, переводящий элементы пространства L2 в Λn; L ⊥ :L2 →Λn — непрерывный
оператор линейного проектирования. Величины

bn(M, L2) = sup {sup {ε > 0; εS ∩ Λn+1 ⊂ M} : Λn+1 ⊂ L2} ,
dn(M, L2) = inf {sup {inf {∥f − g∥ : g ∈ Λn} : f ∈ M} : Λn ⊂ L2} ,

δn(M, L2) = inf {inf {sup {∥f − L f∥ : f ∈ M} : LL2 ⊂ Λn} : Λn ⊂ L2} ,
dn(M, L2) = inf {sup {∥f∥ : f ∈ M ∩ Λn} : Λn ⊂ L2} ,

Πn(M, L2) = inf
{
inf
{
sup

{
∥f − L ⊥f∥ : f ∈ M

}
: L ⊥L2 ⊂ Λn

}
: Λn ⊂ L2

}
называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандов-
ским и проекционным n-поперечниками. В гильбертовом пространстве L2 между
перечисленными n-поперечниками справедливы следующие соотношения [14,15]:

bn(M, L2) 6 dn(M, L2) 6 dn(M, L2) = δn(M, L2) = Πn(M, L2). (23)

Также для r∈Z+ и t∈ (0,∞) полагаем

F (r)
m (t) : =

f ∈ L
(r)
2 : Ω1/m

m (f (r), t)2 +
n2

t

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f (r), τ)2dτ 6 1

 .

Следуя [10], полагаем при t=0 значение функции sinct равным 1, обозначим через t∗
величину её аргумента, при котором эта функция достигает на полусегменте [0,∞]

своего наименьшего значения. Очевидно, что t∗ есть минимальный положительный
корень уравнения t= tgt, 4,49<t∗<4,51. Для M⊂L2 полагаем

En−1(M) = sup {En−1(f) : f ∈ M} ,

и пусть

(1 − sinc t)∗ : =

{
1 − sinc t, если 0 6 t 6 t∗,

1 − sinc t∗ если t > t∗.

Теорема 2. Пусть nt 6 t∗. Тогда при любых n,m ∈ N, r ∈ Z+ справедливы ра-
венства

γ2n(F
(r)
m (t);L2) = γ2n−1(F

(r)
m (t);L2) = En−1(F

(r)
m (t)) =

(√
6

nt

)2m

·
(

1

nr

)
. (24)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (14) для произвольной функции f ∈ L
(r)
2

получаем

En−1(f) 6

Ω1/m
m (f (r), t) +

n2

t

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m (f (r), τ)dτ

m

·

(√
6

nt

)2m

· 1

nr
.

Используя определение класса F
(r)
m (t) и соотношения (23), из последнего неравен-

ства получим

γ2n(F
(r)
m (t);L2) 6 γ2n−1(F

(r)
m (t);L2) 6 d2n−1(F

(r)
m (t);L2) 6

6 En−1(F
(r)
m (t)) 6

(√
6

nt

)2m

· 1

nr
.

(25)

С целью получения оценок снизу вышеперечисленных n-поперечников введём в
рассмотрение (2n+1)-мерный шар полиномов S2n+1∈L2 :

S2n+1 : =

Tn ∈ T2n+1 : ∥Tn∥ 6
(√

6

nt

)2m

· 1

nr

 .

Учитывая ограничение nt6 t∗ и используя неравенство (см. [10], формула (17))

Ω1/m
m (T (r)

n , t) 6 nr/m(1 − sinc (nt))∗ · ∥Tn∥1/m,

для любого полинома Tn∈S2n+1 после некоторых простых вычислений получим

Ω1/m
m

(
T (r)
n , t

)
+

n2

t

t∫
0

τ(t − τ)Ω1/m
m

(
T (r)
n , τ

)
dτ 6

6

(1 − sinc (nt)) +
n2

t

t∫
0

τ(t − τ)(1 − sinc (nτ))dτ

 · nr/m · ∥Tn∥ =

=

{
(1 − sinc (nt)) +

(nt)2

6
− (1 − sinc (nt))

}
· 6

(nt)2
= 1.

Этим доказано, что S2n+1⊂F
(r)
m (t). В силу определения бернштейновского n-поперечника

и неравенств (23) запишем оценку снизу

γ2n(F
(r)
m (t);L2) > b2n(F

(r)
m (t);L2) > b2n(S2n+1, L2) >

(√
6

nt

)2m

· 1

nr
. (26)

Сопоставляя оценки сверху (25) и снизу (26), получим требуемые равенства (24),
чем и завершим доказательство теоремы 2. 2
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Хорошо известно, что для произвольной функции f ∈L
(r)
2 (r∈Z+; L

(0)
2 ≡L2) все

её промежуточные производные f (ν) (ν=1,2,...,r−1; r>2) также принадлежат про-
странству L2. Поэтому имеет смысл наравне с величиной наилучшего полиномиаль-
ного приближения En−1(f)2 выяснить также поведение величины En−1(f

(ν))2 (ν=

=1,2,...,r−1; r>2, r∈N) на некотором подклассе функций M(r)⊆L
(r)
2 или на самом

классе L
(r)
2 , то есть требуется найти точные значения величины

E(ν)
n−1

(
M(r)

)
2
: = sup{En−1(f

(ν))2 : f ∈ M(r)}. (27)

С этой целью при любых n,m,r∈N, 06ν6 r, 0<t63π/(4n), положим

Ln,r−ν,m(t) : = sup
f∈L

(r)
2

f =/ const

nr−ν · En−1(f
(ν))2Ω

1/m
m (f (r), t)2 +

n2

t

t∫
0

u(t − u)Ω1/m
m (f (r), u)du

m . (28)

Имеет место следующее утверждение, являющееся также следствием теоремы 1.

Теорема 3. Пусть n,m, r ∈ N, 0 6 ν 6 r. Тогда для любых чисел t, удовлетво-
ряющих условию 0 < t 6 3π/(4n), справедливо равенство

Ln,r−ν,m(t) =

(√
6

nt

)2m

(29)

и, в частности,

Ln,r−ν,m

( π

2n

)
=

(
2
√
6

π

)2m

. (30)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В правой части равенства (28) положим f (ν) ≡ g. Тогда
из того, что f (r) ∈ L2, следует, что g(r−ν) ∈ L2, то есть g ∈ L

(r−ν)
2 . Поэтому учитывая

равенство (8), получаем

Ln,r−ν,m(t) : = sup
f∈L

(r)
2

f =/ const

nr−ν · En−1(f
(ν))2Ω

1/m
m (f (r), t)2 +

n2

t

t∫
0

u(t − u)Ω1/m
m (f (r), u)du

m =

= sup
g∈L

(r−ν)
2

g =/ const

nr−ν · En−1(g)2Ω1/m
m (g(r−ν), t)2 +

n2

t

t∫
0

u(t − u)Ω1/m
m (g(r−ν), u)2 du

m :≡

(√
6

nt

)2m
,

(31)

откуда и следует требуемое равенство (29). Полагая в (29) t=π/(2n), получаем (30).
Теорема 3 доказана. 2
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3. Решение экстремальной задачи в L2

Приводим решение экстремальной задачи (27) для введенного выше класса F
(r)
m (t).

Справедлива следующая теорема.

Теорема 4. Пусть m,n ∈ N, r, ν ∈ Z+, r > ν. Тогда для любого t ∈ (0, 3π/(4n)]

имеет место равенство

E(ν)
n−1(F

(r)
m (t))2 = sup

{
En−1(f

(ν)) : f ∈ F (r)
m (t)

}
=

1

nr−ν
·

(√
6

nt

)2m

. (32)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из равенств (28) и (29) для произвольной функции f ∈
F

(r)
m (t) вытекает неравенство

En−1(f
(ν))2 6 1

nr−ν
·

Ω1/m
m (f (r), t) +

n2

t

t∫
0

u(t − u)Ω1/m
m (f (r), u) du

m·(√
6

nt

)2m
. (33)

Если теперь предположить, что f ∈L
(r)
2 ∩F

(r)
m (t), то из неравенства (33) сразу полу-

чаем

En−1(f
(ν))2 6 1

nr−ν
·

(√
6

nt

)2m

,

откуда и следует оценка сверху для величины, расположенной в левой части равен-
ства (32):

E(ν)
n−1(F

(r)
m (t))2 6 1

nr−ν
·

(√
6

nt

)2m

. (34)

Для получения аналогичной оценки снизу вводим в рассмотрение функцию

f0(x) =
1

nr
·

(√
6

nt

)2m

· cosnx. (35)

Функция f0 является элементом шара S2n+1, введенного при доказательстве теоре-
мы 2, и, следовательно, является элементом класса F

(r)
m (t). Дифференцируя ν раз

функцию (35), получаем

f
(ν)
0 (x) =

1

nr−ν
·

(√
6

nt

)2m

· cos
(
nx+

νπ

2

)
,

откуда

En−1(f
(ν)
0 )2 =

1

nr−ν
·

(√
6

nt

)2m

, (36)

но тогда, учитывая равенство (36), запишем оценку снизу

E(ν)
n−1

(
F (r)

m (t)
)
2
= sup

{
En−1(f

(ν)) : f ∈ F (r)
m (t)

}
>

> En−1

(
f
(r)
0

)
=

1

nr−ν
·

(√
6

nt

)2m
.

(37)
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Требуемое равенство (32) получаем из сопоставления оценки сверху (34) с оцен-
кой снизу (37), чем и завершаем доказательство теоремы 4. 2
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ABSTRACT

The sharp values of extremal characteristic of special form for classes L
(r)
2 ,

(r ∈ Z+) containing not only averaged module of continuity but also the av-

eraged with weight u(t−u)/t, 0 6 u 6 t of given modulus continuity is cal-

culated. The obtained result is the spreading of well-known S.B. Vakarchuk

theorem about averaged module of continuity. For the given characteristic of

smoothness, is given an application for the solution of one extremal problem

and the values of n-widths for some classes of functions in L2 is calculated.

Key words: best approximations, generalized modulus of continuity, Steklov

functions, extreme characteristic, n-widths.
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