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В предыдущих работах были построены пять периодических ультрадискретных
преобразований плоскости. В настоящей работе построено такого типа преоб-
разование для трёхмерного пространства.

Ключевые слова: нелинейные рекуррентные последовательности, нелиней-
ные периодические преобразования, тропические последовательности.

DOI: https://doi.org/10.47910/FEMJ202302

Введение

Пусть S4(n) (n — целое) — последовательность рациональных функций Сомос-4.
Она определяется рекуррентным соотношением

S4(n+ 2)S4(n − 2) = αS4(n+ 1)S4(n − 1) + βS2
4(n) (1)

и начальными значениями S4(−1), S4(0), S4(1), S4(2).
В работе [1] (см. также [2] и [3] было доказано, что

S4(n) = S
a(n)
4 (−1)S

b(n)
4 (0)S

c(n)
4 (1)S

d(n)
4 (2)Pn

(
α, β, S4(− 1), S4(0), S4(1), S4(2)

)
,

где a(n), b(n), c(n), d(n) — последовательность целых чисел, а Pn — полиномы с
неотрицательными целыми коэффициентами, которые не делятся на входящие в
них переменные.

Разделив обе части соотношения (1) на S2
4(n), получим рекуррентное соотноше-

ние
u4(n+ 1)u2

4(n)u4(n − 1) = αu4(n) + β. (2)

где
u4(n) =

S4(n+ 1)S4(n − 1)

S2
4(n)

.
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Соотношение (2), рассматриваемое само по себе, определяет рекуррентную после-
довательность u4(n) с начальными значениями u4(0)=x и u4(1)=y. При этом

u4(n) = xp4(n)yq4(n)
Rn(α, β, x, y)

Qn(α, β, x, y)
,

где p4(n) и q4(n)— последовательность целых чисел, а Rn и Qn — взаимно простые
полиномы с неотрицательными целыми коэффициентами, которые не делятся на
переменные α,β,x,y.

Из соотношения (2) следует, что элементы последовательности p4(n) удовлетво-
ряют рекуррентному соотношению

p4(n+ 1) + 2p4(n) + p4(n − 1) = min{p4(n), 0}.

Оно, после вычитания из обеих частей 2p4(n)+p4(n−1), преобразуется к виду

p4(n+ 1) = min
{
− p4(n − 1) − p4(n),− p4(n − 1) − 2p4(n)

}
. (3)

Последовательность p4(n) определяется однозначно соотношением (3) и начальны-
ми значениями p4(0)=1,p4(1)=0. По той же причине q4(n) определяется однозначно
тем же соотношением (3) и начальными значениями q4(0)=0, q4(1)=1. Обе после-
довательности периодические с периодом 8.

Пусть
T4(u, v) = (v, w), w = min

{
− u − v,− u − 2v

}
,

— преобразование плоскости в себя. В соответствии с (3) оно переводит пару(
p4(n− 1),p4(n)

)
в
(
p4(n),p4(n+1)

)
. В работе [3] было доказано, что T4 периоди-

ческое преобразование с периодом 8 (T 9
4 =T4). Более простое доказательство этого

утверждения для T4 и четырёх других подобного типа преобразований (u,v)→(v,w) с

w = min
{
− u − v, u − v

}
, min

{
− u,− u+ v

}
,

min
{
− u − v,− u+ v},min

{
− u − v,− u − 3v

}
.

Последовательность Сомос-5 определяется рекуррентным соотношением

S5(n+ 3)S5(n − 2) = αS5(n+ 2)S5(n − 1) + βS5(n+ 1)S5(n) (4)

и начальными значениями S5(−2), S5(−1), S5(0), S5(1), S5(2). При этом (см. [1, 2])

S5(n) =

 ∏
−26i62

S
ai(n)
5 (i)

Pn

(
α, β, S5(− 2), S5(− 1), S5(0), S5(1), S5(2)

)
,

где ai(n) — последовательности целых чисел, а Pn — полиномы с неотрицательными
целыми коэффициентами, которые не делятся на входящие в них переменные.

После деления обеих частей соотношения (4) на S5(n+1)S5(n) получим равенство

u5(n+ 2)u2
5(n+ 1)u2

5(n)u5(n − 1) = αu5(n+ 1)u5(n) + β. (5)
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Положив v(n)=u5(n+1)u5(n) (см. [4]), получим рекуррентное соотношение

v(n+ 1)v(n)v(n − 1) = αv(n) + β,

которое после процедуры ультадискретизации превращается в равенство

p(n+ 1) = min
{
− p(n),− p(n) − p(n − 1)

}
.

Ему соответствует периодическое преобразование плоскости U : (x, y) → (y, z),
z=min

{
−x,−x−y

}
, построенное в [3] (см. также [5]).

Ультрадискретизация соотношения (5) приводит к рекуррентному равенству

p5(n+ 2) + 2p5(n+ 1) + 2p5(n) + p5(n − 1) = min
{
p5(n+ 1) + p5(n), 0

}
,

которое преобразуется к виду

p5(n+2) = min
{
− p5(n+1) − p5(n) − p5(n − 1),− p5(n+1) − 2p5(n) − 2p5(n − 1)

}
.

Ему сопоставим преобразование пространства

T : (x, y, z) → (y, z, w) с w = min
{
− x − y − z,− x − 2y − 2z

}
.

Численные примеры показывают, что справедливо следующее утверждение.

Гипотеза. Преобразование T на всём пространстве периодическое с периодом 14.
Следующее утверждение подтверждает эту гипотезу.

Теорема 1. Преобразование T на октанте

Γ =
{
(α, β, γ) ∈ R3

∣∣ α > 0, β > 0, γ > 0
}

периодическое с периодом 14.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычисления показывают, что для любой точки (α, β, γ)

из Γ

T (Γ) = (β, γ,− α − 2β − 2γ), T 2(Γ) = (γ,− α − 2β − 2γ, α+ β + γ),

T 3(Γ) = (− α − 2β − 2γ, α+ β + γ, β), T 4(Γ) = (α+ β + γ, β,− α − 2β),

T 5(Γ) = (β,− α − 2β,− γ), T 6(Γ) = (− α − 2β,− γ, α+ β + γ),

T 7(Γ) = (− γ, α+ β + γ,− α), T 8(Γ) = (α+ β + γ,− α,− 2β − γ),

T 9(Γ) = (− α,− 2β − γ, β), T 10(Γ) = (− 2β − γ, β, α+ β + γ),

T 11(Γ) = (β, α+ β + γ,− 2α − 2β − γ), T 12(Γ) = (α+ β + γ,− 2α − 2β − γ, α),

T 13(Γ) = (− 2α − 2β − γ, α, β), T 14(Γ) = (α, β, γ).

Теорема полностью доказана. 2
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ABSTRACT

In previous works we have constructed five periodic ultradiscrete transfor-

mations of the plane. In the present work we construct similar transforma-

tion for 3-dimensional space.

Key words: nonlinear recurrent sequences, nonlinear periodic transforma-

tions, tropical sequences.


