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1. Введение. Постановка краевой задачи

В работе рассматривается анализ краевой задачи для системы эллиптических
полулинейных уравнений, моделирующих стационарные процессы типа реакции-
диффузии. Интерес к подобным задачам связан с их прикладной значимостью. На
основе представленных новых априорных оценок слабого решения задачи доказа-
на ее однозначная разрешимость. Данный результат является обобщением извест-
ных результатов для краевых задач, возникающих при моделировании сложного
теплообмена в однородной среде (P1-приближение для уравнения переноса излуче-
ния) [1–4], а также для гомогенизированных моделей переноса кислорода в тканях
мозга [5, 6]. В качестве нового приложения рассмотрены уравнения сложного теп-
лообмена в неоднородной среде, учитывающие внутреннюю диссипацию энергии, и
уравнения переноса кислорода с внутренними источниками.

В ограниченной липшицевой области Ω⊂R3 с границей Γ рассмотрим следующую
краевую задачу:

−÷ (a∇u) + f1(u) = F (u, v) + h1, −÷ (b∇v) + f2(v) = −F (u, v) + h2, x ∈ Ω; (1)

a∂nu+ α(u− ub)
∣∣∣
Γ
= 0, b∂nv + β(v − vb)

∣∣∣
Γ
= 0. (2)
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Здесь a, b, α, β, ub, vb — заданные положительные функции, определенные на Ω и Γ

соответственно; f1,2 :R→R — возрастающие функции с ограниченной производной,
F : R×R→R — локально-липшицева функция; h1,2 — функции, моделирующие
источники.

Статья организована следующим образом. В втором параграфе приводится фор-
мализация краевой задачи (1), (2), дается определение слабого решения и выводит-
ся уравнение с компактным оператором. Разрешимость краевой задачи доказана
в параграфе 3 на основе принципа Лере – Шаудера. Теорема единственности реше-
ния представлена в параграфе 4. В пятом параграфе рассмотрены приложения для
модели сложного теплообмена с внутренней диссипацией и для модели переноса
кислорода с внутренними источниками.

2. Формализация задачи

Далее через Lp, 1⩽ p⩽∞ обозначаем пространство Лебега, а через Hs — про-
странство Соболева W s

2 , V =H1(Ω). Пусть ∥·∥ и ∥·∥V — нормы в H и V соответ-
ственно; (u,v) — скалярное произведение в H, если u,v∈H.

Пусть исходные данные задачи (1), (2) удовлетворяют условиям
(i) a,b∈L∞(Ω), a⩾a0, b⩾ b0; α, β, ub, vb∈L∞(Γ), α⩾α0, β⩾β0,
0⩽ub⩽M1, 0⩽vb⩽M2;
(ii) f1,2∈C1(R), f1,2(−s)=−f1,2(s), |f1,2(s)|⩽k0,0⩽f ′

1,2(s)⩽k1;
(iii) h1,2∈L∞(Ω), 0⩽h1⩽f1(M1), 0⩽h2⩽f2(M2).
Здесь a0, b0, α0, β0, k0, k1=Const>0.
Кроме того, функция F : R×R→R такова, что для всех u,v,u1,2,v1,2∈V

F (u, v) ∈ L6/5(Ω). (C1)

∥∥F (u1, v)− F (u2, v)
∥∥
L6/5(Ω)

⩽ C1

(
∥u1,2∥V , ∥v∥V

)
∥u1 − u2∥L6−ε1 (Ω) ,∥∥F (u, v1)− F (u, v2)

∥∥
L6/5(Ω)

⩽ C2

(
∥v1,2∥V , ∥u∥V

)
∥v1 − v2∥L6−ε2 (Ω) .

(C2)

Здесь ε1,2∈ (0, 6/5).
Существует возрастающая функция g :R→R такая, что

F (t1, t2)
(
t1 − g(t2)

)
⩽ 0 ∀t1, t2, g(0) = 0, g(M2) = M1;

0 < g′(t) ⩽ C(M) ∀t, |t| ⩾ M.
(C3)

F (t1, s1)− F (t2, s2) = w1(t1, t2)(t1 − t2)− w2(s1, s2)(s1 − s2),

где w1(t1, t2) ⩽ 0, w2(s1, s2) ⩽ 0.
(C4)

В дальнейшем предполагаем выполнение указанных условий (i)–(iii), (C1)–(C4).
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Сформулируем понятие слабого решения краевой задачи.

Определение. Пара {u, v} ∈ V ×V называется слабым решением задачи (1), (2),
если

(a∇u,∇ζ) +
(
f1(u), ζ

)
+

∫
Γ

α(u− ub)ζ dΓ =
(
F (u, v) + h1, ζ

)
∀ζ ∈ V, (3)

(b∇v,∇η) +
(
f2(v), η

)
+

∫
Γ

β(v − vb)η dΓ =
(
− F (u, v) + h2, η

)
∀η ∈ V. (4)

Уравнения (3), (4) выводятся стандартным образом, путём умножения (1) на
тестовые функции ζ ∈V, η∈V и интегрирования по частям в Ω с учетом краевых
условий (2).

2.1. Сведение к уравнению с компактным оператором

В пространстве W =V ×V определим скалярное произведение

((y, z)) = (a∇u,∇ζ) + (b∇v,∇η) +

∫
Γ

(αuζ + βvη) dΓ.

Здесь y={u,v}, z={ζ,η}, ∥y∥2W =((y,y)).
Определим нелинейный оператор F : W →W , используя следующее равенство,

справедливое для всех y,z∈W :((
F(y), z

))
=

∫
Γ

(
αubζ + βvbη

)
dΓ−

(
f1(u), ζ

)
−

(
f2(v), η

)
+

+
(
h1, ζ

)
+
(
h2, η

)
+

∫
Ω

F (u, v)(ζ − η) dx.

Вариационные равенства (3), (4) принимают вид ((y,z))=
((
F(y),z

))
∀z∈W . Таким

образом, пара y= {u,v}∈W будет слабым решением задачи (1), (2), если и только
если y∈W — неподвижная точка оператора F ,

y = F(y). (5)

Лемма 1. Оператор F является вполне непрерывным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть y1 = {u1, v1} , y2 = {u2, v2} , z = {ζ, η}. Оценим раз-
ность ((

F(y1)−F(y2), z
))

=

∫
Ω

(
F (u1, v1)− F (u2, v2)

)
(ζ − η) dx+

+
(
f1(u2)− f1(u1), ζ

)
+
(
f2(v2)− f2(v1), η

)
⩽

⩽ ∥η − ζ∥L6(Ω)

∥∥F (u1, v1)− F (u2, v2)
∥∥
L6/5(Ω)

+ k1
(
∥ζ∥ ∥u1 − u2∥+ ∥η∥ ∥v1 − v2∥

)
.
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Из условий (C2) и непрерывности вложения V ⊂Lp(Ω), 1⩽p⩽6 следует неравенство((
F(y1)−F(y2), z

))
⩽ C

(
∥u1 − u2∥Lp1 (Ω) + ∥v1 − v2∥Lp2 (Ω)

)
∥z∥W .

Здесь 1⩽p1,2<6, C>0 зависит только от Ω, ∥u1,2∥V , ∥v1,2∥V . Подставим в последнее
неравенство z=F(y1)−F(y2). Тогда∥∥F(y1)−F(y2)

∥∥
W

⩽ C
(
∥u1 − u2∥Lp1 (Ω) + ∥v1 − v2∥Lp2 (Ω)

)
.

Из полученной оценки следует непрерывность оператора F , а с учетом компактности
вложения V ⊂Lp1,2(Ω) — его компактность. 2

3. Теорема существования решения

Для доказательства существования неподвижной точки оператора F достаточно,
в соответствии с принципом Лере – Шаудера, показать равномерную по λ ограничен-
ность множества решений семейства операторных уравнений

y = λF(y), λ ∈ (0, 1].

Данное равенство эквивалентно следующим соотношениям для y={u,v}:

(a∇u,∇ζ) + λ
(
f1(u), ζ

)
+

∫
Γ

α(u− λub)ζ dΓ = λ
(
F (u, v) + h1, ζ

)
∀ζ ∈ V, (6)

(b∇v,∇η) + λ
(
f2(v), η

)
+

∫
Γ

β(v − λvb)η dΓ = λ
(
− F (u, v) + h2, η

)
∀η ∈ V. (7)

Сначала получим априорные оценки для u, v в L∞(Ω). Положим ζ=max{0,u−M1}
в (6) и η=max{0,g(v)−M1} в (7) и сложим равенства.

(a∇ζ,∇ζ) +

∫
Ω, g(v)>M1

b|∇η|2g′(v) dx+

∫
Γ, u>M1

α(u− λub)(u−M1) dΓ+

+

∫
Γ,g(v)>M1

β(v − λvb)
(
g(v)−M1

)
dΓ− λ

(
F (u, v),max{0, u−M1} −max{0, g(v)−M1}

)
+

+λ
(
f1(u)− f1(M1),max{0, u−M1}

)
+ λ

(
f2(v)− f2(M2),max{0, g(v)−M1}

)
=

= λ
(
h1 − f1(M1),max{0, u−M1}

)
+ λ

(
h2 − f2(M2),max{0, g(v)−M1}

)
⩽ 0.

Заметим, учитывая монотонность функций f1, f2, g, что все слагаемые в левой части
полученного равенства неотрицательны. Поэтому η= ζ=0, и тогда u⩽M1, v⩽M2.

Аналогично получаются оценки снизу. Достаточно положить в (6), (7) ζ=ζmin=

=min{0,u+ε}, η=ηmin=min{0,g(v)+ε} и получить ηmin=ζmin=0; u⩾−ε, g(v)⩾−ε.
В силу произвольности ε получаем, что u⩾0, v⩾0.
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Теперь получим равномерную по λ оценку y в пространстве W . Определим эле-
мент ỹ∈W такой, что ∀z={ζ,η}

((ỹ, z)) =

∫
Γ

(
αubζ + βvbη

)
dΓ +

(
h1, ζ

)
+

(
h2, η

)
.

Тогда из равенства y=λF(y) получаем

∥y∥2W = λ ((F(y), y)) = λ ((ỹ, y)) + λ(F (u, v), u− v)− λ
(
f1(u), u

)
−

(
f2(v), v

)
.

Учтем неотрицательность величин
(
f1(u),u

)
,
(
f2(v),v

)
и неравенства 0⩽u⩽M1, 0⩽

v⩽M2. Тогда

∥y∥2W ⩽
1

2
∥y∥2W +

1

2
∥ỹ∥2W +M3|Ω|.

Здесь M3=max{F (u,v)(u−v) : 0⩽u⩽M1,0⩽v⩽M2}, |Ω| — объем Ω.
В результате имеем равномерную по λ ограниченность ∥y∥2W ⩽ ∥ỹ∥2W +2M3|Ω|,

из которой следует существование решения уравнения (5) и, значит, разрешимость
задачи (1), (2).

Теорема 1. Пусть выполняются условия (i)–(iii), (C1)–(C3). Тогда существует
слабое решение задачи (1), (2).

4. Однозначная разрешимость

Теорема 2. Пусть выполняются условия (i)–(iii), (C1)–(C4) и при этом либо хо-
тя бы одна из функций f1, f2 строго возрастает, либо f1 = f2 = 0 и a, b = Const > 0.
Тогда существует ровно одно слабое решение задачи (1), (2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Разрешимость следует из теоремы 1. Покажем единствен-
ность решения. Предположим, что существует два решения: {u1, v1} и {u2, v2}. Обо-
значим u = u1 − u2, v = v1 − v2. Из (3), (4) следуют равенства ∀ ζ, η ∈ V

(a∇u,∇ζ) +
(
f1(u1)− f1(u2), ζ

)
+

∫
Γ

αuζ dΓ =

∫
Ω

(
F (u1, v1)− F (u2, v2)

)
ζ dx, (8)

(b∇v,∇η) +
(
f2(v1)− f2(v2), η

)
+

∫
Γ

βvη dΓ = −
∫
Ω

(
F (u1, v1)− F (u2, v2)

)
η dx. (9)

Введём аппроксимацию функции sign с параметром ε>0:

signε t =


−1, t ⩽ −ε,

t/ε, −ε < t < ε,

1, t ⩾ ε.
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В равенствах (8), (9) положим ζ=signεu, η=signεv. Тогда
1

ε

∫
Ω, |u|<ε

a∇u · ∇u dx+
(
f1(u1)− f1(u2), signε u

)
+

1

ε

∫
Γ, |u|<ε

αu2 dΓ +

∫
Γ, |u|⩾ε

α|u| dΓ =

=

∫
Ω

(
F (u1, v1)− F (u2, v2)

)
signε u dx,

1

ε

∫
Ω, |v|<ε

b∇v · ∇v dx+
(
f2(v1)− f2(v2), signε v

)
+

1

ε

∫
Γ, |v|<ε

βv2 dΓ +

∫
Γ, |v|⩾ε

β|v| dΓ =

= −
∫
Ω

(
F (u1, v1)− F (u2, v2)

)
signε v dx.

Складывая полученные уравнения, исключая неотрицательные слагаемые с 1/ε и
переходя к пределу при ε→+0, получим∫

Γ

(
α|u|+ β|v|

)
dΓ +

(
f1(u1)− f1(u2), signu

)
+

(
f2(v1)− f2(v2), sign v

)
+

+
(
F (u1, v1)− F (u2, v2), sign v − signu

)
⩽ 0.

Отметим, что каждое слагаемое в неравенстве неотрицательно: второе и третье в
силу свойств функций f1,2, а четвёртое — в силу условия (C4). Поэтому u|Γ=v|Γ=0.
Далее пусть, например, функция f1 строго возрастает. Из равенства нулю второго
слагаемого в полученном неравенстве следует, что u=0, и из (8) выводим F (u1,v1)−
−F (u2,v2)=0. Тогда из (9) следует, что v=0. Случай строгого возрастания функ-
ции f2 рассматривается аналогично.

Пусть теперь f1 = f2 =0 и a, b=Const> 0. В (8), (9) положим ζ = η= au+ bv и
сложим полученные равенства. Тогда

(
∇(au+bv),∇(au+bv)

)
=0, и поэтому v=−au/b.

Из условия (C4) получаем(
F (u1, v1)− F (u2, v2)

)
u = w1(u1, u2)u

2 + aw2(v1, v2)u
2/b ⩽ 0.

Поэтому, полагая ζ=u в (8), получим u=0, а тогда v=0. 2

5. Приложения

5.1. Модель сложного теплообмена с внутренней диссипацией

Анализ краевых задач для стационарной диффузионной модели [1], описыва-
ющей радиационный, кондуктивный и конвективный теплообмен в ограниченной
трехмерной области, представлен в [2–4]. Рассмотрим обобщение этой модели, вклю-
чающее внутреннюю диссипацию энергии, а также ненулевые внутренние источни-
ки. Соответствующая краевая задача в ограниченной липшицевой области Ω⊂R3 с
границей Γ имеет вид

−÷ (a∇θ) + f(θ) = F (θ, φ) + h, ÷(b∇φ) = F (θ, φ), x ∈ Ω; (10)

a∂nθ + α(θ − θb)
∣∣∣
Γ
= 0, b∂nφ+ β(φ− θ4b )

∣∣∣
Γ
= 0. (11)
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Здесь θ — нормализованная температура и φ — нормализованная интенсивность
теплового излучения, усредненная по всем направлениям;

F (θ, φ) = c
(
φ− |θ|4 sign θ

)
; f(θ) = µ0θ/(θ0 + θ), если θ ⩾ 0, f(−θ) = −f(θ),

где µ0 =Const – максимальное значение скорости диссипации, θ0 – фиксирован-
ное значение температуры. Положительные параметры a, b, c, α и β, описывающие
свойства среды, определены в [3].

Пусть данные задачи (10), (11) удовлетворяют условиям
(j) a, b∈L∞(Ω), a⩾a0, b⩾b0; α, β, θb,∈L∞(Γ), α⩾α0, β⩾β0, 0⩽θb⩽M . Здесь

a0, b0, α0, β0=Const>0.
(jj) h∈L∞(Ω), 0⩽h⩽f(M).
Пара {θ,φ}∈V ×V называется слабым решением задачи (10), (11), если

(a∇θ,∇ζ) +
(
f(θ), ζ

)
+

∫
Γ

α(θ − θb)ζ dΓ = c
(
φ− |θ|4 sign θ, ζ

)
+ (h, ζ) ∀ζ ∈ V,

(b∇φ,∇η) +

∫
Γ

β(φ− θ4b )η dΓ = c
(
|θ|4 sign θ − φ, η

)
∀η ∈ V.

Нетрудно проверить, что для функции F в постановке задачи (10), (11) справедливы

условия (C1)–(C4), причем для проверки (C3) достаточно положить g(φ)=|φ|
1
4 signφ.

Таким образом, из теоремы 2 и с учетом оценок, полученных при доказательстве
теоремы 1, получаем следующий результат.

Теорема 3. Пусть выполняются условия (j)–(jj). Тогда слабое решение задачи
(10), (11) существует, единственно и удовлетворяет оценкам

0 ⩽ θ ⩽ M, 0 ⩽ φ ⩽ M4.

5.2. Модель переноса кислорода с внутренними источниками

В работе [5] предложена гомогенизированная модель переноса кислорода в тка-
нях мозга. Анализ возникающей стационарной краевой задачи, не содержащей внут-
ренних источников кислорода, представлен в [6]. Модель с внутренними источника-
ми имеет вид

−÷ (a∇φ) = F (φ, θ), −÷ (b∇θ) + µ(θ) = −F (θ, φ) + h, x ∈ Ω; (12)

a∂nφ+ α(φ− φb)
∣∣∣
Γ
= 0, b∂nθ + β

(
θ − z(φb)

)∣∣∣
Γ
= 0. (13)

Здесь φ — концентрация кислорода в крови, θ — концентрация кислорода в тканях,
µ — скорость метаболизма (потребления) кислорода в тканях, связанная с функ-
ционированием мозга. Функция F определяется равенством F (φ,θ) =A

(
θ− z(φ)

)
,

где z — функция обратная к нечетной, возрастающей функции f , определяемой на
положительной полуоси формулой

f(s) = s+
Bsr

sr + C
.
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Функция µ также является нечетной, возрастающей — такой, что µ(θ)=
µ0θ

θ+θ0
для

θ⩾0. Здесь A, B, C, µ0, θ0=Const>0, r=Const>1.
Пусть данные удовлетворяют условиям
(k) a,b∈L∞(Ω), a⩾ a0, b⩾ b0; α, β, φb ∈L∞(Γ), α⩾ α0, β ⩾ β0, 0⩽φb⩽M ,

a0, b0, α0, β0=Const>0.
(kk) h∈L∞(Ω), 0⩽h⩽µ(M).
Пара {φ,θ}∈V ×V называется слабым решением задачи (12), (13), если

(a∇φ,∇ζ) +

∫
Γ

α(φ− φb)ζ dΓ = A
(
θ − z(φ), ζ

)
∀ζ ∈ V,

(b∇θ,∇η) +
(
µ(θ), η

)
+

∫
Γ

β
(
θ − z(φb)

)
η dΓ = −A

(
θ − z(φ), η

)
+ (h, η) ∀η ∈ V.

Для функции F в постановке задачи (12), (13) справедливы условия (C1)–(C4),
причем для проверки (C3) достаточно положить g(s) = f(s), s ∈R. На основании
теоремы 2 получаем утверждение.

Теорема 4. Пусть выполняются условия (k)–(kk). Тогда существует единствен-
ное слабое решение задачи (12), (13).
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