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Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f è g ãîëîìîðôíûå íà âñåé ïëîñêîñòè
êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ôóíêöèè (öåëûå), òîæäåñòâåííî íå
ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïðåäñòàâëåíèå

f (v + w)g(v − w) =
n∑

i=1

αi (v)βj(w) (∀v ,w ∈ C) (1)

ñ íåêîòîðûìè αi , βj : C→ C è ïðè ýòîì íàòóðàëüíîå n �
ìèíèìàëüíî. Â òàêîì ñëó÷àå íàçîâ¼ì ïàðó (f , g)
ýëëèïòè÷åñêîé ñèñòåìîé ôóíêöèé ðàíãà R(f , g) = n.
Çàìå÷àíèå 1. Ñ ïîìîùüþ çàìåíû w → −w ïîëó÷àåì, ÷òî
ïàðû (f , g) è (g , f ) òîëüêî îäíîâðåìåííî ìîãóò áûòü
ýëëèïòè÷åñêèìè ñèñòåìàìè (ÝÑ) îäíîãî è òîãî æå ðàíãà.
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Çàìå÷àíèå 2. Òàê êàê â ïðåäñòàâëåíèè (1) n � ìèíèìàëüíî,
òî íàáîðû {α1, . . . , αn} è {β1, . . . , βn} ñîñòîÿò èç ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.
Èç çàìå÷àíèÿ 2 ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ äâà íàáîðà êîìïëåêñíûõ
÷èñåë

{v (1), . . . , v (n)} è {w (1), . . . ,w (n)},

äëÿ êîòîðûõ (èíäóêöèÿ ïî n)

det
(

(αi (v
(j)))

1≤i , j≤n

)
6= 0 è det

(
(βi (w

(j)))
1≤i , j≤n

)
6= 0.
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Ïîäñòàâëÿÿ â (1) v (1), . . . , v (n) âìåñòî v , à òàêæå w (1), . . . ,w (n)

âìåñòî w , ïîëó÷èì äâå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, èç
êîòîðûõ íàõîäèì, ÷òî

αi (v) =
n∑

j=1

a
(j)
i f (v + w (j)) g(v − w (j)) (2)

βi (w) =
n∑

j=1

b
(j)
i f (v (j) + w) g(v (j) − w) (3)

ñ íåêîòîðûìè a
(j)
i , b

(j)
i ∈ C.
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Çàìå÷àíèå 3. Ïóñòü (f , g) � ÝÑ è v0,w0,A,B,C ,D,E �
ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà. Òîãäà ïàðà (f̃ , g̃)
îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëàì

f̃ (z) = eAz
2+Bz+D f (z + v0), g̃(z) = eAz

2+Cz+E f (z + w0)

òàêæå ÝÑ òîãî æå ðàíãà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû (f , g) è (f̃ , g̃) ìû
áóäåì íàçûâàòü ýêâèâàëåíòíûìè ñ ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñüþ
(f , g) ∼ (f̃ , g̃).
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Çàìå÷àíèå 4. Ñ ïîìîùüþ (2) è (3) íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1 è c2, òàêèå ÷òî

| f (z) | ≤ ec1|z|2+c2 è | g(z) | ≤ ec1|z|2+c2 .

Òî åñòü, f è g � öåëûå ôóíêöèè ïîðÿäêà íå áîëåå 2.

Çàìå÷àíèå 5. Ñ ïîìîùüþ (2) è (3) ìîæíî ïîêàçàòü (Mario
Bonk, Math. Ann., 298, 591-610,1994), ÷òî åñëè (f , g) � ÝÑ, òî
(f , f ) è (g , g) òàêæå ÝÑ ñ ðàíãàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè R6(f , g).
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Çàìå÷àíèå 6.

1) Äëÿ λ ∈ C\{0} Tλf (z) = f (λz). (f , g) � ÝÑ ⇔ (Tλf ,Tλg)
� ÝÑ.

2) (f , g) � ÝÑ ⇔ (T−1f , g) � ÝÑ ⇔ (f ,T−1g) � ÝÑ.

3) (f1, g1) � ÝÑ è (f2, g2) � ÝÑ. Òîãäà (f1f2, g1g2) � ÝÑ ðàíãà
íå áîëüøå R(f1, g1)R(f2, g2).

4) (f , g1) è (f , g2) � ÝÑ è η1, η2 ∈ C ñ η1g1 + η2g2 6≡ 0. Òîãäà
(f , η1g1 + η2g2) � ÝÑ ðàíãà íå áîëüøå R(f , g1) + R(f , g2).

5) (f , g) � ÝÑ ⇒ (f , g ′) è (f ′, g) � ÝÑ ðàíãà íå áîëüøå
2R(f , g).
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Ïðèìåð 1. Ïóñòü (f , g) � ÝÑ è g íå èìååò íóëåé. Òîãäà äëÿ
íåêîòîðûõ A,B,C ∈ C

g(z) = eAz
2+Bz+C .

Ñ ó÷¼òîì ïðåäûäóùåãî, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî g = 1 (òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà).
Ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîå óðàâíåíèå

f (w + v) =
n∑

i=1

αi (w)βi (v),

ðåø¼ííîå T. Levi-Civita (R.C. Accad. Lincei (2) 22 (1913),
181-183).
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Îòâåò:

f (z) =
k∑

l=1

Pl(z)eAlz

ñ ðàçëè÷íûìè êîìïëåêñíûìè Al è ïîëèíîìàìè Pl , äëÿ êîòîðûõ

k∑
l=1

(degPl − 1) = R(f , 1) = n.

Çàìå÷àíèå 7. Èç âûøåóïîìÿíóòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî
âñå ÝÑ ðàíãà 1 ýêâèâàëåíòû ïàðå (1, 1).
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Çàôèêñèðóåì v0, v1, . . . , vn ∈ C. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1) ïîñòðîèì
ôóíêöèþ F : C→ Cn+1 ïî ôîðìóëå

F (w) =

f (w + v0)g(w − v0)
. . .

f (w + vn)g(w − vn)

 =

= α1(w)

β1(v0)
. . .

β1(vn)

+ . . .+ αj(w)

βj(v0)
. . .

βj(vn)

+ αn(w)

βn(v0)
. . .

βn(vn)

 .
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Äëÿ ôèêñèðîâàííûõ w0,w1, . . . ,wn ∈ C
(n + 1)-ìåðíûå âåêòîðû F (w0),F (w1), . . . ,F (wn) ëåæàò â
n-ìåðíîì ïîäïðîñòðàíñòâå Cn+1. Ïîýòîìó

Df ,g

w0,w1, . . . ,wn

. . .
v0, v1, . . . , vn

 =

= det
(

f (w0 + v0)g(w0 − v0) . . . f (w0 + vn)g(w0 − vn)
. . . f (wi + vj )g(wi − vj ) . . .

f (wn + v0)g(wn − v0) . . . f (wn + vn)g(wn − vn)

)
= 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì n ìîæíî
ïðèíÿòü çà îïðåäåëåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Ïðèìåð 2. Ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû ðàíãà 2.

Â ðàáîòå R. Rochberg and L. A. Rubel, A function equation.
Indiana Univ. Math J. 41 (1992), 363 - 376

áûëè íàéäåíû âñå îñòàëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû ðàíãà 2
îòëè÷íûå îò òåõ, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â Ïðèìåðå 1.

Îíè äîêàçàëè, ÷òî ëþáàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ðàíãà 2 ñ
âõîäÿùèìè â íå¼ ôóíêöèÿìè, ó êîòîðûõ èìåþòñÿ íóëè,
ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå âèäà (σ, σ).
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Çäåñü

σ(z) = σΓ(z) = z
∏

w∈Γ\{0}

(
1− z

w

)
e

z
w

+ 1
2 ( z

w )
2

� ñèãìà-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, àññîöèèðîâàííàÿ ñ ðåøåòêîé
Γ.
Â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ:
1) äëÿ Γ = {0} σΓ(z) = z ;
2) äëÿ Γ = {mw |m ∈ Z} c w ∈ C\{0}

σΓ(z) = z
∏

w∈Z\{0}

(
1− z

nw

)
e

z
nw

+ 1
2 ( z

nw )
2

=
w

π
sin

πz

w
e
π2

6 ( z
w )

2

.

Ñèãìà-ôóíêöèÿ � íå÷¼òíàÿ öåëàÿ ôóíêöèÿ ñ ïðîñòûìè íóëÿìè
â óçëàõ ðåø¼òêè Γ.

Áûêîâñêèé Â.À. Ýëëèïòè÷åñêèå ñèñòåìû ôóíêöèé



14

Äëÿ íå÷¼òíîé ôóíêöèè g

Df ,g

(
z1, z2, z3

z0, z2, z3

)
=

= f (z2 + z3)g(z2 − z3)Wf ,g (z0, z1, z2, z3) = 0,

ãäå

Wf ,g (z0, z1, z2, z3) = f (z0 + z1)g(z0 − z1)f (z2 + z3)g(z2 − z3)+

+f (z0 + z2)g(z0 − z2)f (z3 + z1)g(z3 − z1)+

+f (z0 + z3)g(z0 − z3)f (z1 + z2)g(z1 − z2) = 0.
(4)
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Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðè f = g ïðåâðàùàåòñÿ â �òð¼õ÷ëåííîå
óðàâíåíèå�, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñèãìà-ôóíêöèÿ
Âåéåðøòðàññà

f (z + z1)f (z − z1)f (z2 + z3)f (z2 − z3)+

+f (z + z2)f (z − z2)f (z3 + z1)f (z3 − z1)+

+f (z + z3)f (z − z3)f (z1 + z2)f (z1 − z2) = 0.

(5)

K. Weierstrass, Zur Theorie der Jacobischer Funktionen von
mehreren Veranderlichen. Sitzungsber.Konigl. Acad. Wiss. 1882, p.
505-508 [Werke Bd. 3, pp. 155-159].
Â òîé æå ñàìîé ðàáîòå Âåéåðøòðàññ çàìåòèë, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò äðóãèõ ðåøåíèé (5) â öåëûõ ôóíêöèÿõ f : C→ C.
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Deslisle A. (Bestimmung der allgemeinsten der Funktionalgleichung
der σ-Funktion genugenden Funktion. Math.Ann. 30, 91-119
(1887)) ïîïûòàëñÿ äîêàçàòü ýòî, íî åãî ðàññóæäåíèÿ ñîäåðæàëè
ïðîáåëû.

Íàêîíåö, ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî äàíî Ãóðâèöîì (Uber der
Weierstrass'sche σ-Funktion, pp. 133-141. Berlin 1914. Ges. Abh.,
Bd. 2, pp. 722-730. Boston Basel Stuttgart: Birkhauser 1932.)
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Äëÿ ôóíêöèè g ñ g(0) = 0

Df ,g

(
z1, z2, z3

z1, z2, z3

)
=

= f (z1 + z2)g(z1 − z2)f (z2 + z3)g(z2 − z3)f (z3 + z1)g(z3 − z1)+

+f (z1 + z3)g(z1 − z3)f (z2 + z1)g(z2 − z1)f (z3 + z2)g(z3 − z2) =

= f (z1 + z2)f (z1 + z3)f (z2 + z3)×

×(g(z1−z2)g(z2−z3)g(z3−z1)+g(z1−z3)g(z2−z1)g(z3−z2)) = 0.

Ïîëîæèì ψ(z) = − g(z)
g(−z) .

Òîãäà ψ(z1 − z2) = ψ(z1 − z3) · ψ(z3 − z2)

⇓
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ψ(z) = e2λz ,

h(z) = g(z)e−λz = −g(−z)eλz = −h(−z),

g(z) = eλzh(z),

ãäå h(z) � íå÷¼òíàÿ ôóíêöèÿ.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 6 è òîëüêî ÷òî äîêàçàííûì
ñâîéñòâîì â ÝÑ ðàíãà 2 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îáå ôóíêöèè f è g
� íå÷¼òíûå.
Ïîëîæèì â ôîðìóëå (4) z0 = −z1. Òîãäà äëÿ íå÷¼òíûõ f è g
îíî ýêâèâàëåíòíî òîæäåñòâó

f (−z1 + z2)g(−z1 − z2)f (z3 + z1)g(z3 − z1)+

+f (−z1 + z3)g(−z1 − z3)f (z1 + z2)g(z1 − z2) = 0.
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Ïîëîæèâ
ψ(z) = f (z)/g(z)

ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

ψ(z1 − z2)ψ(z3 + z1) = ψ(z3 − z1)ψ(z1 + z2).

Ïðè z2 = 0 îíî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî

ψ(z3 + z1) = ψ(z3 − z1),

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî ψ(z) åñòü íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà c è
f (z) = cg(z).
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî ðåçóëüòàò Ðî÷áåðãà è Ðóáåëÿ
1992 ãîäà � ïðÿìîå ñëåäñòâèå òåîðåìû Ãóðâèòöà 1914 ãîäà.
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Ïðèìåð 3. ÝÑ ðàíãà 3.
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íå÷¼òíîé ôóíêöèè g âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

Df ,g

(
z1, z2, z3, z4

z0, z2, z3, z4

)
=

= Wf ,g (z0, z2, z3, z4)Wf ,g (z1, z2, z3, z4).

Èç íåãî ñëåäóåò

ÒÅÎÐÅÌÀ

Íå ñóùåñòâóåò ÝÑ ðàíãà 3, ó êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç
ñîñòàâëÿþùèõ ïàðó ôóíêöèé íå÷¼òíà.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

Â ðàáîòå Áóõøòàáåðà è Ëåéêèíà (Òðóäû ÌÈÀÍ, Óñïåõè ìàò.
íàóê, 2005 ãîä) áûëî âûïèñàíî òðèëèíåéíîå ôóíêöèîíàëüíîå
óðàâíåíèå

f1(u+z)f2(v+z)f3(u+v−z) = ϕ1(u, v)ψ1(z)+. . .+ϕn(u, v)ψn(z)

ñ öåëûìè ôóíêöèÿìè f1, f2, f3, îòëè÷íûìè îò òîæäåñòâåííîãî
íóëÿ.

Îïèðàÿñü íà ðàíåå ïðåäøåñòâóþùèå ðåçóëüòàòû è
ñôîðìóëèðîâàííóþ òåîðåìó â íåòðèâèàëüíîì ñëó÷àå, êîãäà f3
èìååò õîòÿ áû îäèí íóëü, âñå ðåøåíèÿ òðèëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

fj(z) = eAz
2+Bjz+Cjσ(z + zj), j = 1, 2, 3

ñ ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè A,B1,B2,B3,C1,C2,C3, z1, z2,
z3.
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ÑÏÀÑÈÁÎ ÇÀ ÂÍÈÌÀÍÈÅ!
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