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Àííîòàöèÿ

Âîðîíîé äîêàçàë, ÷òî äëÿ òðåõìåðíûõ ïîëíûõ ðåøåòîê ëþáûå äâà
ñìåæíûõ ìèíèìóìà ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà íåêîòîðûì òðåòüèì óç-
ëîì. Â ýòîé ðàáîòå ìû äîêàçûâàåì s � ìåðíîå îáîáùåíèå òåîðåìû Âîðî-
íîãî äëÿ s ≥ 4.

Âñþäó äàëåå ÷åðåç s (s = 2, 3, . . . ) áóäåì îáîçíà÷àòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà Rs. Äëÿ x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs ïîëîæèì Π(x) =

{
x′ ∈ Rs

∣∣|x′i| ≤ |xi|; i =
1, . . . , s

}
. Åñëè T � íåïóñòîå êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî â Rs, òî ââåäåì îáîçíà÷å-

íèå
Π(T ) = Π(|T |1, . . . , |T |s),

ãäå |T |i = max
{|xi|

∣∣x = (x1, . . . , xi, . . . , xs) ∈ T
}
. Ïóñòü Ls(R) � ìíîæåñòâî âñåõ

ïîëíûõ ðåøåòîê (â äàëüíåéøåì ïðîñòî ðåøåòîê) â Rs, à M(Γ ) � ìíîæåñòâî
âñåõ îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè Γ (â äàëüíåéøåì ïðîñòî ìèíèìóìîâ),
ñîñòîÿùåå èç íåíóëåâûõ óçëîâ γ ∈ Γ , äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò íåíóëåâûõ
γ′ ∈ Γ ñî ñòðîãèì âêëþ÷åíèåì Π(γ′) ⊂ Π(γ).

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ðåøåòêà Γ èç Ls(R) èìååò âèä

Γ = {m1γ
(1) + · · ·+ msγ

(s)
∣∣m1, . . . , ms ∈ Z}

ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè óçëàìè γ(1), . . . , γ(s), ñîñòàâëÿþùèìè öåëî÷èñëåííûé
áàçèñ Γ (ñì. [1]). Ïóñòü

α = [0; q1, . . . , qi, . . . ] (1)
� ðàçëîæåíèå α ∈ (0, 1/2] â öåïíóþ äðîáü ñ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè qi ∈ N, è äëÿ
i = 1, 2, . . .

Pi/Qi = [0; q1, . . . , qi] (2)
� íåñîêðàòèìûå ïîäõîäÿùèå äðîáè ê α ñ íàòóðàëüíûìè Pi è Qi. Óäîáíî ïîëî-
æèòü P0 = 1, Q0 = 0. Îïðåäåëèì ðåøåòêó (èç L2(R))

Γα = {m1(1, 0) + m2(−α, 1)
∣∣m1,m2 ∈ Z}. (3)

Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà î íàèëó÷øèõ ïðèáëèæåíèÿõ

M(Γα) = {±(Pi − αQi, Qi)
∣∣i = 0, 1, . . . }. (4)

Ïóñòü òåïåðü Γ ïðîèçâîëüíàÿ ðåøåòêà èç Ls(R), ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì
γ(1), . . . , γ(s). Ïîñêîëüêó â ñîîòâåòñòâèè ñ (4)

{(m1,m2) ∈ Z2
∣∣m1(1, 0) + m2(−α, 1) ∈ M(Γα)} =

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ "Èíòåãðàöèÿ"(ïðîåêò Ê 0560).
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= {±(Pi, Qi)
∣∣i = 0, 1, . . . },

òî öåëî÷èñëåííûå íàáîðû èç

{(m1, . . . , ms) ∈ Zs
∣∣m1γ

(1) + · · ·+ msγ
(s) ∈ M(Γ )} (5)

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå àíàëîãà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ðåøåòîê Γ . Ðàçóìååòñÿ, ìíîæåñòâî (5) çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîãî áàçèñà
ðåøåòêè Γ . Ýòó êîíñòðóêöèþ ïðåäëîæèëè Âîðîíîé [2] è Ìèíêîâñêèé â êîíöå
äåâÿòíàäöàòîãî âåêà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà.

Îñîáåííîñòè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè èãðàþò áîëüøóþ
ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè ìíîãîìåðíûõ îáîáùåíèé àëãîðèòìà ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë â
öåïíóþ äðîáü. Ñëåäóÿ [2] è [3] íàçîâåì ìèíèìóìû γ(1) è γ(2) èç M(Γ ) ñ γ(1) 6=
±γ(2) ñìåæíûìè, åñëè íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íûé îò íóëåâîãî óçåë γ ∈ Γ , äëÿ
êîòîðîãî:
à) γi = 0 ïðè âñåõ i ñ |{γ(1), γ(2)}|i = 0;
á) |γi| < |{γ(1), γ(2)}|i ïðè âñåõ i ñ |{γ(1), γ(2)}|i > 0.
Âîðîíîé â [2] äîêàçàë:
(I) äëÿ ðåøåòîê Γ ∈ L2(R) ëþáàÿ ïàðà ñìåæíûõ ìèíèìóìîâ Γ ñîñòàâëÿåò áàçèñ
Γ ;
(II) äëÿ ðåøåòîê Γ ∈ L3(R) ëþáóþ ïàðó ñìåæíûõ ìèíèìóìîâ Γ ìîæíî äîïîë-
íèòü íåêîòîðûì òðåòüèì óçëîì äî áàçèñà Γ .
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îáîáùàåì ýòîò ðåçóëüòàò íà îñòàëüíûå ðàçìåðíîñòè â
ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü s ≥ 4 è γ(1), γ(2) ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà ñìåæíûõ ìèíèìó-
ìîâ ðåøåòêè Γ ∈ Ls(R) ñ (γ(1)±γ(2))/2 6∈ Γ . Òîãäà γ(1) è γ(2) ìîæíî äîïîëíèòü
íåêîòîðûìè óçëàìè γ(3), . . . , γ(s) (íå îáÿçàòåëüíî ìèíèìóìàìè!) äî áàçèñà Γ .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 1. Ïóñòü γ(1), . . . , γ(s)� áàçèñ ðåøåòêè Γ ∈ Ls(R) è äëÿ îòíîñè-

òåëüíîãî ìèíèìóìà γ ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó èìååò âèä:

γ = m1γ
(1) + · · ·+ msγ

(s).

Òîãäà (m1, . . . , ms) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Í(m1, . . . , ms) = d > 1, òî γ = dγ′ ñ γ′ ∈ Γ . Íî òîãäà
Π(γ′) ⊂ Π(γ), ÷òî íàðóøàåò óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè γ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2 (ñì.[1], ãë.1, �2). Ïóñòü γ(1), . . . , γ(s) � áàçèñ ðåøåòêè Γ ∈ Ls(R)
è äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ m1, . . . ,ms, n1, . . . , ns

γ = m1γ
(1) + · · ·+ msγ

(s), γ′ = n1γ
(1) + · · ·+ nsγ

(s).

Òîãäà óçëû γ è γ′ ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà Γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ öåëûõ ÷èñåë

Dij = det

(
mi mj

ni nj

)
= minj −mjni (6)
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ñ 1 ≤ i < j ≤ s ðàâåí 1.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü ζ(1), . . . , ζ(s) � áàçèñ Γ . Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ

öåëûõ mj, nj(j = 1, . . . , s)

γ(1) = m1ζ
(1) + · · ·+ msζ

(s), γ(2) = n1ζ
(1) + · · ·+ nsζ

(s).

Ñîãëàñíî ëåììå 2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü âñåõ
÷èñåë Dij èç (6) ðàâåí 1. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òî åñòü, íàéäåòñÿ íàòóðàëüíîå q 6= 1,
äëÿ êîòîðîãî âñå Dij èç (6) äåëÿòñÿ íà q. Ñîãëàñíî ëåììå 1 íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü ÷èñåë m1, . . . , ms ðàâåí 1. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðîãî èíäåêñà tmt 6≡
0(modq). Îïðåäåëèì öåëûå a è b èç óñëîâèé:

a ≡ nt(modq), b ≡ −mt(modq),

−q/2 < a, b ≤ q/2.

Ïðè ýòîì b 6= 0. Ïîñêîëüêó

aγ(1) + bγ(2) =
s∑

j=1

(amj + bnj)ζ
(j)

è äëÿ ëþáîãî j, ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ è âûáîðó a ñ b,

amj + bnj ≡ ntmj −mtnj ≡ 0(modq),

òî aγ(1) + bγ(2) = qγ ñ γ ∈ Γ è γ 6= (0, . . . , 0). Ïðè ýòîì äëÿ âñåõ j = 1, . . . , s

|γj| ≤ (|γ(1)
j |+ |γ(2)

j |)/2. (7)

Åñëè |γ(1)
j | 6= |γ(2)

j |, òî èç (7) ñëåäóåò ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

|γj| < max{|γ(1)
j |, |γ(2)

j |} = |{γ(1), γ(2}|j. (8)

Òàêæå γj = 0 ïðè γ
(1)
j = γ

(2)
j = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìåþòñÿ èíäåêñû j ñ

|γ(1)
j | = |γ(2)

j | 6= 0. Òîãäà ðàâåíñòâî â (7) âîçìîæíî òîëüêî äëÿ a = b = q/2. À
ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ òåîðåìû òî÷êè (γ(1)± γ(2))/2 èç Rs

íå ÿâëÿþòñÿ óçëàìè Γ . Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ïóñòü Γ ðåøåòêà èç L4(R), ïîðîæäåííàÿ áàçèñîì

(1, 1, 0, 1), (1, 0, 1,−1), (4, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 4).

Ïîëîæèì

γ(1) = (2, 1, 1, 0), γ(2) = (0, 1,−1, 2).
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Òîãäà γ(1) è γ(2) ìèíèìóìû Γ è íå äîïîëíÿþòñÿ äî áàçèñà. Ïðè ýòîì

(γ(1) + γ(2))/2 = (1, 1, 0, 1), (γ(1) − γ(2))/2 = (1, 0, 1,−1)

� óçëû Γ . Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (γ(1) ± γ(2))/2 6∈ Γ íå ìîæåò áûòü îïóùåíî.
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