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ÏÐÈÂÅÄÅÍÈÅ ÁÀÇÈÑÎÂ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÐÅØÅÒÎÊ
Î. À. Ãîðêóøà

Àííîòàöèÿ
Âîðîíîé ïîêàçàë, ÷òî äëÿ òðåõìåðíûõ ïîëíûõ ðåøåòîê ëþáûå äâà

ñìåæíûõ îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìà ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà íåêîòî-
ðûì òðåòüèì óçëîì. Â äàííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ íåïðèâîäè-
ìûõ ðåøåòîê â êà÷åñòâå ýòîãî òðåòüåãî óçëà âñåãäà ìîæíî âûáðàòü îòíî-
ñèòåëüíûé ìèíèìóì ðåøåòêè.

As it was shown by Voronoy that for three-dimentional complete lattices
any two neighboring minima can be added up to basis by the third point. The
work proves that for prime lattices it is always possible to choose minima in
the capacity of this third point.

Ââåäåíèå

Ïîä s-ìåðíîé ïîëíîé ðåøåòêîé (â äàëüíåéøåì ïðîñòî ðåøåòêîé) ïîíèìàþò
ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ êîìáèíàöèé

Γ = {m1γ
(1) + m2γ

(2) + · · ·+ msγ
(s)|m1, . . . , ms ∈ Z}

ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ γ(1), . . . , γ(s) ∈ Rs, èìåíóåìûõ áàçèñîì ðåøåòêè
Γ . Ñðåäè âñåõ óçëîâ ðåøåòêè îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò òàê íàçûâàåìûå îò-
íîñèòåëüíûå ìèíèìóìû ðåøåòîê. Âïåðâûå èõ íà÷àëè èçó÷àòü íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà Ã.Ô.Âîðîíîé è Ã.Ìèíêîâñêèé â êîíöå ïðîøëîãî âåêà (ñì.[1]).

Óçåë ðåøåòêè γ ∈ Γ ′ = Γr{(0, . . . , 0)} íàçûâàþò îòíîñèòåëüíûì ìèíèìóìîì
(â äàëüíåéøåì ïðîñòî ìèíèìóì), åñëè ïàðàëëåëåïèïåä

Π(γ) =
{
(x1, . . . , xs) ∈ Rs

∣∣|xi| ≤ |γi| äëÿ âñåõ i = 1, . . . , s
}

íå ñîäåðæèò óçëîâ èç Γ ′, îòëè÷íûõ îò âåðøèí Π(γ). Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî
γ ∈ Γ óçåë −γ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ðåøåòêè è Π(γ) = Π(−γ), òî γ è
−γ ìîãóò áûòü òîëüêî îäíîâðåìåííî ìèíèìóìàìè. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà
áîëåå äâóõ âåðøèí Π(γ) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìàìè.

Ìíîæåñòâî âñåõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè Γ îáîçíà÷èì ÷åðåç MΓ . Îíî êîíå÷íî
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ áàçèñíûõ âåêòîðîâ γ(1) = (γ

(1)
1 , . . . , γ

(1)
s ), . . . , γ(s) =

(γ
(s)
1 , . . . , γ

(s)
s ) íàéäóòñÿ îòëè÷íûå îò íóëÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà λ1, . . . , λs è öåëûå

÷èñëà a
(j)
i , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

(γ
(1)
i , . . . , γ

(s)
i ) = λi(a

(1)
i , . . . , a

(s)
i ); i = 1, . . . , s.

Â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå MΓ � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, è ìèíèìóìû àñèìïòî-
òè÷åñêè ãðóïïèðóþòñÿ îêîëî êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé.
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Ïóñòü γ, γ′ ∈ MΓ . Ñëåäóÿ [1], íàçîâåì γ′ ñìåæíûì ñ γ ïî êîîðäèíàòå i, åñëè:
1) |γ′i| > |γi| è |γ′j| ≤ |γj| äëÿ âñåõ j 6= i;
2) íå ñóùåñòâóåò γ̃ ∈ Γ ñ |γi| < |γ̃i| < |γ′i| è |γ̃j| ≤ |γj| äëÿ âñåõ j 6= i.

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ γ′ îáîçíà÷èì ÷åðåç M
(i)
Γ (γ).

Â äâóìåðíîì ñëó÷àå Ã.Ô.Âîðîíîé äîêàçàë, ÷òî ëþáûå äâà ñìåæíûõ ìèíè-
ìóìà ïîðîæäàþò ðåøåòêó. Îïèðàÿñü íà ýòîò ôàêò, îí ïîñòðîèë àëãîðèòì ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî íàõîæäåíèÿ âñåõ ìèíèìóìîâ ðåøåòîê â R2, ïî âèäó íàïîìè-
íàþùèé àëãîðèòì ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà â íåïðåðûâíóþ öåïíóþ äðîáü. Èñïîëüçóÿ
ïîíÿòèå ïðèâåäåííîãî áàçèñà {γ(1), γ(2), γ(3)}, ó êîòîðîãî γ(1), γ(2) ∈ MΓ è γ(2)

ñìåæåí ñ γ(1) ïî êàêîé-ëèáî êîîðäèíàòå, åìó óäàëîñü ðåàëèçîâàòü àíàëîã ýòîé
êîíñòðóêöèè äëÿ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê. Îòìåòèì ïðè ýòîì, ÷òî γ(3) ìîæíî çà-
ìåíèòü ëþáûì âåêòîðîì âèäà ±γ(3) + nγ(1) + mγ(2) ñ ïðîèçâîëüíûìè öåëûìè n
è m.

Â ðàáîòå [2] ïðè èçó÷åíèè ïðèâåäåííûõ áàçèñîâ ñðåäè âñåõ âîçìîæíûõ óçëîâ
γ(3) âûáèðàëñÿ ëèøü îäèí, óäîâëåòâîðÿþùèé ñïåöèàëüíîìó óñëîâèþ ìèíèìàëü-
íîñòè. Ïðè òàêîì âûáîðå ïðèâåäåííîãî áàçèñà, äëÿ íåïðèâîäèìûõ ðåøåòîê (êî-
îðäèíàòû âñåõ óçëîâ êîòîðûõ, çà èñêëþ÷åíèåì (0, 0, 0), îòëè÷íû îò íóëÿ) ìû
äîêàçûâàåì, ÷òî γ(3)� ìèíèìóì. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ ïðîèç-
âîëüíûõ ðåøåòîê â R3. Åãî äîêàçàòåëüñòâî îòëè÷àåòñÿ ëèøü ãðîìîçäêîñòüþ è
íå òðåáóåò íîâûõ èäåé.

Àâòîð ïðèçíàòåëüíà Â.À.Áûêîâñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå.

�1. Ïðèâåäåííûå áàçèñû òðåõìåðíûõ ðåøåòîê

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω ìíîæåñòâî ÷åòâåðîê

(Γ ; γ(1), γ(2), γ(3)), (1)

ñîñòîÿùèõ èç íåïðèâîäèìûõ ðåøåòîê Γ è ïðèâåäåííûõ ïî Âîðîíîìó áàçèñîâ
{γ(1), γ(2), γ(3)} äëÿ Γ , ó êîòîðûõ :

a) γ(1) è γ(2)� ìèíèìóìû,
á) γ(2) ñìåæåí ñ γ(1) ïî íåêîòîðîé êîîðäèíàòå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω1 ïîäìíîæåñòâî â Ω, ñîñòîÿùåå èç ÷åòâåðîê (1), ó êîòîðûõ
γ(2) ñìåæåí ñ γ(1) ïî ïåðâîé êîîðäèíàòå. Äàëåå Ω

(+)
1 � ïîäìíîæåñòâî â Ω1,

ñîñòîÿùåå èç ÷åòâåðîê (1), äëÿ êîòîðûõ:
a) âñå êîîðäèíàòû γ(1) ïîëîæèòåëüíû;
á) ó óçëà γ(2) ïåðâàÿ êîîðäèíàòà ïîëîæèòåëüíà, à âòîðàÿ îòðèöàòåëüíà.
Ïóñòü σ =

(
σ(1), σ(2), σ(3)

)
� ëþáàÿ ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë (1,2,3) è

Λ = (λ1, λ2, λ3) � ïðîèçâîëüíûé íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íóëÿ.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå F

(σ)
Λ : R3 → R3 ïî ïðàâèëó:

(x1, x2, x3) → (λ1xσ(1)), λ2xσ(2), λ3xσ(3)),
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êîòîðîå ïðåîáðàçóåò ðåøåòêó Γ â ðåøåòêó Γ̃ = F
(σ)
Λ (Γ ). Èç îïðåäåëåíèÿ íåïî-

ñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî
F

(σ)
Λ (MΓ ) = MΓ̃ , (2)

è äëÿ γ̃ = F
(σ)
Λ (γ) ñ γ ∈ MΓ

F
(σ)
Λ

(
M

(i)
Γ (γ)

)
= M

(σ(i))

Γ̃
(γ̃). (3)

Ñîãëàñíî [2], ëþáîé ÷åòâåðêå (1) ìîæíî ñîïîñòàâèòü ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ F

(σ)
Λ (λ1, λ2, λ3 ∈ {−1, 1}) ÷åòâåðêó èç Ω

(+)
1 ïî ïðàâèëó

(Γ̃ ; γ̃(1), γ̃(2), γ̃(3)) = Θ(Γ ; γ(1), γ(2), γ(3)) =

= (F
(σ)
Λ (Γ ); F

(σ)
Λ (γ(1)), F

(σ)
Λ (γ(2)), F

(σ)
Λ (γ(3))),

êîòîðîå îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

Θ : Ω → Ω
(+)
1 . (4)

Ïóñòü (Γ ; γ(1), γ(2), γ(3)) ∈ Ω
(+)
1 . Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (x1, x2) ∈

R2 ñóùåñòâóþò öåëûå m,n è α, β ∈ R2 ñ −1/2 < α, β ≤ 1/2, äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

(x1, x2) = n(γ
(1)
1 , γ

(1)
2 ) + m(γ

(2)
1 , γ

(2)
2 ) + α(γ

(1)
1 , γ

(1)
2 ) + β(γ

(2)
1 , γ

(2)
2 ),

òî ìû âñåãäà ìîæåì âûáðàòü óçåë γ(3) ñ

|γ(3)
1 | < γ

(2)
1 ; |γ(3)

2 | < γ
(1)
2 . (5)

Ñðåäè âñåõ óçëîâ ðåøåòêè γ, ñîñòàâëÿþùèõ ñ γ(1), γ(2) áàçèñ è óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿì (5), âûáåðåì óçåë ñ íàèìåíüøåé íåîòðèöàòåëüíîé òðåòüåé
êîîðäèíàòîé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ω∗

1 ïîäìíîæåñòâî Ω
(+)
1 , ñîñòîÿùåå èç ÷åòâåðîê

(1), ó êîòîðûõ γ
(3)
1 , γ

(3)
2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (5) è ïîëîæèòåëüíîå γ

(3)
3 ìèíè-

ìàëüíî. Íàçîâåì áàçèñ γ(1), γ(2), γ(3) ðåøåòêè Γ ïðèâåäåííûì, åñëè

(Γ ; γ(1), γ(2), γ(3)) ∈ Ω∗ = Θ−1(Ω∗
1) ⊂ Ω. (6)

Ýòà êîíñòðóêöèÿ äëÿ ïðèâåäåííîãî áàçèñà (óòî÷íåíèå îïðåäåëåíèÿ Âîðîíî-
ãî) áûëa ïðåäëîæåíà â [2].

Ïóñòü (Γ ; γ(1), γ(2), γ(3)) ∈ Ω∗
1 . Ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî 0 < γ

(3)
3 ≤ γ

(1)
3 ïðîòè-

âîðå÷èò âûáîðó γ(1) è γ(2), òî âñåãäà

|γ(3)
1 | < γ

(2)
1 , |γ(3)

2 | < γ
(1)
2 , γ

(3)
3 > γ

(1)
3 . (7)

Âûïèøåì ñëåäóþùèå óçëû ðåøåòêè:

ξ(1) = γ(3) − γ(1), ξ(2) = γ(3) + γ(2), ξ(3) = γ(3) − γ(2),
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ξ(4) = γ(3) − γ(1) + γ(2), ξ(5) = γ(3) − γ(1) − γ(2).

Â [2] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî íàëè÷èå òàêèõ óçëîâ â ðåøåòêå Γ íàêëàäûâàåò äîïîë-
íèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà êîîðäèíàòû óçëîâ ïðèâåäåííîãî áàçèñà. Ïðèâåäåì
èõ.

Åñëè −γ
(1)
3 < γ

(2)
3 < 0, òî ( èç-çà ξ(1), ξ(2))

−γ
(1)
2 < γ

(3)
2 < 0 (8)

è (èç-çà ξ(5))
γ

(3)
1 < γ

(1)
1 , èëèγ

(3)
2 < γ

(2)
2 . (9)

Åñëè −γ
(1)
3 < γ

(2)
3 < 0 è −γ

(2)
1 < γ

(3)
1 < 0, òî (èç-çà ξ(2))

γ
(2)
2 + γ

(3)
2 < −γ

(1)
2 . (10)

Åñëè 0 < γ
(2)
3 < γ

(1)
3 , òî (èç-çà ξ(1), ξ(3))

−γ
(2)
1 < γ

(3)
1 < 0, (11)

à òàêæå èç-çà ξ(4) è (11)
γ

(3)
2 + γ

(2)
2 < 0. (12)

Åñëè 0 < γ
(2)
3 < γ

(1)
3 è 0 < γ

(3)
2 < γ

(1)
2 , òî (èç-çà ξ(1))

−γ
(2)
1 < γ

(3)
1 < γ

(1)
1 − γ

(2)
1 . (13)

Â ñîîòâåòñòâèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè (8)�(13), áàçèñíûå óçëû

γ(1), γ(2), γ(3)

èç (Γ ; γ(1), γ(2), γ(3)) ∈ Ω∗
1 ïðèíàäëåæàò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ÷åòûðåõ òèïîâ:

(I) (a1, a2, a3), (b1,−b2,−b3), (c1,−c2, c3) (14)

(II) (a1, a2, a3), (b1,−b2,−b3), (−c1,−c2, c3) (15)

(III) (a1, a2, a3), (b1,−b2, b3), (−c1, c2, c3) (16)

(IV ) (a1, a2, a3), (b1,−b2, b3), (−c1,−c2, c3). (17)
Çäåñü a1, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3,� ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì Ω∗

1 ðàçáèâà-
åòñÿ íà ÷åòûðå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà

Ω∗
1(I), Ω∗

1(II), Ω∗
1(III), Ω∗

1(IV ),

â ñîîòâåòñòâèè ñ (14)�(17).
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�2. Ñòðóêòóðà ïðèâåäåííîãî áàçèñà

Òåîðåìà Åñëè γ(1), γ(2), γ(3)� ïðèâåäåííûé áàçèñ, òî γ(3)� ìèíèìóì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (2), (3) è (6) óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîñòà-
òî÷íî äîêàçàòü äëÿ

(Γ ; γ(1), γ(2), γ(3)) ∈ Ω∗
1 . (18)

Ïðè ýòîì (2) îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç ÷åòûðåõ òèïîâ, ïåðå÷èñëåííûõ â �1. Äîêà-
çûâàòü áóäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü γ(3)� íå ìèíèìóì. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò γ ∈ Γ ′ ñ

Π(γ) ⊂ Π(γ(3)). (19)

Òàê êàê γ(1), γ(2), γ(3) � áàçèñ ðåøåòêè Γ , òî íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà m1,m2,m3,
äëÿ êîòîðûõ

γ = m1γ
(1) + m2γ

(2) + m3γ
(3).

Ïîñêîëüêó |γ(3)
2 | < |γ(1)

2 | è |γ(3)
1 | < |γ(2)

1 |, òî âêëþ÷åíèÿ Π(γ(1)) ⊆ Π(γ(3)) è
Π(γ(2)) ⊆ Π(γ(3)) íåâîçìîæíû, à ïîýòîìó èç òðåõ öåëûõ m1,m2,m3 âñåãäà íàé-
äóòñÿ äâà, îòëè÷íûõ îò íóëÿ. Òàê êàê Π(γ) = Π(−γ), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
m1 ≥ 0.
1. Ïóñòü γ(1), γ(2), γ(3)� áàçèñ I òèïà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (14):

à) äëÿ m2 > 0 è m3 ≥ 0

γ1 = m1a1 + m2b1 + m3c1 > c1;

á) äëÿ m2 ≤ 0 è m3 > 0

γ3 = m1a3 + |m2|b3 + m3c3 > c3;

â) äëÿ m2 ≤ 0 è m3 ≤ 0

γ2 = m1a2 + |m2|b2 + |m3|c2 > c2.

Ïóñòü òåïåðü m2 > 0 è m3 < 0. Ñîãëàñíî (9), ëèáî c1 < a1, ëèáî b2 < c2. Äëÿ
c1 < a1 íàõîäèì:
1) ïðè |m3| ≥ m1 + 1

γ3 = m1a3 −m2b3 − |m3|c3 ≤ m1a3 −m2b3 − (1 + m1)c3 =

= −c3 + m1(a3 − c3)−m2b3 < −c3;

2) ïðè |m3| ≤ m1

γ1 = m1a1 + m2b1 − |m3|c1 > m1c1 + m2c1 − |m3|c1 =

= c1(m1 + m2 − |m3|) ≥ c1.

Òî÷íî òàê æå äëÿ b2 < c2 ïîëó÷àåì:
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1) ïðè |m3| ≤ m2 − 1

γ1 = m1a1 + m2b1 − |m3|c1 ≥ m2b1 − (m2 − 1)c1 =

= c1 + m2(b1 − c1) > c1;

2) ïðè |m3| ≥ m2 è m1 > 0

γ2 = m1a2 −m2b2 + |m3|c2 > m1a2 −m2b2 + |m3|b2 =

= m1a2 + b2(|m3| −m2) ≥ a2 > c2;

3) ïðè m1 = 0
γ3 = −m2b3 − |m3|3 < −3.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áàçèñîâ I òèïà è âñåõ óçëîâ γ 6= γ(3) èç Γ ′

Π(γ) 6⊆ Π(γ(3)).

2. Ïóñòü γ(1), γ(2), γ(3)� áàçèñ II òèïà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (15):
à) äëÿ m2 > 0 è m3 ≤ 0

γ1 = m1a1 + m2b1 + |m3|c1 > c1;

á) äëÿ m2 ≤ 0 è m3 > 0

γ3 = m1a3 + |m2|b3 + m3c3 > c3;

â) äëÿ m2 ≤ 0 è m3 ≤ 0

γ2 = m1a2 + |m2|b2 + |m3|c2 > c2.

Ïóñòü òåïåðü m2 > 0 è m3 > 0. Òîãäà:
1) ïðè m3 ≤ m2 − 1

γ1 = m1a1 + m2b1 −m3c1 ≥ m1a1 + m2b1 − (m2 − 1)c1 =

= c1 + m2(b1 − c1) + m1a1 > c1;

2) ïðè m3 ≥ m2 è m1 > 0

γ3 = m1a3 −m2b3 + m3c3 ≥ m1a3 −m2b3 + m2c3 =

= a3m1 + m2(c3 − b3) ≥ a3 − b3 + c3 > c3;

3) ïðè m1 = 0
γ2 = −m2b2 −m3c2 < −c2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áàçèñîâ II òèïà è âñåõ óçëîâ γ 6= γ(3) èç Γ ′

Π(γ) 6⊆ Π(γ(3)).
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3. Ïóñòü γ(1), γ(2), γ(3)� áàçèñ III òèïà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (16):
à) äëÿ m2 ≥ 0 è m3 > 0

γ3 = m1a3 + m2b3 + m3c3 > c3;

á) äëÿ m2 ≥ 0 è m3 ≤ 0

γ1 = m1a1 + m2b1 + |m3|c1 > c1;

â) äëÿ m2 < 0 è m3 ≥ 0

γ2 = m1a2 + |m2|b2 + m3c2 > c2.

Ïóñòü òåïåðü m2 < 0 è m3 < 0. Ñîãëàñíî (12) è (13),
c2 < b2 è c1 > b1 − a1. Òîãäà:
1) ïðè |m3| ≤ m1 è |m3| ≥ |m2|+ 1

γ1 = m1a1 − |m2|b1 + |m3|c1 > a1m1 − |m2|b1 + |m3|(b1 − a1) =

= a1(m1 − |m3|) + b1(|m3| − |m2|) ≥ b1 > c1;

2) ïðè |m3| ≤ |m2| è m1 > 0

γ2 = m1a2 + |m2|b2 − |m3|c2 ≥ m1a2 + |m2|b2 − |m2|c2 =

= a2m1 + |m2|(b2 − c2) > a2 > c2;

3) ïðè m1 = 0
γ3 = −|m2|b3 − |m3|c3 < −c3;

4) ïðè |m3| > m1

γ3 = m1a3 − |m2|b3 − |m3|c3 ≤ m1a3 − |m2|b3 − c3(m1 + 1) =

= −c3 + m1(a3 − c3)− |m2|b3 < −c3.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áàçèñîâ III òèïà è âñåõ óçëîâ γ 6= γ(3) èç Γ ′

Π(γ) 6⊆ Π(γ(3)).

4. Ïóñòü γ(1), γ(2), γ(3)� áàçèñ IV òèïà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (17): à) äëÿ m2 ≥ 0 è
m3 > 0

γ3 = m1a3 + m2b3 + m3c3 > c3;

á) äëÿ m2 ≥ 0 è m3 ≤ 0

γ1 = m1a1 + m2b1 + |m3|c1 > c1;

â) äëÿ m2 < 0 è m3 ≤ 0

γ2 = m1a2 + |m2|b2 + |m3|c2 > c2.

Ïóñòü òåïåðü m2 < 0 è m3 > 0. Òîãäà:
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1) ïðè m3 ≥ |m2| è m1 > 0

γ3 = m1a3 − |m2|b3 + m3c3 ≥ a3m1 − |m2|b3 + |m2|c3 =

= a3m1 + |m2|(c3 − b3) ≥ a3 + c3 − b3 > c3;

2) ïðè m1 = 0
γ1 = −|m2|b1 −m3c1 < −c1;

3) ïðè m3 ≤ |m2| − 1 è m3 ≥ m1

γ1 = m1a1 − |m2|b1 −m3c1 ≤ m3a1 − b1(m3 + 1)− c1m3 =

= −b1 + m3(a1 − b1 − c1) < −b1 < −c1;

4) ïðè m3 ≤ |m2| − 1 è m3 ≤ m1 − 1

γ2 = m1a2 + |m2|b2 −m3c2 ≥ a2(m3 + 1) + b2(m3 + 1)− c2m3 =

= a2 + b2 + m3(a2 + b2 − c2) > a2 > c2.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ áàçèñîâ IV òèïà è âñåõ óçëîâ γ 6= γ(3) èç Γ ′

Π(γ) 6⊆ Π(γ(3)).

Äëÿ âñåõ òèïîâ ðåøåòîê ìû ïîêàçàëè, ÷òî ïðåäïîëîæåíèå (19) íåâåðíî. Òà-
êèì îáðàçîì, γ(3) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ðåøåòêè Γ.yy Òåîðåìà äîêàçàíà.
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