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ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÅ ÁÀÇÈÑÛ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÕ ÏÎËÍÛÕ
ÐÅØÅÒÎÊ 1

Î. À. Ãîðêóøà

Îáîçíà÷åíèÿ

1. Íàòóðàëüíîå s = 2, 3, . . . � ðàçìåðíîñòü Rs.

2. Äëÿ x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs

Π(x) =
{
x′ ∈ Rs

∣∣ |x′i| ≤ |xi|; i = 1, . . . , s
}
.

3. Äëÿ íåïóñòîãî êîíå÷íîãî ïîäìíîæåñòâà T â Rs

|T |i = max
{|xi|

∣∣ x = (x1, . . . , xi, . . . , xs) ∈ T
}
,

Π(T ) = Π(|T |1, . . . , |T |s).

4. Ls(R) � ìíîæåñòâî âñåõ ïîëíûõ ðåøåòîê â Rs (â äàëüíåéøåì ïðîñòî ðå-
øåòîê).

5. M(Γ ) � ìíîæåñòâî âñåõ îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ðåøåòêè, ñîñòîÿùèõ
èç óçëîâ γ ∈ Γ ′ = Γ r {(0, . . . , 0)}, äëÿ êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò äðóãèõ
íåíóëåâûõ óçëîâ γ′ èç Γ ñî ñòðîãèì âêëþ÷åíèåì Π(γ′) ⊂ Π(γ).

Ââåäåíèå

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ ðåøåòêà Γ èç Ls(R) èìååò âèä

Γ = {m1γ
(1) + · · ·+ msγ

(s)| m1, . . . , ms ∈ Z},

ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè óçëàìè γ(1), . . . , γ(s), ñîñòàâëÿþùèìè öåëî÷èñëåííûé
áàçèñ Γ (ñì. [1]). Â ðàáîòå [2] Âîðîíîé ïîñòðîèë òåîðèþ "îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ"
(òåðìèí ïðèíàäëåæèò åìó æå) äëÿ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ðåøåòîê èç êëàññà

L∗s(R) =
{
Γ ∈ Ls(R) | ∀(γ1, . . . γs) ∈ Γ ′; γ1 6= 0, . . . , γs 6= 0

}
.

Ïðàêòè÷åñêè îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî, â çàìåòêå [3] Ìèíêîâñêèé ðàññìîòðåë
òðîéêè S = {γ(1), γ(2), γ(3)} ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ óçëîâ ðåøåòêè Γ èç L∗3(R),
êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ ìèíèìàëüíîñòè: íå ñóùåñòâóåò
íåíóëåâûõ óçëîâ γ ∈ Γ

|γ1| < |S|1, |γ2| < |S|2, |γ3| < |S|3. (1)
1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ "Èíòåãðàöèÿ"(ïðîåêò Ê 0560).
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Îí äîêàçàë, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ òðîéêà ñîñòàâëÿåò áàçèñ ðåøåòêè.
Âîðîíîé è Ìèíêîâñêèé îãðàíè÷èëèñü èçó÷åíèåì ðåøåòîê èç

L∗3(R), ïîñêîëüêó èõ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñîâàëè ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ åäèíèö
â êóáè÷åñêèõ ÷èñëîâûõ ïîëÿõ, îáîáùàþùèå õîðîøî èçâåñòíûé äî íèõ àëãîðèòì
íåïðåðûâíûõ äðîáåé äëÿ âû÷èñëåíèÿ åäèíèö êâàäðàòè÷íûõ ïîëåé. Äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðåäcòàâëÿåò èíòåðåñ
ïåðåíîñ ýòèõ êîíñòðóêöèé íà ñëó÷àé öåëî÷èñëåííûõ ðåøåòîê, íå ïðèíàäëåæà-
ùèõ êëàññó L∗3(R).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè Γ ∈ L3(R) â îïðåäåëåíèè "ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû"S
ïîìèìî óñëîâèÿ (1) ïîòðåáóåì, ÷òîáû γ(1), γ(2), γ(3) áûëè îòíîñèòåëüíûìè ìè-
íèìóìàìè. Äëÿ ðåøåòêè èç L∗3(R) ýòî òðåáîâàíèå ñëåäóåò èç (1).

Ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà èç äâóõ óçëîâ ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè Γ ∈
L2(R) ñîñòàâëÿåò áàçèñ Γ. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà äëÿ ñëó÷àÿ Γ ∈ L∗2(R),
ïðåäëîæåííîå Ã.Ô.Âîðîíûì â [2], ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé ïåðåíîñèòñÿ íà
ëþáûå ðåøåòêè èç L2(R).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ òðåõìåðíûõ ðåøåòîê ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ðåøåòêà Γ ïîðîæäàåòñÿ áàçèñíûìè óçëàìè

γ(1) = (a1, a2, a3), γ(2) = (a1, 0, c3/2), γ(3) = (0, 0, c3) (2)

ñ ïîëîæèòåëüíûìè a1, a2, c3 è a3 ≥ 0. Òîãäà ìíîæåñòâî

S = {γ(1), 2γ(2) − γ(1) − γ(3), γ(3)} =

= {(a1, a2, a3), (a1,−a2,−a3), (0, 0, c3)}
(3)

� ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 4a3 < c3.
Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîðû óçëîâ âèäà (3) ïîðîæäàþò â Γ ïîäðåøåòêó èíäåêñà

2. Âñå ìèíèìàëüíûå ñèñòåìû, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç (3) ïóòåì èçìåíåíèÿ ïî-
ðÿäêà ñëåäîâàíèÿ êîîðäèíàò è çíàêîâ ó íåêîòîðûõ èç íèõ (êîîðäèíàò) íàçîâåì
"èñêëþ÷èòåëüíûìè". Ðàçóìååòñÿ, ïðè òàêèõ òðàíñôîðìàöèÿõ S ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì îáðàçîì ìåíÿåòñÿ è ñàìà ðåøåòêà Γ.

Ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ðåçóëüòàò Ìèíêîâñêîãî íà ïðîèçâîëüíûå ðåøåòêè èç
L3(R) â ñëåäóþùåì âèäå.

Òåîðåìà 2. Âñÿêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà S ïðîèçâîëüíîé ðåøåòêè Γ ∈ L3(R),
îòëè÷íàÿ îò "èñêëþ÷èòåëüíîé", ñîñòàâëÿåò áàçèñ ðåøåòêè Γ.

Àâòîð ïðèçíàòåëüíà Â.À.Áûêîâñêîìó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå.

� 1. Ìèíèìàëüíûå "èñêëþ÷èòåëüíûå" ñèñòåìû

Ïóñòü Γ � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ áàçèñíûìè óçëàìè (2) ñ 4a3 < c3, è
S � ñèñòåìà âèäà (3). Ëþáîé óçåë ðåøåòêè èìååò âèä

γ = nγ(1) + mγ(2) + kγ(3) = (a1(n + m), na2, na3 + c3(k + m/2)). (4)
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Åñëè γ ëåæèò âíóòðè Π(|S|1, |S|2, |S|3), òî èìååò ìåñòî ñèñòåìà íåðàâåíñòâ




a1|n + m| < a1

a2|n| < a2

|na3 + mc3/2 + kc3| < c3.

Çíà÷åíèÿ n = m = k = 0 ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîé ñèñòåìû
è ïðè ýòîì γ = (0, 0, 0). Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíåíî óñëîâèå (1) èç îïðåäåëåíèÿ
ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû.

Î÷åâèäíî, ÷òî γ(3) ìèíèìóì. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ




a1|n + m| ≤ a1

a2|n| ≤ a2

|na3 + mc3/2 + kc3| ≤ a3

îòíîñèòåëüíî öåëûõ n, m, k. Ïîñêîëüêó (n,m, k) è (−n,−m,−k) îäíîâðåìåííî
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ýòîé ñèñòåìû, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñ n ≥ 0.
Ïåðâûì äâóì íåðàâåíñòâàì óäîâëåòâîðÿþò òîëüêî ïàðû (n,m) èç

{(0,−1), (0, 0), (1,−2), (1,−1), (1, 0)}.
Òàê êàê 4a3 < c3, òî ïðè (n,m) ∈ {(0,−1), (0, 0)} òðåòüå íåðàâåíñòâî íå èìå-
åò íåíóëåâûõ ðåøåíèé. Äëÿ n = 1 âûïîëíÿåòñÿ äâóõñòîðîííåå íåðàâåíñòâî
−1/2 − m/2 < k ≤ −m/2. Ïîýòîìó åäèíñòâåííûìè íåíóëåâûìè ðåøåíèÿìè
íàøåé ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ òðîéêè

(n,m, k) ∈ {(1,−2, 1), (1, 0, 0)}.
Ñîîòâåòñòâóþùèå èì óçëû ðåøåòêè èç (4) èìåþò âèä (−a1, a2, a3), (a1, a2, a3).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γ(1) è 2γ(2) − γ(1) − γ(3) ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìàìè. Èòàê, ìû
ïîêàçàëè ÷òî S � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà.

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1. Ïóñòü S � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà
âèäà (3) ðåøåòêè Γ ñ áàçèñîì (2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî 4a3 ≥ c3. Òîãäà óçåë

γ = γ(1) − γ(2) = (0, a2, a3 − c3/2)

ëåæèò âíóòðè Π(γ(1)), ÷òî íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü γ(1). Òàêèì îáðàçîì, ïðåä-
ïîëîæåíèå íåâåðíî. Òåîðåìà 1 ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.
Ëåììà 1. Ïóñòü ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà S íåêîòîðîé ðåøåòêè Γ ñîñòîèò èç
óçëîâ

γ(1) = (a1, a2, a3), γ(2) = (a1,−b2,−b3), γ(3) = (0,−c2, c3) (5)
ñ ïîëîæèòåëüíûì a1 è íåîòðèöàòåëüíûìè a2, a3, b2, b3, c2, c3. Åñëè äëÿ íåêî-
òîðîé êîìáèíàöèè çíàêîâ

1

2
(±γ(1) ± γ(2) ± γ(3)) ∈ Γ, (6)

òî S � "èñêëþ÷èòåëüíàÿ" ñèñòåìà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî åñëè îäíà èç êîìáèíàöèé âèäà (6) ÿâëÿåòñÿ óç-
ëîì ðåøåòêè, òî è âñå îñòàëüíûå òàêæå ïðèíàäëåæàò ýòîé ðåøåòêå. Ðàññìîòðèì
óçåë

γ = (γ(1) − γ(2) + γ(3))/2 = (0, (a2 + b2 − c2)/2, (a3 + b3 + c3)/2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a3 + b3 < c3. Òîãäà:

γ1 = 0, −|S|2 < γ2 ≤ |S|2, 0 ≤ γ3 < |S|3.
Ïîñêîëüêó S � ìèíèìàëüíà, òî γ2 = |S|2. À ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ a2 = b2

è c2 = 0. Èç ìèíèìàëüíîñòè óçëîâ γ(1) è γ(2) ñëåäóåò, ÷òî a3 = b3 è a3 < c3/2.
Òàê êàê γ(1) è γ(3) � ñìåæíûå óçëû, òî ñóùåñòâóåò γ̃(2) ∈ Γ, äîïîëíÿþùèé γ(1)

è γ(3) äî áàçèñà ðåøåòêè Γ (ñì. [2] è [4]). Âûðàçèì ýòîò óçåë ÷åðåç γ(1), γ(2), γ(3)

â ñëåäóþùåì âèäå:
γ̃(2) = (γ(2) − nγ(1) −mγ(3))/k

ñ öåëûìè n,m, k è k > 0. Èç óñëîâèÿ (6) ñëåäóåò, ÷òî k 6= 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
u è v áëèæàéøèå öåëûå ê n/k, m/k ñîîòâåòñòâåííî è ïîëîæèì α = n/k − u,
β = m/k − v. Ïðè ýòîì −1/2 ≤ α, β ≤ 1/2. Òîãäà äëÿ êîîðäèíàò óçëà

γ = γ̃(2) + uγ(1) + vγ(3) =

(
a1

(
1

k
− α

)
,−a2

(
1

k
+ α

)
,−a3

(
1

k
+ α

)
− c3β

)

ïðè k ≥ 3 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

|γ1| ≤
(

1

k
+

1

2

)
a1 < a1, |γ2| ≤

(
1

k
+

1

2

)
a2 < a2,

|γ3| ≤
(

1

k
+

1

2

)
a3 +

c3

2
≤

(
1

2k
+

1

4
+

1

2

)
c3 < c3.

Òî åñòü, íåíóëåâîé óçåë γ ëåæèò âíóòðè Π(|S|1, |S|2, |S|3), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ìèíèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà S. Òàêèì îáðàçîì, k = 2 è â êà÷åñòâå γ̃(2) ìîæíî
âçÿòü óçåë (γ(1) + γ(2) + γ(3))/2. Ïîýòîìó ðåøåòêà Γ ïîðîæäàåòñÿ áàçèñíûìè
óçëàìè

(a1, a2, a3), (a1, 0, c3/2), (0, 0, c3),

è ïðè ýòîì
S = {(a1, a2, a3), (a1,−a2,−a3), (0, 0, c3)}.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1, a3 < c3/4 è S îòíîñèòñÿ ê "èñêëþ÷èòåëüíûì" ñèñòåìàì.
Åñëè a2 + b2 < c2, òî ïåðåñòàâèâ âòîðûå è òðåòüè êîîðäèíàòû, à òàêæå óìíî-

æèâ γ(3) íà −1, ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ, èçëîæåííîìó âûøå. Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü
ñèñòåìû S ñ óñëîâèÿìè:

a2 + b2 ≥ c2, a3 + b3 ≥ c3. (7)

Ó÷èòûâàÿ ìèíèìàëüíîñòü γ(1) è γ(2), à òàêæå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âîçìîæ-
íîñòü ïåðåñòàíîâêè ìåñòàìè âòîðîé è òðåòüåé êîîðäèíàò âìåñòå ñ ïåðåìåíîé
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çíàêà ó γ(3), ìîæíî ñ÷èòàòü ÷òî a2 ≥ b2 è a3 ≤ b3, ïðè÷åì ðàâåíñòâà âûïîëíÿ-
þòñÿ òîëüêî îäíîâðåìåííî.

Ïóñòü a2 = b2 è a3 = b3. Ðàññìîòðèì óçåë

γ̃ = (γ(1) + γ(2) + γ(3))/2 = (a1,−c2/2, c3/2).

Èç ìèíèìàëüíîñòè γ(1) è (7) ñëåäóåò, ÷òî c2 = 2a2 è c3 = 2a3. Â ýòîì ñëó÷àå,
γ̃ = (a1,−a2, a3) è óçåë γ(1) − γ̃ + γ(3) = (0, 0, c3) íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü γ(3).
Òàêèì îáðàçîì: a2 6= b2, a3 6= b3. Ñëåäîâàòåëüíî:

a2 > b2, a3 < b3. (8)

Ðàññìîòðèì óçåë

γ = (γ(1) + γ(2) + γ(3))/2 = (a1, (a2 − b2 − c2)/2, (a3 − b3 + c3)/2).

Î÷åâèäíî, ÷òî γ2 < a2. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (7) è (8)

γ2 ≥ (c2 − b2 − b2 − c2)/2 = −b2 > −a2.

Èòàê, |γ2| < a2. Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà (7) ñëåäóåò, ÷òî

γ3 = (a3 − b3 + c3)/2 ≤ a3.

Ïî ïðè÷èíå ìèíèìàëüíîñòè γ(1) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

γ3 = (a3 − b3 + c3)/2 < −a3.

Òî åñòü, 3a3 + c3 < b3. Äëÿ óçëà

γ = γ(1) + γ(3) = (a1, a2 − c2, a3 + c3)

ñ 0 < γ3 = a3 + c3 ≤ 3a3 + c3 < b3, ââèäó ìèíèìàëüíîñòè γ(2), ñ ó÷åòîì (7)
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî γ2 = a2 − c2 > b2. Òîãäà:

γ
(3)
1 = 0 < |S|1, |γ(3)

2 | = c2 ≤ c2 + b2 < a2 = |S|2, |γ(3)
3 | = c3 ≤ 3a3 + c3 < b3 = |S|3.

Òàêèì îáðàçîì, γ(3) íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü S. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíûõ ñèñòåì
S ñ óñëîâèåì (7) íå ñóùåñòâóåò. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

� 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Ëåììà 2. Ïóñòü α1, α2, α3 � âåùåñòâåííûå ÷èñëà è ||α1|| ≤ ||α2|| ≤ ||α3||.
Òîãäà
a) min{(||α1||+ ||α2||+ ||α3||, ||2α1||+ ||2α2||+ ||2α3||} ≤ 1;
á) åñëè min{||α1||+ ||α2||+ ||α3||, ||2α1||+ ||2α2||+ ||2α3||} = 1, òî

||3α1||+ ||3α2||+ ||3α3||) ≤ 1,

è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå ||α1|| = ||α2|| = 1/4, ||α3|| = 1/2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïðè÷èíå ÷åòíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè ñ ïåðèîäîì 1 ôóíêöèè
β = ||α||, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ñ 0 ≤ α1 ≤ α2 ≤ α3 ≤ 1/2. Òàê êàê
αi ∈ [0, 1/2], òî ||2αi|| ≤ 1− 2αi è ||αi|| = αi. Ïîëîæèì α = α1 + α2 + α3. Òîãäà

min{||α1||+ ||α2||+ ||α3||, ||2α1||+ ||2α2||+ ||2α3||} ≤ min{α, 3− 2α} = 1.

Óòâåðæäåíèå à) äîêàçàíî.
Ïóñòü

||α1||+ ||α2||+ ||α3|| = ||2α1||+ ||2α2||+ ||2α3|| = 1. (9)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α1 ≥ 1/4. Óñëîâèÿ α1 ≤ α2 ≤ α3 è (9) íàêëàäûâàþò îãðàíè-
÷åíèÿ íà α1, α2, α3 :

1

4
≤ α1 ≤ 1

3
,

1

4
≤ α2 ≤ 1

2
,

1

3
≤ α3 ≤ 1

2
.

Äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé α1, α2, α3 :

||3α1||+ ||3α2||+ ||3α3|| =
{ −2 + 6α3, åñëè 3/4 ≤ 3α2 ≤ 1

2− 6α1, åñëè 1 < 3α2 ≤ 3/2.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ||3α1||+ ||3α2||+ ||3α3|| ≤ 1 è ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
â ñëó÷àå: α1 = α2 = 1/4, α3 = 1/2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî 0 ≤ α1 < 1/4. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ (9) è óñëîâèå α1 ≤
α2 ≤ α3, ïîëó÷àåì: 2α3 ≥ α2+α3 = 1−α1 > 3/4. Ñëåäîâàòåëüíî, 3/8 < α3 ≤ 1/2.
Èç (9) íàõîäèì, ÷òî 1 = ||2α1||+ ||2α2||+ ||2α3|| = 2α1 + ||2α2||+1−2α3. Ïîýòîìó
||2α2|| = 2α3 − 2α1. Äàëåå íàõîäèì, ÷òî

||2α2||+ 2α2 = 2α3 − 2α1 + 2α2 = 2(1− α1)− 2α1 = 2− 4α1 > 1.

Ýòî íåðàâåíñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ 0 ≤ α2 < 1/4. Ïîýòîìó 1/4 ≤ α2 ≤ 1/2. Íî
òîãäà

2− 4α1 = ||2α2||+ 2α2 = 1− 2α2 + 2α2 = 1.

Òî åñòü, α1 = 1/4. À ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ: 0 ≤ α1 < 1/4. Ëåììà 2
äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Ïóñòü S = {γ(1), γ(2), γ(3)} � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà óçëîâ ðåøåòêè
Γ ∈ L3(R). Òîãäà

1

2
(γ(1) ± γ(2)) /∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî (γ(1) + γ(2))/2 è (γ(1) − γ(2))/2 òîëüêî îäíîâðå-
ìåííî ìîãóò áûòü óçëàìè Γ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ = (γ(1) + γ(2))/2 ∈ Γ. Òàê êàê
|γi| ≤ |S|i äëÿ âñåõ i = 1, 2, 3 è S ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà, òî âîçìîæåí òîëüêî
îäèí âàðèàíò: õîòÿ áû ïî îäíîé êîîðäèíàòå |γi| = |S|i 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî i = 1 è γ

(1)
1 = γ

(2)
1 > 0. Òàê êàê γ ∈ Γ, òî

γ̃ =
1

2
(γ(1) − γ(2)) = (0, γ̃2, γ̃3) ∈ Γ
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ñ |γ̃2| ≤ |S|2, |γ̃3| ≤ |S|3. Äëÿ γ̃ òàêæå íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå õîòÿ áû îäíîãî
èç ðàâåíñòâ: |γ̃2| = |S|2 6= 0, |γ̃3| = |S|3 6= 0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî |γ̃2| = |S|2.
Â ýòîì ñëó÷àå |γ(1)

2 | = |γ(2)
2 |. Òàê êàê γ(1), γ(2) ∈ MΓ , òî è |γ(1)

3 | = |γ(2)
3 |. Íî

òîãäà Π(γ̃) ⊂ Π(γ(1)) = Π(γ(2)), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè γ(1) è γ(2).
Ñëåäîâàòåëüíî íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî. Ëåììà 3 äîêàçàíà.

Ëåììà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî S = {γ(1), γ(2), γ(3)} � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà
óçëîâ ðåøåòêè Γ ∈ L3(R), îòëè÷íàÿ îò "èñêëþ÷èòåëüíîé" (ñì. ââåäåíèå).
Òîãäà äëÿ ëþáîé êîìáèíàöèè çíàêîâ

1

2
(±γ(1) ± γ(2) ± γ(3)) /∈ Γ. (10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ëåììû íåâåðíî è γ � óçåë
ðåøåòêè Γ âèäà (10). Òîãäà îñòàëüíûå êîìáèíàöèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ óçëàìè
ðåøåòêè. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîîðäèíàòû óçëà γ(1)

� íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà.
Ïóñòü i ∈ {2, 3} è j ∈ {1, 2, 3}. Ïîëîæèì ε

(i)
j = 1, åñëè γ

(i)
j ≥ 0 è ε

(i)
j = −1,

åñëè γ
(i)
j < 0. Òîãäà íàéäóòñÿ τ2, τ3 ∈ {−1, 1} ñ

(τ2, τ3) /∈ {(ε(2)
1 , ε

(3)
1 ), (ε

(2)
2 , ε

(3)
2 ), (ε

(2)
3 , ε

(3)
3 )}.

Ïîýòîìó, äëÿ
γ =

1

2
(γ(1) + τ2γ

(2) + τ3γ
(3))

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

|γi| ≤ max{γ(1)
i , |γ(2)

i |, |γ(3)
i |} = |S|i (11)

ïðè âñåõ i = 1, 2, 3. Åñëè â (11) âûïîëíÿþòñÿ ñòðîãèå íåðàâåíñòâà, òî èç ìèíè-
ìàëüíîñòè S ñëåäóåò, ÷òî γ = (0, 0, 0). Ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê γ(1), γ(2), γ(3) �
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå óçëû.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â (11) õîòÿ áû ïî îäíîé êîîðäèíàòå i âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî. Òîãäà îäíî èç ÷èñåë |γ(1)

i |, |γ(2)
i |, |γ(3)

i | � íóëü, à äâà îñòàëüíûõ ðàâíû.
Ïåðåñòàâëÿÿ (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè) ìåñòàìè êîîðäèíàòû ñ íîìåðàìè i è 1,
à òàêæå ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå âîçìîæíîñòü çàìåíû çíàêîâ ïî îòäåëüíûì êî-
îðäèíàòàì è ó γ(3), ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî óçëû ñèñòåìû S èìåþò âèä:

γ(1) = (a1, a2, a3), γ(2) = (a1, ε1b2, ε2b3), γ(3) = (0, ε3c2, c3)

ñ ïîëîæèòåëüíûì a1 è íåîòðèöàòåëüíûìè a2, a3, b2, b3, c2, c3.
Ïóñòü ε1 = ε2 = ε3 = −1.

Ñîãëàñíî ëåììå 1 èç �1, ñèñòåìà S ÿâëÿåòñÿ "èñêëþ÷èòåëüíîé". Òàêèì îáðàçîì,
â äàííîì ñëó÷àå èñõîäíîå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî.

Ïóñòü ε1 = −1 è (ε2, ε3) 6= (−1,−1).
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Ðàññìîòðèì óçåë

γ = (γ(1) − γ(2) − ε3γ
(3))/2 = (0, (a2 + b2 − c2)/2, (a3 − ε2b3 − ε3c3)/2).

Äëÿ åãî êîîðäèíàò ñïðàâåäëèâû îãðàíè÷åíèÿ: |γ1| < |S1|, |γ2| ≤ |S2|, |γ3| ≤
|S3|. Òàê êàê ïî óñëîâèþ ëåììû S � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà, òî γ(1), γ(2), γ(3) �
ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðà. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ðàâåíñòâ:
|γ2| = |S|2, |γ3| = |S|3.

Ïóñòü |γ2| = |S|2. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà S èìååò âèä:

S = {(a1, a2, a3), (a1,−a2, ε2a3), (0, 0, c3))}.

Äëÿ ε2 = −1 ñèñòåìà ñîâïàäàåò ñ (5). Ñîãëàñíî ëåììå 1 èç �1 S � "èñêëþ÷èòåëüíàÿ"
ñèñòåìà. Â ñëó÷àå ε2 = 1, ïîìåíÿâ ó óçëîâ ñèñòåìû ìåñòàìè ïåðâûå è âòîðûå
êîîðäèíàòû, à òàêæå óìíîæèâ γ(2) íà −1, îïÿòü ïðèõîäèì ê (5). Òàêèì îáðàçîì,
|γ2| 6= |S|2 è |γ3| = |S|3. Ïðè ýòîì S ìîæíî îòíåñòè ê îäíîìó èç òðåõ âèäîâ:
a) S = {(a1, a2, a3), (a1,−a2,−a3), (0, c2, 0)},
á) S = {(a1, a2, a3), (a1,−b2, 0), (0,−c2, a3)},
â) S = {(a1, a2, 0), (a1,−b2, b3), (0, c2, b3)}.
Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè) âòîðûå è òðåòüè êîîðäèíàòû,
èçìåíÿÿ ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ óçëîâ, è ìåíÿÿ çíàê ó íåêîòîðûõ êîîðäèíàò, ñ ïî-
ìîùüþ ëåììû 1 ïîëó÷àåì, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ S � "èñêëþ÷èòåëüíàÿ" ñèñòåìà,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Ïóñòü ε1 = 1 è ε2 = −1.
Ïîìåíÿâ ìåñòàìè âòîðûå è òðåòüè êîîðäèíàòû ó óçëîâ ìèíèìàëüíîé ñèñòåìû,
ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ, ðàññìîòðåííîìó âûøå.

Ïóñòü ε1 = 1 è ε2 = 1.
Äëÿ óçëà

γ = (γ(1) − γ(2) + ε3γ
(3))/2 = (0, (a2 − b2 + 2)/2, (a3 − b3 + ε3c3)/2)

èìåþò ìåñòî îãðàíè÷åíèÿ |γ1| < |S|1, γ2 ≤ |S|2, |γ3| ≤ |S|3. Êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, äëÿ òîãî, ÷òîáû íå íàðóøàëèñü óñëîâèÿ ëåììû, íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå
õîòÿ áû îäíîãî èç ðàâåíñòâ: |γ2| = |S|2, |γ3| = |S|3. À ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ
ñèñòåì âèäà:
a) S = {(a1, a2, a3), (a1, 0, b3), (0, ε3a2, c3)},
á) S = {(a1, a2, a3), (a1, b2, 0), (0, c2, a3)},
â) S = {(a1, a2, 0), (a1, b2, b3), (0,−c2, b3)}.
Ñèñòåìà a) � ÷àñòíûé ñëó÷àé S ñ ε1 = −1. Òàêóþ ñèòóàöèþ ìû îáñóæäàëè
âûøå. Ñèñòåìà á) ïåðåñòàíîâêîé âòîðûõ è òðåòüèõ êîîðäèíàò ñâîäèòñÿ ê âèäó
à). Ñèñòåìà â) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó á), åñëè ïîìåíÿòü ìåñòàìè γ(1), γ(2), è
èçìåíèòü çíàê ó γ(3). Ñëåäîâàòåëüíî, S � "èñêëþ÷èòåëüíàÿ" ñèñòåìà, ÷åãî íå
ìîæåò áûòü. Ëåììà 4 äîêàçàíà.
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Ëåììà 5. Ïóñòü S = {γ(1), γ(2), γ(3)} � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà óçëîâ ðåøåòêè
Γ ∈ L3(R). Òîãäà äëÿ ëþáîé êîìáèíàöèè çíàêîâ

1

3
(±γ(1) ± γ(2)) /∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ÷òî γ = (±γ(1) ± γ(2))/3 ∈ Γ. Äëÿ êîîðäèíàò
óçëà ñïðàâåäëèâî îãðàíè÷åíèå |γi| ≤ 2|S|i/3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè
S. Òàêèì îáðàçîì, (±γ(1) ± γ(2))/3 /∈ Γ. Ëåììà 5 äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü S = {γ(1), γ(2), γ(3)} � ìèíèìàëüíàÿ ñèñòåìà óçëîâ ðåøåòêè
Γ ∈ L3(R). Òîãäà äëÿ ëþáîé èç 8 êîìáèíàöèé çíàêîâ

1

3
(±γ(1) ± γ(2) ± γ(3)) /∈ Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γ = (±γ(1)± γ(2)± γ(3))/3 ∈ Γ. Äëÿ i = 1, 2, 3 âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî |γi| ≤ |S|i. Òàê êàê S � ìèíèìàëüíàÿ cèñòåìà, òî äëÿ îäíîé
èç êîîðäèíàò |γi| = |S|i 6= 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
γ

(1)
1 = γ

(2)
1 = γ

(3)
1 = t > 0 è

γ = (γ(1) + γ(2) + γ(3))/3 ∈ Γ.

Òàê êàê äëÿ ëþáîãî j = 1, 2, 3 íå âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Π(γ) ⊂ Π(γ(j)), òî
γ2 6= 0 è γ3 6= 0. Ïðè ýòîì ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ2 > 0 è γ3 > 0. Åñëè âñå êîîð-
äèíàòû γ(j) íåîòðèöàòåëüíû, òî óçåë γ(j)− γ íàðóøàåò óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè
S. Ïîýòîìó ó ëþáîãî óçëà èç S íàéäåòñÿ îòðèöàòåëüíàÿ êîîðäèíàòà (âòîðàÿ
èëè òðåòüÿ). Ïîñêîëüêó γ2 è γ3 � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òî íàéäóòñÿ óçëû ñ
ïîëîæèòåëüíîé âòîðîé è ñ ïîëîæèòåëüíîé òðåòüåé êîîðäèíàòîé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî γ
(1)
2 γ

(2)
2 è γ

(1)
3 γ

(2)
3 � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì

íåíóëåâîé óçåë

γ̃ = γ(1) − γ(2) = (0, γ
(1)
2 − γ

(2)
2 , γ

(1)
3 − γ

(2)
3 ).

Åñëè γ
(1)
2 , γ

(2)
2 , γ

(1)
3 , γ

(2)
3 � ÷èñëà, íå ðàâíûå íóëþ, òî γ̃ ëåæèò âíóòðè Π(|S|1, |S|2, |S|3),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè ìíîæåñòâà S. Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ
õîòÿ áû îäíî ðàâåíñòâî: γ

(1)
2 γ

(2)
2 = 0, γ

(1)
3 γ

(2)
3 = 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè

ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ
(1)
3 = 0. Òàê êàê ó êàæäîãî óçëà åñòü îòðèöàòåëüíàÿ êî-

îðäèíàòà è γ
(1)
2 γ

(2)
2 ≥ 0, òî γ

(1)
2 < 0, γ

(2)
2 ≤ 0. Êðîìå òîãî, â S ñóùåñòâóåò óçåë

ñ ïîëîæèòåëüíîé âòîðîé êîîðäèíàòîé. Ïîýòîìó γ
(3)
2 > 0. Òîãäà äëÿ êîîðäèíàò

óçëà
γ̃ = γ − γ(2) = (0, (γ

(1)
2 − 2γ

(2)
2 + γ

(3)
2 )/3, (−2γ

(2)
3 + γ

(1)
3 )/3)

ñïðàâåäëèâû îöåíêè:
|γ̃1| < |S|1,

−|S|2 < γ̃2 = (−|γ(1)
2 |+ 2|γ(2)

2 |+ γ
(3)
2 )/3 < (2|γ(2)

2 |+ |γ(3)
2 |)/3 ≤ |S|2,
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|γ̃3| = (2|γ(2)
3 |+ |γ(3)

3 |)/3 ≤ |S|3.
Èç ìèíèìàëüíîñòè S ñëåäóåò, ÷òî |γ(2)

3 | = |γ(3)
3 | è γ

(2)
3 γ

(3)
3 < 0. Â ýòîì ñëó÷àå

γ3 = 0. Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè, ÷òî γ3 > 0. Òàêèì îáðàçîì, íè ó îäíîãî èç óçëîâ
ìíîæåñòâà S çíàêè êîîðäèíàò íå ñîâïàäàþò. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî

γ(1) = (t, a2,−a3), γ(2) = (t,−b2, b3), γ(3) = (t,−c2,−c3)

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè a2, a3, b2, b3, c2, c3.
Ðàññìîòðèì óçåë

γ̃ = γ − γ(3) = (−2γ(3) + γ(1) + γ(2))/3 = (0, (a2 − b2 + 2c2)/3, (−a3 + b3 + 2c3)/3).

Óçåë γ̃ íå íàðóøàåò ìèíèìàëüíîñòü S òîëüêî äëÿ b2 = 0, c2 = a2, c3 = a3. Òîãäà
ñèñòåìà èìååò âèä:

S = {(t, a2,−a3), (t, 0, b3), (t,−a2,−a3)}.
È â ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî γ2 > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî óçåë âèäà (γ(1) + γ(2) + γ(3))/3 ∈ Γ íåâåðíî. Ëåììà 6
äîêàçàíà.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 2
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ̃ ïîäðåøåòêó â Γ, ïîðîæäåííóþ óçëàìè γ(1), γ(2), γ(3). Òàê

êàê γ(1) è γ(2) � ñìåæíûå ìèíèìóìû, òî ñóùåñòâóåò óçåë γ ∈ Γ, äîïîëíÿþùèé
γ(1) è γ(2) äî áàçèñà ðåøåòêè (ñì. [2] è [4]). Âûðàçèì γ, 2γ, 3γ ÷åðåç γ(1), γ(2), γ(3) :

γ = α1γ
(1) + α2γ

(2) + α3γ
(3),

2γ = 2α1γ
(1) + 2α2γ

(2) + 2α3γ
(3),

3γ = 3α1γ
(1) + 3α2γ

(2) + 3α3γ
(3),

ñ α1, α2, α3 ∈ R. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ai(k) áëèæàéøèå öåëûå ê kαi è ðàññìîòðèì
óçëû ðåøåòêè ñëåäóþùåãî âèäà

γ̃(k) = kγ − a1(k)γ(1) − a2(k)γ(2) − a3(k)γ(3) = r1(k)γ(1) + r2(k)γ(2) + r3(k)γ(3),

ãäå kαi = ai(k) + ri(k) ñ −1/2 ≤ ri(k) < 1/2. Òîãäà:

|γ̃(1)
i | ≤ |S|i(||α1||+ ||α2||+ ||α3||, |γ̃(2)

i | ≤ |S|i(||2α1||+ ||2α2||+ ||2α3||.
Ñîãëàñíî ëåììå 2

min{||α1||+ ||α2||+ ||α3||, ||2α1||+ ||2α2||+ ||2α3||} ≤ 1.

Åñëè çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî õîòÿ áû îäèí èç óçëîâ γ̃(1), γ̃(2)

ëåæèò âíóòðè Π(S). Òàêîé óçåë, ïî ïðè÷èíå ìèíèìàëüíîñòè S, ñîâïàäàåò c
(0, 0, 0).
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Åñëè γ̃(1) = (0, 0, 0), òî γ = a1(1)γ(1) + a2(1)γ(2) + a3(1)γ(3) è γ(1), γ(2), γ(3)

ñîñòàâëÿþò áàçèñ Γ. Ïîýòîìó Γ̃ = Γ.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî γ̃(1) 6= (0, 0, 0), òîãäà γ̃(2) = (0, 0, 0) è γ = a1(2)γ(1)/2+

a2(2)γ(2)/2+a3(2)γ(3)/2. Ïîëîæèâ bj(2) = 2aj(2)+ εj ñ öåëûìè bj(2) è εj ∈ {0, 1},
ïîëó÷àåì, ÷òî óçåë (ε1γ

(1) + ε2γ
(2) + ε3γ

(3))/2 ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåøåòêè. À ýòî
ïðîòèâîðå÷èò ëåììàì 3 è 4.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

min{||α1||+ ||α2||+ ||α3||, ||2α1||+ ||2α2||+ ||2α3||} = 1.

Ñîãëàñíî ëåììå 2, ||3α1|| + ||3α2|| + ||3α3|| ≤ 1, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà äâà èç ÷èñåë ||α1||, ||α2||, ||α3|| ðàâíû 1/4, à òðåòüå �
1/2. Ïðè ñòðîãîì íåðàâåíñòâå, ââèäó ìèíèìàëüíîñòè S, γ̃(3) = (0, 0, 0). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî (ε1γ

(1) + ε2γ
(2) + ε3γ

(3))/3 ñ εi ∈ {−1, 0, 1} ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåøåòêè
Γ . Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèÿì ëåìì 5 è 6.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè óçëîâ S
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà: ||α1|| = 1/4, ||α2|| = 1/4, ||α3|| = 1/2. Òîãäà γ̃ = γ(1)/4+
γ(2)/4 + γ(3)/2 ÿâëÿåòñÿ óçëîì ðåøåòêè. Ñëåäîâàòåëüíî, 2γ̃ = γ(1)/2 + γ(2)/2 +

γ(3) ∈ Γ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óòâåðæäåíèþ ëåììû 3. Òàêèì îáðàçîì, Γ̃ = Γ.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.
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