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ÌÈÍÈÌÓÌÛ ÄÂÓÌÅÐÍÛÕ ÐÅØÅÒÎÊ Î. À. Ãîðêóøà

(ã. Õàáàðîâñê ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ)

Àííîòàöèÿ
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìèíèìóìû ðåøåòîê, óñòàíàâëèâàåòñÿ êðè-

òåðèé, ïðè êîòîðîì ìèíèìóì áóäåò îêòàýäðàëüíûì (ýëëèïòè÷åñêèì).

Ââåäåíèå

Äâóìåðíàÿ Γ ðåøåòêà èç L2(R2) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåí-
íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ γ(1) = (γ
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∣∣∣∣.

Äëÿ óäîáñòâà ââåäåì åùå îäíî îáîçíà÷åíèå Γ′ = Γ \ {0, 0}.
Îïðåäåëåíèå 1. Óçåë γ ∈ Γ′ íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ìèíèìóìîì, åñëè
íå ñóùåñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî óçëà η = (η1, η2) ðåøåòêè Γ, äëÿ êîòîðîãî
|η1| ≤ |γ1| è |η2| < |γ2| èëè |η1| < |γ1| è |η2| ≤ |γ2|.
Îïðåäåëåíèå 2. Óçåë γ ∈ Γ′ íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì, åñëè íå ñó-
ùåñòâóåò äðóãîãî íåíóëåâîãî óçëà η = (η1, η2) ñ η 6= ±γ, äëÿ êîòîðîãî ïðè
íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì 0 < δ < 1 âûïîëíÿåòñÿ |η1| < δ|γ1| è |η2| < δ|γ2|.
Îïðåäåëåíèå 3. Óçåë γ ∈ Γ′ íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ìèíèìóìîì, åñëè
îí ïðèíàäëåæèò êàíîíè÷åñêîìó ýëëèïñó (x/a)2 + (y/b)2 = 1 ñ íåêîòîðûìè ïî-
ëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè a è b, âíóòðè êîòîðîãî îòñóòñòâóþò íåíóëåâûå óçëû
ðåøåòêè Γ.
Îïðåäåëåíèå 4. Óçåë γ ∈ Γ′ íàçûâàåòñÿ îêòàýäðàëüíûì ìèíèìóìîì, åñëè îí
ïðèíàäëåæèò ðîìáó |x/a| + |y/b| = 1 ñ íåêîòîðûìè ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè
a è b, âíóòðè êîòîðîãî îòñóòñòâóþò íåíóëåâûå óçëû ðåøåòêè Γ.

Ïóñòü M(Γ),N(Γ),Ne(Γ),No(Γ) � ñîâîêóïíîñòè óçëîâ ðåøåòêè, ñîñòàâëåí-
íûå èç îòíîñèòåëüíûõ, ëîêàëüíûõ, ýëëèïòè÷åñêèõ è îêòàýäðàëüíûõ ìèíèìóìîâ
ýòîé ðåøåòêè. Èç îïðåäåëåíèé íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî

N(Γ) ⊃ M(Γ) ⊃ Ne(Γ) ⊃ No(Γ).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îòíîñèòåëüíûé ìèíè-
ìóì áóäåò ýëëèïòè÷åñêèì èëè îêòàýäðàëüíûì.
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Âñïîìîãàòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Íàïîìíèì, ÷òî

1) äâà îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìà γ = (γ1, γ2) è γ′ = (γ′1, γ
′
2) γ 6= γ′ � ñìåæ-

íûå, åñëè íå íàéäåòñÿ η ∈ {±γ,±γ/}, óäîâëåòâîðÿþùåãî îäíîâðåìåííî äâóì
íåðàâåíñòâàì |η1| ≤ max(|γ1|, |γ′1|), |η2| ≤ max(|γ2|, |γ′2|).
2) Äâå ðåøåòêè Γ(1) è Γ(2) ïîäîáíû, åñëè ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà
α1 è α2, äëÿ êîòîðûõ Γ(1) = {γ = (α1γ1, α2γ2) |(γ1, γ2) ∈ Γ(2)}. Çàìåòèì, ÷òî
M(Γ(1)) = {γ = (α1γ1, α2γ2) |(γ1, γ2) ∈ M(Γ(2))}. Òàêèå æå îòíîøåíèÿ èìåþò
ìåñòî è äëÿ ìíîæåñòâ N(Γ),Ne(Γ),No(Γ).

3) Îòäåëüíî âûäåëèì ìíîæåñòâî ðåøåòîê L2(R2), ïîäîáíûõ ðåøåòêå
Γ = {m1(1, 1) + m2(−1, 1)|m1,m2 ∈ Z}.

Òîãäà äëÿ L2(R2) M(Γ) = {±(2α1, 0),±(−α1, α2),±(α1, α2),±(0, 2α2)}, ãäå ÷èñëà
α1 è α2 � êîýôôèöèåíòû ïîäîáèÿ.

4) Äëÿ îñòàëüíûõ ðåøåòîê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ â âèäå

· · · , γ(i−1), γ(i), γ(i+1), · · · ,
γ(i) = ((−1)ixi, yi), 1 ≤ yi < yi+1, xi > xi+1 ≥ 0,

xi+1 = xi−1 − lixi, yi+1 = yi−1 − liyi, li = [xi−1/xi].
(1)

Çäåñü ìû ïåðå÷èñëèëè òîëüêî óçëû ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âòîðûìè êîîðäèíàòà-
ìè, ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî γ è −γ ìîãóò áûòü ìèíèìóìàìè òîëüêî îäíîâðåìåííî.

5) Â òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ëþáàÿ ïàðà γ(i), γ(i+1)� ñìåæíûå îòíîñèòåëüíûå
ìèíèìóìû è ýòà ïàðà îáðàçóåò áàçèñ ðåøåòêè Γ. Òî åñòü d(Γ) = xiyi+1 − yixi+1.

Çàìå÷àíèå 1. Äâà îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìà γ(i−1) è γ(i+1) îáðàçóþò áàçèñ
òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà li = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé ïîñëåäîâàòåëüíîãî âû÷èñëåíèÿ êî-
îðäèíàò óçëîâ γ(i−1), γ(i), γ(i+1) : γ(i+1) = γ(i−1) + liγ

(i), ãäå li = [xi−1/xi]. Òàê êàê
ïàðû óçëîâ γ(i−1), γ(i) è γ(i), γ(i+1) îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè, òî äëÿ öåëûõ ÷èñåë
a, b, c, d èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(
(−1)ixi −(−1)ixi+1

yi yi+1

)
·
(

c 0
d 1

)
=

( −(−1)ixi−1 −(−1)ixi+1

yi−1 yi+1

)
=

=

( −(−1)ixi−1 (−1)ixi

yi−1 yi

)
·
(

1 a
0 b

)
.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïàðà óçëîâ γ(i−1), γ(i+1) áóäåò áàçèñîì òîëüêî â ñëó÷àå |a| =
|b| = 1. À òàê êàê yi+1 = yi−1a + yib = yi−1 + liyi, òî a = 1 è b = li. Òàêæå èç
xi−1 = xic + xi+1d = xi+1 − lixi ñëåäóåò, ÷òî d = 1 è c = −li. Òî åñòü li = 1.
Çàìå÷àíèå 1 äîêàçàíî.
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Çàìå÷àíèå 2. Äâà îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìà γ(i−1) è γ(i+m) ñ m ≥ 2 èëè m ≤ −4
íèêîãäà íå îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ m ≥ 2, ïðèìåíèâ èíäóêöèþ
ïî m. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî γ(i−1) è γ(i+2) íå îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè.

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà äëÿ íåêîòîðûõ öåëûõ ÷èñåë a è b

γ(i) = aγ(i−1) + bγ(i+2) = aγ(i−1) + b(γ(i) + li+1γ
(i+1)) =

= aγ(i−1) + bγ(i) + bli+1(γ
(i−1) + liγ

(i)) =

= γ(i−1)(a + bli+1) + bγ(i)(1 + lili+1).

Òàê êàê γ(i−1), γ(i)� áàçèñ Γ, òî b = 1 è lili+1 = 0. Äàëåå ïîëó÷àåì, ÷òî γ(i) =
(a + li+1)γ

(i−1). Ýòî âîçìîæíî òîëüêî, êîãäà li+1 = −a 6= 0. Ïîýòîìó èëè li = 0
èëè xi = 0. ×åãî íå ìîæåò áûòü, òàê êàê xi > xi+1 ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, ìû
ïîêàçàëè, ÷òî γ(i−1) è γ(i+2) íå îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè.

Ïóñòü òåïåðü γ(i−1) è γ(i+m) íå îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè è îòíîñèòåëüíî óçëîâ
γ(i−1) è γ(i+m+1) ïðåäïîëîæèì, ÷òî îíè � áàçèñíûå. Òîãäà äëÿ ëþáîãî γ ∈ Γ
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë a è b

γ = aγ(i−1) + bγ(i+m+1) = aγ(i−1) + b(γ(i+m−1) + li+mγ(i+m)),

òî åñòü
γ − b · li+mγ(i+m) = aγ(i−1) + bγ(i+m−1).

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî γ(i−1) è γ(i+m−1) � áàçèñ ðåøåòêè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïî-
ëîæåíèþ èíäóêöèè. Òàêèì îáðàçîì γ(i−1) è γ(i+m+1) � íå áàçèñíûå óçëû. Çàìå-
÷àíèå äëÿ m ≥ 2 äîêàçàíî. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ çàìå÷àíèå äëÿ m ≤ −4,
åñëè ïðåäâàðèòåëüíî îáîçíà÷èòü ÷åðåç m = −m, j = i + 1−m. Òîãäà äëÿ γ(i−1)

è γ(i+m−2) óæå äîêàçàíî, ÷òî ýòè óçëû íå ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûìè äëÿ m ≥ 4. À
ýòî è äîêàçûâàåò çàìå÷àíèå 2 m ≤ −4.

Îêòàýäðàëüíûå è ýëëèïòè÷åñêèå ìèíèìóìû

Îïðåäåëåíèå 5. Äâà îêòàýäðàëüíûõ ìèíèìóìà η = (η1, η2) è η′ = (η′1, η
′
2),

η 6= η′� ñìåæíûå, åñëè îíè ïðèíàäëåæàò ðîìáó |x/a|+ |y/b| = 1 ñ íåêîòîðûìè
ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè a è b, âíóòðè êîòîðîãî îòñóòñòâóþò íåíóëåâûå óçëû
ðåøåòêè Γ.
Çàìå÷àíèå 3. Äâà ñìåæíûõ îêòàýäðàëüíûõ ìèíèìóìà η = (η1, η2) è η′ =
(η′1, η

′
2) ñîñòàâëÿþò áàçèñ ðåøåòêè Γ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü è η, η′ ∈ No(Γ) è η, η′ � ñìåæíûå óçëû. Ñîãëàñíî îïðå-
äåëåíèþ íàéäóòñÿ ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà a è b, äëÿ êîòîðûõ â ðîìáå
|x/a| + |y/b| = 1 íåò óçëîâ èç Γ′ è |η1/a| + |η2/b| = |η′1/a| + |η′2/b| = 1. Íå òåðÿÿ
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îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî η1, η
′
2 ≥ 0. Òàê êàê η è η′ ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî

ëþáîé óçåë γ ∈ Γ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

γ = αη1 + βη′, α = n + rα, β = m + rβ, n,m ∈ Z, −1

2
< rα, rβ ≤ 1

2
.

Òîãäà
γ(0) = γ − nη −mη′ ∈ No(Γ)

è γ(0), η, η′ � ñìåæíûå èëè γ(0) = (0, 0).
Äåéñòâèòåëüíî,

|γ(0)
1 /a|+|γ(0)

2 /b| = 1

a
|rαη1+rβη′1|+

1

b
|rαη2+rβη′2| ≤

1

2

( |η1|
a

+
|η2|
b

)
+

1

2

( |η′1|
a

+
|η′2|
b

)
= 1.

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî â äâóõ ñëó÷àÿõ. Ïåðâûé γ(0) = (0, 0), âòîðîé, êîãäà rα =
rβ = 1/2, sign (η1) = sign (η2).

Ðàññìîòðèì âòîðîé ñëó÷àé. Çäåñü γ(0) = 1
2
(η+η′) è γ(0) ñìåæåí ñ η, η′. Ïîâòî-

ðÿÿ ðàññóæäåíèÿ äëÿ óçëîâ γ(0) è η, ïîëó÷àåì, ÷òî γ(1) = 1
2
(η+γ(0)) = 3

4
η+ 1

2
η′ ∈

Γ′ èëè γ(1) = (0, 0). Åñëè γ(1) 6= (0, 0), òî óçåë γ(2) = −η + γ(1) = −1
4
η + 1

2
η′ íàðó-

øàåò ñìåæíîñòü óçëîâ η è η′, ïîñêîëüêó

|γ(2)
1 /a|+ |γ(2)

2 /b| =
∣∣∣∣
−η1

4a
+

η′1
2a

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
−η2

4b
+

η′2
2b

∣∣∣∣ ≤
1

4
+

1

2
< 1.

Ñëåäîâàòåëüíî γ(1) = (0, 0) èëè 3η + 4η′ = (0, 0), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëèíåéíîé
íåçàâèñèìîñòè óçëîâ η è η′. Òàêèì îáðàçîì, âòîðîé ñëó÷àé íå âûïîëíÿåòñÿ è
γ(0) = (0, 0) . Òåì ñàìûì ìû ïîêàçàëè, ÷òî rα = rβ = 0 è η, η′ � áàçèñ ðåøåòêè
Γ.

Òåîðåìà 1. Ñðåäè ëþáûõ ñìåæíûõ îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ õîòÿ áû îäèí
áóäåò îêòàýäðàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òî åñòü íàéäåòñÿ ïàðà γ(i), γ(i+1) /∈
Na(Γ). À òàê êàê No(Γ) ⊂ M(Γ), òî ñóùåñòâóþò èíäåêñû i0 è i1 (i0 < i < i +
1 < i1), äëÿ êîòîðûõ γ(i0), γ(i1) � ñìåæíûå îêòàýäðàëüíûå ìèíèìóìû. Ñîãëàñíî
çàìå÷àíèþ 3 îíè îáðàçóþò áàçèñ ðåøåòêè. À èç çàìå÷àíèé 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî
i1−i0 ≤ 2. Â äåéñòâèòåëüíîñòè i1−i0 ≥ i+2−(i−1) = 3. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû 1 è òîãî, ÷òî Ne(Γ) ⊂ No(Γ) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò
Òåîðåìà 2. Ñðåäè ëþáûõ ñìåæíûõ îòíîñèòåëüíûõ ìèíèìóìîâ õîòÿ áû îäèí
áóäåò ýëëèïòè÷åñêèì.
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