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Ã ë à â à I
Ïðîñòðàíñòâà

� 1 Ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà

Îïð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî X íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàí-
ñòâîì íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, åñëè â íåì îïðåäåëåíû ñëå-
äóþùèå îïåðàöèè

• óìíîæåíèå ýëåìåíòà íà ñêàëÿð: α · x = z ∈ X ∀α ∈ R, x ∈ X;

• ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ: x + y = z ∈ X ∀x, y ∈ X;

óäîâëåòâîðÿþùèå äëÿ ëþáûõ x, y, z ∈ X, α, β ∈ R àêñèîìàì:
1) x + y = y + x; 2) x + (y + z) = (x + y) + z; 3) α(βx) = (αβ)x;

4) α(x+y) = αx+αy; 5) (α+β)x = αx+βy; 6) 1 ·x = x; 7) ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò θ ∈ X òàêîé, ÷òî θ + x = x, 0 · x = θ ∀x ∈ X.

Ýëåìåíò θ íàçûâàåòñÿ íóëåì (íóëåâûì ýëåìåíòîì) X. Â äàëüíåé-
øåì áóäåì îáîçíà÷àòü åãî ïðîñòî 0.

Èñïîëüçóÿ ýòè îïåðàöèè ìîæíî ââåñòè ðàçíîñòü ýëåìåíòîâ: x−y =
x + (−1) · y è ïðîòèâîïîëîæíûé ïî çíàêó ýëåìåíò: −x = (−1) · x.

Åñëè â îïðåäåëåíèè âåùåñòâåííûå ÷èñëà çàìåíèòü íà êîìïëåêñ-
íûå, òî ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷è-
ñåë. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ëèíåéíûå ïðîñòðàí-
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ñòâà íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë è íàçûâàòü èõ ïðîñòî ëèíåéíûìè
ïðîñòðàíñòâàìè.

Î÷åâèäíûìè ïðèìåðàìè ëèíåéíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿþòñÿ
1) Rn � ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ âåêòîðîâ,
2) C[a, b] � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé,
3) P � ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ.
Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn

ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ýëåìåíò x âèäà

x =
n∑

i=1

cixi,

ãäå ci ∈ R, � êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîé êîìáèíàöèè.
Ýëåìåíòû x1, . . . , xn íàçûâàþòñÿ

� ëèíåéíî çàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ÷èñëà c1,. . . ,cn íå ðàâ-
íûå íóëþ îäíîâðåìåííî òàêèå, ÷òî

n∑

i=1

cixi = 0; (1.1)

� ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî åñòü, åñëè ðà-
âåíñòâî (1.1) âîçìîæíî òîëüêî ïðè ci = 0 (1 ≤ i ≤ n).

Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ n-ìåðíûì, åñëè

1) ñóùåñòâóþò n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà X;

2) ëþáûå n + 1 ýëåìåíòîâ X ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
X íàçûâàþò áàçèñîì X.

Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò áåñêîíå÷íîìåðíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî íà-
òóðàëüíîãî n ìîæíî óêàçàòü n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ýëåìåíòîâ ýòîãî
ïðîñòðàíñòâà.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
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1.1 ýëåìåíòû ëèíåéíî çàâèñèìû, åñëè è òîëüêî åñëè õîòÿ áû îäèí èç
íèõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé äðóãèõ;

1.2 åñëè {ei}n
1 � áàçèñ â X, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò ÷èñëà

ci, îïðåäåëÿåìûå åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òàêèå, ÷òî

x =
n∑

i=1

ciei. (1.2)

1.3 ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå n êîíå÷íîìåðíî è íàé-
òè åãî ðàçìåðíîñòü;

1.4 ïðîñòðàíñòâî C[a, b] áåñêîíå÷íîìåðíîå.

Ðàâåíñòâî (1.2) íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì ýëåìåíòà x ïî áàçèñó ei, ÷èñëà
ci � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó.

Îïð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî L íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîá-
ðàçèåì ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X, åñëè

αx + βy ∈ L ∀α, β ∈ R, x, y ∈ L.

Óïðàæíåíèå 1.5. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè L ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, òî
îíî ñîäåðæèò ëþáóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñâîèõ ýëåìåíòîâ.

Ï ð è ì å ð û.

1. Ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé � ëè-
íåéíîå ìíîãîîáðàçèå â C[a, b];

2. Ìíîæåñòâî òî÷åê âèäà (x1, x2, 0) � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â R3.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

1.6 ïðÿìàÿ (ïëîñêîñòü) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì âR2 (R3),
åñëè è òîëüêî åñëè îíà ïðîõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò;

1.7 ìíîæåñòâî {x ∈ C[a, b] :
∫ b
a x(t) dt = α, x(a) = β} ÿâëÿåòñÿ

ëèíåéíûì ìíîãîîáðàçèåì â C[a, b] òîëüêî ïðè α = β = 0.
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� 2 Íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà
Íîðìà ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïîíÿòèÿ ìîäóëÿ äëÿ ÷èñåë è äëèíû äëÿ
âåêòîðîâ.

Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ íîðìè-
ðîâàííûì, åñëè êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ X ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå
÷èñëî ‖x‖ ∈ R (íîðìà x) òàê, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå òðè àêñèîìû:

1) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 (àêñèîìà òðèâèàëüíîñòè);

2) ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ ∀α ∈ R, x ∈ X;

3) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ X (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà).

Ï ð è ì å ð û.

1. X = R3. Íîðìó ìîæíî ââåñòè ñëåäóþùèìè ñïîñîáàìè:

‖x‖ = max
1≤i≤3

|xi|; ‖x‖ =
3∑

i=1

|xi|; ‖x‖ =

√√√√
3∑

i=1

|xi|2;

Âûïîëíåíèå àêñèîì äëÿ ïåðâûõ äâóõ íîðì î÷åâèäíî. Äëÿ ïî-
ñëåäíåé 1-ÿ è 2-ÿ àêñèîìà î÷åâèäíà. Àêñèîìà 3 âûòåêàåò èç íåðà-
âåíñòâà Ìèíêîâñêîãî (6.7), êîòîðîå áóäåò äîêàçàíî ïîçæå.

2. C[a, b] � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé,

‖x‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

|x(t)| ∀x = x(t) ∈ C[a, b].

3. L1(a, b) � ìíîæåñòâî âñåõ èíòåãðèðóåìûõ ïî Ëåáåãó íà (a, b)
ôóíêöèé,

‖x‖L1(a,b) =
∫ b

a
|x(t)| dt ∀x = x(t) ∈ L1(a, b).
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4. Â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X ñ áàçèñîì e1, . . . , en

ìîæíî ââåñòè íîðìó

‖x‖c =
n∑

k=1

|ck|,

ãäå ci � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ýëåìåíòà x ïî áàçèñó {ei}
(ò.å. x =

∑n
k=1 ckek).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ,
ñîñòàâîì ñâîèõ ýëåìåíòîâ, âî-âòîðûõ, íîðìîé. Íà îäíîì è òîì æå ëè-
íåéíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïî ðàçíîìó ââîäèòü íîðìû è ñîîòâåò-
ñòâåííî ïîëó÷àòü ðàçíûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà.

Íàëè÷èå íîðìû ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó ýëåìåí-
òàìè x è y, êàê ÷èñëî

ρ(x, y) = ‖x− y‖.
Òîãäà åñòåñòâåííî íàçâàòü ìíîæåñòâî

Br(a) = {x ∈ X : ‖x− a‖ ≤ r}

øàðîì ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ X ðàäèóñà r > 0. Ìíîæåñòâî {x ∈ X :
‖x− a‖ < r} íàçûâàþò îòêðûòûì øàðîì.

Îêðåñòíîñòüþ òî÷êè íàçûâàåòñÿ ëþáîé îòêðûòûé øàð ñ öåíòðîì
â ýòîé òî÷êå.

Ïóñòü M ⊂ X. Òî÷êà x íàçûâàåòñÿ

� âíóòðåííåé òî÷êîé ìíîæåñòâà M , åñëè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü
x, ñîäåðæàùàÿñÿ â M ;

� ãðàíè÷íîé òî÷êîé ìíîæåñòâà M , åñëè â ëþáîé îêðåñòíîñòè x

ñóùåñòâóþò òî÷êè êàê ïðèíàäëåæàùèå M , òàê è íå ïðèíàäëå-
æàùèå M .

Ìíîæåñòâî âñåõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê M íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé M è îáî-
çíà÷àåòñÿ ∂M .

Ìíîæåñòâî M íàçûâàåòñÿ
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� îãðàíè÷åííûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî

‖x‖ ≤ C ∀x ∈ M ;

� îòêðûòûì, åñëè âñå åãî òî÷êè âíóòðåííèå;

� çàìêíóòûì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè.

Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî M = M ∪ ∂M .
Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

2.1 åñëè ìíîæåñòâî M ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì øàðå, òî îíî îãðà-
íè÷åíî;

2.2 ∂(M ∪N) ⊂ ∂M ∪ ∂N ;

2.3 M çàìêíóòî ⇐⇒ M = M ;

2.4 M ∪N = M ∪N .

� 3 Ñõîäèìîñòü â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ

Îïð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ýëåìåíòîâ íîðìèðî-
âàííîãî ïðîñòðàíñòâà X ñõîäèòñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ X, åñëè

‖xn − x‖ → 0 ïðè n →∞.

Ñèìâîëè÷åñêè ýòî çàïèñûâàåòñÿ xn → x èëè lim xn = x, ýëåìåíò x

íàçûâàþò ïðåäåëîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn.
Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

3.1 ïðåäåë åäèíñòâåíåí;

3.2 ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà;

3.3 íåïðåðûâíîñòü íîðìû: ‖xn‖ → ‖x‖, åñëè xn → x;

3.4 ìíîæåñòâî M çàìêíóòî ⇐⇒ èç óñëîâèé: xn ∈ M , xn → x âûòå-
êàåò x ∈ M (ò.å. M ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè).
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Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ è óïð. 2.3, 3.4 âûòåêàåò
ìíîæåñòâî M çàìêíóòî, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

(à) M ñîäåðæèò ñâîè ãðàíè÷íûå òî÷êè;

(á) M = M ;

(â) èç xn ∈ M , xn → x âûòåêàåò x ∈ M .

(à) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà, (á) è (â) ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å. Çàìêíóòîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå íîðìèðî-
âàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàþò ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X.

Ï ð è ì å ð û.

1. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â R2.

2. Ìíîæåñòâî L = {x ∈ C[a, b] :
∫ b
a x(t) dt = 0, x(a) = 0} ÿâ-

ëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â C[a, b]. Äåéñòâèòåëüíî, L

� ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â C[a, b] (óïð. 1.7). Îñòàëîñü äîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî L çàìêíóòî. Ïóñòü xn ∈ L, xn → x. Òàê êàê

‖xn − x‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

|x(t)− xn(t)| → 0, xn ∈ L,

òî

xn(a) → x(a) =⇒ x(a) = 0;∣∣∣∣
∫ b

a
xn(t) dt−

∫ b

a
x(t) dt

∣∣∣∣ ≤
∫ b

a
|xn(t) dt− x(t)| dt ≤

≤ max
t∈[a,b]

|x(t)− xn(t)|
∫ b

a
dt → 0 =⇒

∫ b

a
x(t) dt = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ L, ìíîæåñòâî L çàìêíóòî è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
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3. Ìíîæåñòâî âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ P ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìíîãîîáðà-
çèåì â C[a, b], íî íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì. Äåé-
ñòâèòåëüíî, îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

xn(t) =
n∑

k=0

tn

n!
.

Èç êóðñà ìàòåì. àíàëèçà (ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â ðÿä Òåéëîðà)
âûòåêàåò, ÷òî xn → et 6∈ P . Ïîýòîìó P íå çàìêíóòî è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íå ìîæåò áûòü ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Óïðàæíåíèå 3.5. Äîêàçàòü, ÷òî çàìûêàíèå ëèíåéíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Ââåäåì åùå îäíî ïîíÿòèå.
Îïð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî M1 ⊂ X ïëîòíî â M2 ⊂ X, åñëè

äëÿ ëþáîãî x ∈ M2 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ xn èç
M2 òàêàÿ, ÷òî xn → x.

Ïëîòíîñòü M1 â M2 îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò èç M2 ìîæíî
ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëèçèòü (àïïðîêñèìèðîâàòü) ýëåìåíòàìè èç
ìíîæåñòâà M1. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïëîòíî â
ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

3.6 M1 ïëîòíî â M2 ⇐⇒ ∀x ∈ M2, ε > 0 ∃xε ∈ K1: ‖x− xε‖ < ε;

3.7 åñëè M1 ïëîòíî â M2, M2 ïëîòíî â M3, òî M1 ïëîòíî â M3.

Èç îïðåäåëåíèÿ è óïðàæíåíèÿ 3.6 âûòåêàåò
ìíîæåñòâî M ïëîòíî â K, åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óñëîâèé:

(à) äëÿ ëþáîãî x ∈ K \M ñóùåñòâóåò xn ∈ M , xn → x;

(á) äëÿ ëþáîãî ε > 0, x ∈ K ñóùåñòâóåò xε ∈ M òàêîé, ÷òî ‖x−xε‖ ≤
ε;

(â) K ⊂ M .
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(à) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèåì ïëîòíîãî ìíîæåñòâà, (á) è (â) ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ.

� 4 Áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà

Îïð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1 ýëåìåíòîâ íîðìèðî-
âàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé, åñëè

‖xn − xm‖ → 0 ïðè n,m →∞.

Èç ñâîéñòâ ïðåäåëà ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûòåêàåò
Ýê â è â à ë å í ò í î å î ï ð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞n=1

ýëåìåíòîâ íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî

‖xn − xn+p‖ ≤ ε ∀n ≥ N, ∀p > 0.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

4.1 ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíäàìåíòàëüíà;

4.2 ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà;

4.3 åñëè {xn} ôóíäàìåíòàëüíà è ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü, òî {xn} ñõîäèòñÿ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü {xn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â íîðìèðîâàí-
íîì ïðîñòðàíñòâå X. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ ∈ (0, 1)
òàêàÿ, ÷òî

‖xn − xn+1‖ ≤ γ · ‖xn − xn−1‖ ∀n ≥ 2, (4.1)

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíàÿ.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (4.1) âûòåêàåò îöåíêà

‖xn − xn+1‖ ≤ Cγn, C = ‖x1 − x2‖ (ïðîâåðèòü!),
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èñïîëüçóÿ êîòîðóþ è íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì ïðè n < m

‖xn − xm‖ = ‖(xn − xn+1) + (xn+1 − xn+2) + . . . + (xm−1 − xm)‖ ≤
≤ ‖(xn − xn+1)‖+ ‖(xn+1 − xn+2)‖+ . . . + ‖(xm−1 − xm)‖ ≤

≤ Cγn(1 + γ + . . . + γm−1) ≤ Cγn
∞∑

k=1

γk = Cγn(1 + (1− γ)−1).

Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ïðè ñóììèðîâàíèè ðÿäà èñïîëüçîâàíî óñëîâèå
γ ∈ (0, 1). Ñëó÷àé m < n àíàëîãè÷åí. Â èòîãå ïîëó÷àåì

ρ(xn, xm) ≤ Cγmin{m,n}(1 + (1− γ)−1) → 0 ïðè n,m →∞.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Ëåììà äîêàçàíà.
Îïð å ä å ë å í è å. Ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè â íåì

ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ. Ïîëíîå íîð-
ìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàþò áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî ëþáàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ñõîäèòñÿ. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ýòî âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà, òî åñòü ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íîìåð-
íûå íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ïîëíûìè.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü X � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ
íåïðåðûâíûõ íà [−1, 1] ôóíêöèé c íîðìîé

‖x‖ =
∫ 1

−1
|x(t)| dt.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé

xn(t) =





0 ïðè − 1 ≤ t ≤ 0,√
nt ïðè 0 < t ≤ 1/n,

1 ïðè 1/n < t ≤ 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî xn ∈ C[−1, 1]. Ïîëîæèì

x(t) =

{
0 ïðè t ≤ 0,

1 ïðè t > 0.
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Òîãäà ïðè n →∞
∫ 1

−1
|x(t)− xn(t)| dt =

∫ 1/n

0
(1− nt) dx =

1
n
− 1

2n
→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖xn − xm‖ =
∫ 1

−1
|xm(t)− xn(t)| dt =

∫ 1

−1
|xm(t)− x(t) + x(t)− xn(t)| dt ≤

≤
∫ 1

−1
|xm(t)− x(t)| dt +

∫ b

a
|x(t)− xn(t)| dt → 0 ïðè n,m →∞,

òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Íî åå ïðåäåëüíûé
ýëåìåíò x íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà [a, b] ôóíêöèåé, òî åñòü x 6∈ X.
Ñëåäîâàòåëüíî, xn íå ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå X è, ïîýòîìó X íå
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâûì. Ýòî áóäåò äîêàçàíî â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Òå î ð åì à 4.1 (ïðèíöèï âëîæåííûõ øàðîâ). Ïóñòü X � áà-
íàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàðîâ {Bn} ⊂ X ðàäèóñà
rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

rn → 0, B1 ⊃ B2 ⊃ . . . ⊃ Bn ⊃ . . .

Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x ∈ X, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì
øàðàì Bn.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: xn � öåíòð, rn � ðàäè-
óñ øàðà Bn. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñõîäèòñÿ.
Åñëè m > n, òî

Bm ⊂ Bn =⇒ xm ∈ Bn =⇒ ‖xn−xm‖ ≤ rn → 0 ïðè n →∞, m > n.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖xn−xm‖ → 0 ïðè ëþáûõ n, m →∞. Çíà÷èò, ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Òàê êàê ïðîñòðàíñòâî X ïîëíîå,
òî xn → x ∈ X.
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Äîêàæåì, ÷òî x ïðèíàäëåæèò âñåì øàðàì Bn. Âîçüìåì ëþáîé øàð
Bn. Äëÿ ëþáîãî m > n èìååì

Bm ⊂ Bn =⇒ xm ∈ Bn =⇒ ‖xn − xm‖ ≤ rn

è èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, ïîëó÷àåì

‖x− xn‖ = ‖(x− xm) + (xm − xn)‖ ≤ ‖x− xm‖+ ‖xn − xm)‖ ≤
≤ ‖x− xm‖+ rn → rn ïðè m →∞.

Çíà÷èò, ‖x− xn‖ ≤ rn, òî åñòü x ∈ Bn.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî x � åäèíñòâåííàÿ òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ

âñåì øàðàì. Ïóñòü x′ � åùå îäíà òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì Bn.
Òîãäà

‖x− x′‖ ≤ ‖x− xn‖+ ‖x′ − xn‖ ≤ rn + rn → 0 ïðè n →∞.

Çíà÷èò, x = x′. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 5 Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó íîðìàìè
Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Åñëè X ⊂ Y , òî ãîâîðÿò,
÷òî X âëîæåíî â Y .

Î ï ð å ä å ë å í è å. Âëîæåíèå X ⊂ Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì,
åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖x‖Y ≤ C‖x‖X ∀x ∈ X.

Çäåñü ‖x‖X � íîðìà ýëåìåíòà x â ïðîñòðàíñòâå X, ‖x‖Y � â Y .
Ï ð è ì å ð. Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [a, b] ôóíêöèÿ èíòå-

ãðèðóåìà íà [a, b]. Çíà÷èò, C[a, b] ⊂ L1(a, b). Èç î÷åâèäíîé îöåíêè

‖x‖L1(a,b) =
∫ b

a
|x(t)| dt ≤ max

t∈[a,b]
|x(t)|

∫ b

a
dt = (b− a)‖x‖C[a,b]
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âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ C[a, b] ⊂ L1(a, b).
Â îäíîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïî ðàçíîìó ââîäèòü íîðìó.

Ïóñòü â X ââåäåíû äâå íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2. Íîðìà ‖ · ‖1 ïîä÷èíåíà
íîðìå ‖ · ‖2, åñëè ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖x‖1 ≤ C‖x‖2 ∀x ∈ X.

Ãðóáî ãîâîðÿ, ïîä÷èíåííàÿ � ýòî ìåíüøàÿ, áîëåå ¾ñëàáàÿ¿ íîðìà.
Íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êàæäàÿ

èç íèõ ïîä÷èíåíà äðóãîé. Î÷åâèäíî, ÷òî íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 ýêâè-
âàëåíòíû, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå α è β òàêèå,
÷òî

α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1 ∀x ∈ X,

òî åñòü, ëþáóþ íîðìó ìîæíî îöåíèòü ñíèçó è ñâåðõó ÷åðåç ýêâèâà-
ëåíòíóþ. Ýêâèâàëåíòíîñòü íîðì îáîçíà÷àþò ‖ · ‖1 ∼ ‖ · ‖2.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü α ∈ R. Òîãäà ‖x‖eα = max
t∈[a,b]

|eαtx(t)| � ýêâèâà-
ëåíòíàÿ íîðìà â ïðîñòðàíñòâå C[a, b]. Ýòî âûòåêàåò èç îöåíîê

‖x‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

|x(t)eαte−αt| ≤ C1 max
t∈[a,b]

|x(t)eαt| = C1‖x‖eα ,

‖x‖eα = max
t∈[a,b]

|eαtx(t)| ≤ C2 max
t∈[a,b]

|x(t)| = C2‖x‖C[a,b],

C1 = max
t∈[a,b]

|e−αt|, C2 = max
t∈[a,b]

|eαt|.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

5.1 åñëè X íåïðåðûâíî âëîæåíî â Y , òî èç óñëîâèÿ xn → x â X

âûòåêàåò xn → x â Y ;

5.2 åñëè ‖ · ‖1 ∼ ‖ · ‖2, ‖ · ‖2 ∼ ‖ · ‖3, òî ‖ · ‖1 ∼ ‖ · ‖3;

5.3 åñëè ‖ · ‖1 ∼ ‖ · ‖2, òî óñëîâèå xn → x ïî íîðìå ‖ · ‖1 ýêâèâàëåíòíî
xn → x ïî íîðìå ‖ · ‖2;

5.4 åñëè ‖ · ‖1 ∼ ‖ · ‖2, X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖1,
òî X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖ · ‖2.
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Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: íå ÿâëÿþòñÿ ëè âñå íîðìû â îä-
íîì è òîì æå ïðîñòðàíñòâå ýêâèâàëåíòíûìè? Ýòî îêàçûâàåòñÿ âåðíûì
òîëüêî â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

Òå î ð åì à 5.1. Â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýê-
âèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìû îïóñòèì. Åãî ìîæíî íàéòè â [?].
Ñëåäñòâèå 5.1. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî áàíàõîâî.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ

áàçèñîì e1, . . . , en ñ íîðìîé ‖ · ‖. Ââåäåì åùå îäíó íîðìó:

‖x‖c =
n∑

i=1

|ci| ïðè x =
n∑

i=1

|ci|, ci ∈ R.

Ïî òåîðåìå 5.1 íîðìû ‖ · ‖ è ‖ · ‖c ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî
äîêàçàòü, ÷òî X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ïî íîðìå ‖ · ‖c (óïð. 5.4).

Ïóñòü xk =
n∑

i=1

c
(k)
i ei � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òîãäà

‖xk − xm‖c =
n∑

i=1

|c(k)
i − c

(m)
i | → 0 ïðè k, m →∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ c(k) = (c(k)
1 , . . . , c

(k)
n ) �

ôóíäàìåíòàëüíàÿ â Rn è, çíà÷èò, îíà ñõîäèòñÿ: c(k) → c = (c1, . . . , cn) ∈
Rn. Ïîëàãàÿ x =

∑n
i=1 ciei, ïîëó÷àåì ‖xk−x‖c → 0, ò.å. ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü xk ñõîäèòñÿ. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå 5.2. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå íîð-

ìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü L � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãî-
îáðàçèå íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà L ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü, êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ
íîðìîé ïðîñòðàíñòâà X. Ïî ñëåäñòâèþ 5.1 L � áàíàõîâî ïðîñòðàí-
ñòâîì. Çíà÷èò, ìíîæåñòâî L çàìêíóòî. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ðàçíûå íîðìû íå îáÿçàòåëüíî
ýêâèâàëåíòíû.

Ï ð è ì å ð. Ââåäåì â C[a, b] äâå íîðìû:

‖x(t)‖C[a,b] = max
a≤t≤b

|x(t)|, ‖x(t)‖L1(a,b) =
∫ b

a
|x(t)| dt.

Äîêàæåì, ÷òî ‖ · ‖C[a,b] � íîðìà íå ïîä÷èíåíà ‖ · ‖L1 � íîðìå. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî (ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî) ÷èñëà C íàéäåòñÿ
ôóíêöèÿ x ∈ C[a, b] òàêàÿ, ÷òî

‖x‖C[a,b] > C‖x‖L1(a,b). (5.1)

Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì a = 0, b = 1. Ïóñòü

xn(t) =

{
n− n2t ïðè 0 ≤ t ≤ 1/n,

0 ïðè 1/n < t ≤ 1.

Òîãäà xn ∈ C[0, 1], ‖xn‖C[a,b] = n, ‖xn‖L1[0,1] = 1/2. Çíà÷èò, ïðè n >

C/2 ôóíêöèÿ xn óäîâëåòâîðÿåò (5.1). Ñëåäîâàòåëüíî, íîðìû íå ýêâè-
âàëåíòíû.

� 6 Íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà è Ìèíêîâñêîãî
Èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Þíãà

|ab| ≤ |a|p
p

+
|b|q
q

, ∀a, b ∈ R, p, q ∈ (1,+∞),
1
p

+
1
q

= 1. (6.1)

Ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè |a|p = |b|q.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî,

÷òî ôóíêöèÿ ϕ(t) = et ñòðîãî âûïóêëàÿ, òî åñòü

ϕ(αt1 + (1− α)t2) < αϕ(t1) + (1− α)ϕ(t2) ∀t1 6= t2, α ∈ (0, 1). (6.2)

Íåðàâåíñòâî (6.2) îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè ãðàôèêà
ôóíêöèè ϕ(t) ñ àáñöèññàìè t1 è t2, ëåæèò âûøå ñàìîãî ãðàôèêà. Èñ-
ïîëüçóÿ ñâîéñòâà ëîãàðèôìà è íåðàâåíñòâî (6.2), â êîòîðîì α = 1/p,
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1− α = 1/q, t1 = ln |a|p, t2 = ln |b|q, ïîëó÷àåì

|ab| = exp(ln |ab|) = exp(
1
p

ln |a|p +
1
q

ln |b|q) <

<
1
p
exp(ln |a|p) +

1
q
exp(ln |b|q) =

|a|p
p

+
|b|q
q

,

åñëè |a|p 6= |b|q. Åñëè |a|p = |b|q, òî (6.1) ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî.
Òå î ð åì à 6.1. Ïóñòü D � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî

èç Rn,
p, q ∈ (1,+∞),

1
p

+
1
q

= 1,

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà
∫

D
|f · g| dx ≤

(∫

D
|f |p dx

)1/p (∫

D
|g|q dx

)1/q

, (6.3)

êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ ôóíêöèé f è g, äëÿ êîòîðûõ èíòå-
ãðàëû, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü, ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äëÿ êðàòêîñòè, îáîçíà÷èì

‖f‖p =
(∫

D
|f |p dx

)1/p

, ‖g‖q =
(∫

D
|g|q dx

)1/q

.

Åñëè ‖f‖p = 0 ëèáî ‖g‖q = 0, òî (6.3) î÷åâèäíî. Ïóñòü ‖f‖p 6= 0,
‖g‖q 6= 0. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Þíãà, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

|f |
‖f‖p

|g|
‖g‖q

≤ |f |p
p‖f‖p

p
+

|g|q
q‖g‖q

q
,

èíòåãðèðóÿ êîòîðîå, èìååì
∫

D

|fg|
‖f‖p · ‖g‖q

dx ≤
∫

D

|f |p
p‖f‖p

p
dx +

∫

D

|g|q
q‖g‖q

q
dx =

1
p

+
1
q

= 1.

Èç ïîñëåäíåãî âûòåêàåò (6.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òå î ð åì à 6.2. Ïóñòü D � èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî

èç Rn, p ∈ (1, +∞). Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî
(∫

D
|f + g|p dx

)1/p

≤
(∫

D
|f |p dx

)1/p

+
(∫

D
|g|p dx

)1/p

, (6.4)
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êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ôóíêöèé f è g, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàëû, âõî-
äÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà, ñóùåñòâóþò è êîíå÷íû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî
∫

D
|f + g|p dx =

∫

D
|f + g| · |f + g|p−1 dx ≤

≤
∫

D
|f | · |f + g|p−1 dx +

∫

D
|g| · |f + g|p−1 dx. (6.5)

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà (6.3), â êîòîðîì g = |f + g|p−1, è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî (p− 1)q = p, ïîëó÷àåì

∫

D
|f | · |f + g|p−1 dx ≤

(∫

D
|f |p dx

)1/p (∫

D
|f + g|p dx

)1/q

.

Àíàëîãè÷íî
∫

D
|g| · |f + g|p−1 dx ≤

(∫

D
|g|p dx

)1/p (∫

D
|f + g|p dx

)1/q

.

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà ê (6.5), ïîëó÷àåì
∫

D
|f + g|p dx ≤

(∫

D
|f |p dx

)1/p (∫

D
|f + g|p dx

)1/q

+

+
(∫

D
|g|p dx

)1/p (∫

D
|f + g|p dx

)1/q

.

Ñîêðàùàÿ íà
(∫

D
|f + g|p dx

)1/q

è ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1−1/q = 1/p, ïîëó-
÷àåì (6.4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 6.3. Ïóñòü

p, q ∈ (0,+∞), 1/p+1/q = 1, a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn.

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà äëÿ ñóìì:

n∑

i=1

|aibi| ≤
(

n∑

i=1

|ai|p
)1/p (

n∑

i=1

|bi|q
)1/q

. (6.6)
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Òå î ð åì à 6.4. Ïóñòü

p ∈ (0,+∞), a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn.

Òîãäà èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî Ìèíêîâñêîãî äëÿ ñóìì:
(

n∑

i=1

|ai + bi|
)1/p

≤
(

n∑

i=1

|ai|p
)1/p

+

(
n∑

i=1

|bi|p
)1/p

. (6.7)

Íåðàâåíñòâà äëÿ ñóìì (6.6) è (6.7) äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàêæå, êàê
è ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà (6.3), (6.4) äëÿ èíòåãðàëîâ. Íàäî çíàê
èíòåãðàëà ïîìåíÿòü íà çíàê ñóììû, f ïîìåíÿòü íà ai, à g íà bi.

Óïðàæíåíèÿ.
6.1 Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà (6.6) è (6.7).

6.2 Äîêàçàòü îáîáùåíèå íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà äëÿ èíòåãðàëîâ
∫
|f1 · . . . · fm| dx ≤

≤
(∫

D
|f1|p1 dx

)1/p1

· . . . ·
(∫

D
|fm|pm dx

)1/pm

ïðè óñëîâèè 1/p1 + 1/p2 + . . . + 1/pm = 1 (ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé m = 3),

6.3 Ïóñòü p = q = 2. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ íåðàâåíñòâà Ãåëüäåðà äëÿ
èíòåãðàëîâ è ñóìì ïåðåõîäÿò â ðàâåíñòâî?

� 7 Ïðèìåðû íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ
Êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà
Â Rn, êàê ïðàâèëî, íîðìó ââîäÿò îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ

‖x‖p =

(
n∑

i=1

|xi|p
)1/p

(1 ≤ p < ∞); ‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|
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äëÿ âñåõ x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn. Âûïîëíåíèå àêñèîì 1, 2 íîðìû î÷åâèä-
íî. Àêñèîìà 3 (íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà) âûòåêàåò èç ñâîéñòâ ñóììû
(ìàêñèìóìà) äëÿ p = 1 (p = ∞) è èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî äëÿ
ñóìì (6.7) ïðè 1 < p < ∞. Îòìåòèì, ÷òî íîðìà ‖x‖2 � ýòî ¾îáû÷íàÿ¿
äëèíà âåêòîðà x.

Ìîæíî óêàçàòü ðÿä äðóãèõ íîðì â ïðîñòðàíñòâå Rn (óïð. 7.2 íè-
æå). Èñïîëüçóÿ íîðìû ïðîñòðàíñòâà Rn, ìîæíî ââîäèòü íîðìû â ëþ-
áîì äðóãîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå (óïð. 7.1).

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

7.1 â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå X ñ áàçèñîì {ei}n
1 ìîæíî

ââåñòè íîðìó ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖x‖ = ‖c‖Rn ∀x =
n∑

i=1

ciei, c = c(c1, . . . , cn) ∈ Rn,

ãäå ‖c‖Rn � íîðìà â Rn;

7.2 åñëè A � ìàòðèöà ðàçìåðà n× n, detA 6= 0, ‖ · ‖ � íîðìà â Rn,
òî ‖x‖A = ‖Ax‖ � òîæå íîðìà â Rn;

7.3 ‖x‖p → ‖x‖∞ ïðè p → +∞ (Ïîäñêàçêà: ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé: ‖x‖∞ = 1).

7.4 ×òî òàêîå øàð â ïðîñòðàíñòâå R2 (R3) ñ íîðìîé ‖x‖1? ‖x‖∞?

Ïðîñòðàíñòâî Cm

C[a, b] � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà [a, b] ôóíêöèé;
Cm[a, b] � ìíîæåñòâî âñåõ m-ðàç íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ íà
[a, b] ôóíêöèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî C0[a, b] = C[a, b], Cm[a, b] ⊂ Cn[a, b] ïðè m > n.
Íîðìó ââîäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

‖x‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

|x(t)|, ‖x‖Cm[a,b] =
m∑

k=0

‖x(k)‖C[a,b].
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Âûïîëíåíèå àêñèîì 1, 2 íîðìû î÷åâèäíî. Àêñèîìà 3 âûòåêàåò èç ñâîéñòâ
ìîäóëÿ è ìàêñèìóìà (ïðîâåðèòü!).

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà [7, � 31] èçâåñòíî, ÷òî ñõîäè-
ìîñòü

max
a≤t≤b

|x(t)− xn(t)| → 0 ïðè n →∞
ýêâèâàëåíòíà

xn(t) → x(t) ðàâíîìåðíî íà [a, b].

Òî åñòü ñõîäèìîñòü ïî íîðìå â C[a, b] � ýòî ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
íà [a, b]. Ñîîòâåòñòâåííî, ñõîäèìîñòü fn → f â Cm[a, b] ýêâèâàëåíòíà

x(k)
n (t) → x(k)(t) ðàâíîìåðíî íà [a, b], 0 ≤ k ≤ m.

Âëîæåíèå Cm[a, b] ⊂ Cn[a, b] íåïðåðûâíî ïðè m > n, ïðè÷åì

‖x‖Cn[a,b] ≤ ‖x‖Cm[a,b] ∀x ∈ Cm[a, b].

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîøè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ôóíêöèé [7, � 31] ïðîñòðàíñòâî C[a, b] áàíàõîâî. Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî Cm[a, b] òàêæå áàíàõîâî èñïîëüçóÿ ýòîò æå êðèòåðèé.

×åðåç C∞[a, b] îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç
äèôôåðåíöèðóåìûõ íà [a, b] ôóíêöèé. Îòìåòèì, ÷òî íåëüçÿ ââåñòè
íîðìó íà C∞[a, b] òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî (ñì. [3]).

Ïóñòü Ω ⊂ Rd (1 < d < ∞). Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ
ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé d-ïåðåìåííûõ Cm(Ω).

Ïðîñòðàíñòâà Ãåëüäåðà Cm
α

Ôóíêöèÿ x = x(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì
α ∈ (0, 1] íà [a, b], åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C òàêàÿ, ÷òî

|x(t1)− x(t2)| ≤ C|t1 − t2|α ∀t1,2 ∈ [a, b]. (7.1)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò t1,2.
Cα[a, b] � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ (7.1).
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Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü
x1, x2 ∈ Cα[a, b]. Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû C1 è C2 òàêèå, ÷òî

|x1(t1)−x1(t2)| ≤ C1|t1−t2|α, |x2(t1)−x2(t2)| ≤ C2|t1−t2|α ∀t1,2 ∈ [a, b].

Åñëè β1, β2 ∈ R, òî ôóíêöèÿ x = β1x1 + β2x2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

|x(t1)− x(t2)| =
∣∣β1

(
x1(t1)− x1(t2)

)
+ β2

(
x2(t1)− x2(t2)

)∣∣ ≤
≤ |β1| · |x1(t1)− x1(t2)|+ |β2| · |x2(t1)− x2(t2)| ≤
≤ |β1| · C1|t1 − t2|α + |β2| · C2|t1 − t2|α = C|t1 − t2|α,

ãäå C = |β1|C1 + |β2|C2. Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Cα[a, b].
Ïðè α = 0 ñ÷èòàþò Cα[a, b] = C[a, b].
Ïðîñòðàíñòâî Cα[a, b] ëåæèò ¾ìåæäó¿ C[a, b] è C1[a, b].
Òå î ð åì à 7.1. Åñëè 1 ≥ β > α > 0, òî

C1[a, b] ⊂ Cβ[a, b] ⊂ Cα[a, b] ⊂ C[a, b] (7.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè x = x(t) ∈ Cα[a, b], òî èç óñëîâèÿ Ãåëü-
äåðà (7.1) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè x íà
[a, b], çíà÷èò, x ∈ C[a, b], ñëåäîâàòåëüíî, Cα[a, b] ⊂ C[a, b].

Äîêàæåì, ÷òî Cβ[a, b] ⊂ Cα[a, b]. Ïóñòü x = x(t) ∈ Cβ[a, b]. Òîãäà
ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C1 òàêàÿ, ÷òî

|x(t1)− x(t2)| ≤ C1|t1 − t2|β = C1|t1 − t2|β−α|t1 − t2|α.

Òàê êàê β > α, òî |t1 − t2|β−α ≤ (b − a)β−α. Óñëîâèå (7.1), â êîòîðîì
C = C1(b− a)β−α, âûïîëíåíî. Çíà÷èò, x ∈ Cα[a, b], Cβ[a, b] ⊂ Cα[a, b].

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî C1[a, b] ⊂ Cβ[a, b]. Ïóñòü x = x(t) ∈ C1[a, b].
Òîãäà x′(t) íåïðåðûâíà íà [a, b] è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà. Ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå Ëàãðàíæà äëÿ ëþáûõ ÷èñåë t1, t2 ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òî÷êà
ξ, ëåæàùàÿ ìåæäó t1 è t2, òàêàÿ, ÷òî

x(t1)− x(t2) = x′(ξ)(t1 − t2).
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Çíà÷èò,

|x(t1)− x(t2)| ≤ |x′(ξ)| · |t1 − t2| ≤ ‖x′‖C[a,b]|t1 − t2| ∀t1, t2 ∈ [a, b].

Ñëåäîâàòåëüíî, x ∈ Cβ[a, b] è ïîýòîìó C1[a, b] ⊂ Cβ[a, b]. Òåîðåìà äî-
êàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Âëîæåíèÿ (7.2) ñòðîãèå, òî åñòü íè îäíî èç íèõ íå
ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì.

Èç (7.1) âûòåêàåò, ÷òî
|x(t1)− x(t2)|
|t1 − t2|α < C ∀t1, t2 ∈ [a, b], t1 6= t2. (7.3)

Çíà÷èò, âûðàæåíèå ñëåâà â (7.3) èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü

Kα(x) = sup
t1,2∈[a,b], t1 6=t2

|x(t1)− x(t2)|
|t1 − t2|α .

Ââåäåì íîðìó â Cα[a, b]

‖x‖Cα[a,b] = ‖x‖C[a,b] + Kα(x).

Èç îïðåäåëåíèÿ Kα(x) è ‖x‖Cα[a,b] âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ Cα[a, b]

Kα(x) � íàèìåíüøàÿ èç êîíñòàíò C, óäîâëåòâîðÿþùèõ (7.1);
|x(t1)− x(t2)| ≤ Kα(x)|t1 − t2|α ≤ ‖x‖Cα[a,b]|t1 − t2|α ∀t1,2 ∈ [a, b].

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

7.5 ‖ · ‖Cα[a,b] � íîðìà;
7.6 âëîæåíèÿ (7.2) íåïðåðûâíû (ïîäñêàçêà: ïîâòîðèòü ðàññóæäåíèÿ,

èñïîëüçîâàííûå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 7.2).

Ïðîñòðàíñòâî Cm
α [a, b] ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé x ∈ Cm[a, b], ÷üÿ m-

ÿ ïðîèçâîäíàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëüäåðà (7.1). Î÷åâèäíî, ÷òî
Cm

α [a, b] � ëèíåéíîå íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

‖x‖Cm
α [a,b] = ‖x‖Cm[a,b] + Kα

(
x(m)

)
≡ ‖x‖Cm−1[a,b] + ‖x(m)‖Cα[a,b].
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Òå î ð åì à 7.2. Åñëè n + β > m + α, α, β ∈ [0, 1), òî âëîæåíèå
Cn

β [a, b] ⊂ Cm
α [a, b] íåïðåðûâíî.

Óïðàæíåíèå 7.7. Äîêàçàòü òåîðåìó 7.2 (èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò
óïð. 7.6).

Òå î ð åì à 7.3. Ïðîñòðàíñòâî Cn
α [a, b], α ∈ [0, 1], n ≥ 0 áàíàõîâî.

Òå î ð åì à 7.4. C∞[a, b] ïëîòíî â Cn
α [a, b], α ∈ [0, 1], n ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî äâóõ ïîñëåäíèõ òåîðåì ìîæíî íàéòè â [1, 12].
Ç à ì å ÷ à í è ÿ.
1. Ïðîñòðàíñòâî Ãåëüäåðà Cm

α îáîçíà÷àþò åùå Cm,α ëèáî Cm+α.
2. Ïðè α = 1 óñëîâèå Ãåëüäåðà (7.1) íàçûâàþò óñëîâèåì Ëèïøèöà.

Ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp

Ïðîñòðàíñòâî Lp(a, b) (1 ≤ p < ∞) ñîñòîèò èç âñåõ èçìåðèìûõ íà (a, b)
ôóíêöèé x, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàë Ëåáåãà

∫ b

a
|x(t)|p dt

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Ïèøóò x(t) = y(t) â Lp(a, b), åñëè x(t) = y(t) ïî-
÷òè âåçäå íà [a, b]. Òî åñòü, ëþáàÿ ôóíêöèÿ, êàê ýëåìåíò Lp(a, b), îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòü äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü. Ïðîñòðàíñòâî Lp(a, b)
ëèíåéíîå.

Óïðàæíåíèå 7.8. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Lp(a, b) ëèíåéíîå
(ïîäñêàçêà: èç íåðàâåíñòâà |a + b|p ≤ 2p(|a|p + |b|p) ∀a, b ∈ R âûòåêàåò
óòâåðæäåíèå: åñëè x, y ∈ Lp(a, b), òî x + y ∈ Lp(a, b).)

Ââåäåì íîðìó â ïðîñòðàíñòâå Lp(a, b)

‖x‖Lp(a,b) =
(∫ b

a
|x(t)|p dt

)1/p

.
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Âûïîëíåíèå àêñèîì 1, 2 î÷åâèäíî, 3-ÿ àêñèîìà âûòåêàåò èç ñâîéñòâ
ìîäóëÿ è èíòåãðàëà ïðè p = 1 è èç íåðàâåíñòâà Ìèíêîâñêîãî (6.4) ïðè
p > 1.

Î÷åâèäíî, ÷òî C[a, b] ⊂ Lp(a, b) ïðè÷åì âëîæåíèå íåïðåðûâíî. Ýòî
âûòåêàåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà:

‖x‖Lp(a,b) ≤ max
t∈[a,b]

|x(t)|
(∫ b

a
dt

)1/p

= (b− a)1/p‖x‖C[a,b] ∀x ∈ C[a, b].

Òå î ð åì à 7.5. Âëîæåíèå Lp(a, b) ⊂ Lq(a, b) íåïðåðûâíî ïðè
p > q ≥ 1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñíà÷àëà âëîæåíèå Lp[a, b] ⊂ Lq[a, b].
Ïóñòü x ∈ Lp(a, b), p > q ≥ 1. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Þíãà (6.1), â
êîòîðîì a = |x|q, b = 1, p çàìåíÿåì íà p/q, q � íà p/(p− q), ïîëó÷àåì

|x|q ≤ q|x|p
p

+
p− q

p
.

Òàê êàê x ∈ Lp(a, b), òî ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðà-
âåíñòâà èíòåãðèðóåìà ïî (a, b), çíà÷èò è íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ â
ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà èíòåãðèðóåìà ïî (a, b), òî åñòü x ∈ Lq[a, b],
Lp[a, b] ⊂ Lq[a, b].

Îñòàëîñü äîêàçàòü íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàäî ïî-
ëó÷èòü îöåíêó

‖x‖Lq [a,b] ≤ C‖x‖Lp[a,b] ∀x ∈ Lp[a, b], (7.4)

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò x. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà
(6.3), â êîòîðîì x çàìåíÿåì íà |x|q, g � íà 1, p � íà p/q, q � íà
p/(p− q), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

∫ b

a
|x|q dt ≤

(∫ b

a
|x|p dt

)q/p (∫ b

a
dt

)1−q/p

∀x ∈ Lp(a, b),

èçâëåêàÿ èç êîòîðîãî êîðåíü q-é ñòåïåíè, ïîëó÷àåì (7.4) ñ C = (b −
a)1/q−1/p. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç C∞
0 (a, b) ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç C∞(a, b),

êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷åê a, b.
Òå î ð åì à 7.6. C∞

0 (a, b) ïëîòíî â Lp(a, b), 1 < p < ∞.

Òå î ð åì à 7.7. Ïðîñòðàíñòâî Lp(a, b), 1 < p < ∞ áàíàõîâî.
Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ òåîðåì ìîæíî íàéòè â [1, 11].
Óïðàæíåíèå 7.9. Äîêàçàòü, ÷òî âëîæåíèÿ C[a, b] ⊂ Lp(a, b) ⊂

Lq(a, b) ïðè p > q ≥ 1 ñòðîãèå.

� 8 Ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé
Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî.

Îïð å ä å ë å í è å. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈
DΦ ⊂ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò Φ(x) ∈ X íàçûâàåòñÿ îïåðàòî-
ðîì Φ, îïðåäåëåííûì íà DΦ ñî çíà÷åíèÿìè â X (ïèøóò Φ : DΦ → Y ).

Îï ð å ä å ë å í è å. Ëþáîå ðåøåíèå x ∈ X óðàâíåíèÿ

Φ(x) = x (8.1)

íàçûâàþò íåïîäâèæíîé òî÷êîé îïåðàòîðà Φ.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð Φ : D ⊂ X → X íàçûâàåòñÿ ñæèìà-
þùèì (ñæàòèåì) íà D, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî γ ∈ (0, 1):

‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ γ‖x− y‖ ∀x, y ∈ D. (8.2)

Ïîñòîÿííàÿ γ � êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ.
Ï ð è ì å ð. Ïóñòü ôóíêöèÿ f ∈ C1[a, b]. Èç ôîðìóëû Ëàãðàíæà

âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x1,2 ∈ [a, b] ñóùåñòâóåò òî÷êà ξ, ëåæàùàÿ
ìåæäó x1 è x2 òàêàÿ, ÷òî

|f(x1)− f(x2)| = |f ′(ξ)| · |x1 − x2|.
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Ïîýòîìó, åñëè |f ′(x)| < 1 íà [a, b], òî

|f ′(ξ)| ≤ γ = max
x∈[a,b]

|f ′(x)| < 1

è ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì íà [a, b]. Åñëè õîòÿ áû â îäíîé òî÷êå
x0 âûïîëíÿåòñÿ |f ′(x0)| > 1, òî f íå ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì.

Òå î ð åì à 8.1 (ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé). Ïóñòü
X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, D � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî èç X, îïå-
ðàòîð Φ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì:

(à) Φ : D → D, òî åñòü îòîáðàæåíèå Φ îïðåäåëåíî íà D, ïðè÷åì
Φ(x) ∈ D äëÿ ëþáîãî x ∈ D;

(á) Φ ñæàòèå íà D ñ êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ γ ∈ (0, 1).

Òîãäà Φ èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó x ∈ D, ïðè÷åì

‖x− xn‖ ≤ γn‖x− x0‖. (8.3)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}∞0 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè: xn = Φ(xn−1).
Â êà÷åñòâå x0 ìîæíî âçÿòü ëþáîé ýëåìåíò èç D.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó (à) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ñîäåð-
æèòñÿ â D. Çíà÷èò, ìîæíî èñïîëüçîâàòü óñëîâèå ñæàòèÿ

‖xn+1 − xn‖ = ‖Φ(xn)− Φ(xn−1‖ ≤ γ‖xn − xn−1‖ ∀n ≥ 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}ôóíäàìåíòàëüíà (ëåììà 4.1).
Òàê êàê X áàíàõîâî, òî xn → x. Òàê êàê D çàìêíóòî, òî x ∈ D. Â ñèëó
óñëîâèÿ ñæàòèÿ

‖Φ(x)− Φ(xn)‖ ≤ γ‖x− xn‖ → 0,

òî åñòü Φ(xn) → Φ(x) è ïîýòîìó, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ðàâåíñòâå xn =
Φ(xn−1), ïîëó÷àåì (8.1). Ñóùåñòâîâàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè äîêàçàíî.
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Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü x′ � åùå îäíà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà
èç D. Òîãäà

‖x′ − x‖ = ‖Φ(x′)− Φ(x)‖ ≤ γ‖x′ − x‖ < ‖x′ − x‖.

Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè x′ = x.
Îöåíêè (8.3) âûòåêàþò èç íåðàâåíñòâà

‖x− xn‖ = ‖Φ(x)− Φ(xn−1)‖ ≤ γ‖x− xn−1‖ ∀n ≥ 1.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å. Òåîðåìà 8.1 ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé, òàê êàê â íåé

ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.1). Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ ìîæíî âçÿòü ýëåìåíòû xn. Â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìà-
òèêå ïîäîáíûå ìåòîäû íàçûâàþò ìåòîäàìè ïðîñòîé èòåðàöèè, ëèáî
ïðîñòî èòåðàöèîííûìè. Îòìåòèì, ÷òî ñæèìàåìîñòü îïåðàòîðà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè xn ê òî÷íîìó ðåøåíèþ.

� 9 Ïðèëîæåíèÿ ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ îòîá-
ðàæåíèé

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
Ëþáîå àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå f(x) = b ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x = ϕ(x), (9.1)

åñëè ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàòü ôóíêöèþ ϕ, íàïðèìåð, ϕ(x) =
x + b− f(x). Ñëåäóÿ ìåòîäó ïðîñòûõ èòåðàöèé áóäåì èñêàòü ðåøåíèå
(9.1), êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

xn+1 = ϕ(xn) ∀n ≥ 0. (9.2)
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Ñëåäñòâèå 9.1. Ïóñòü

ϕ ∈ C1[a, b], ϕ : [a, b] → [a, b], |ϕ′(x)| ≤ γ < 1 ∀x ∈ [a, b].

Òîãäà óðàâíåíèå (9.1) èìååò íà îòðåçêå [a, b] åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x∗, ïðè÷åì

|x∗ − xn| ≤ γn|x∗ − x0|,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (9.2), â êà÷åñòâå x0

ìîæíî âçÿòü ëþáîå ÷èñëî èç [a, b].
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R ðàññìàò-

ðèâàåì, êàê íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé ‖x‖ = |x| ∀x ∈ R.
Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì èç [a, b] ⊂ R
â [a, b]. Èç óñëîâèÿ |ϕ′| ≤ γ âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîð ϕ ÿâëÿåòñÿ ñæà-
òèåì íà [a, b] ñ êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ γ (ñì. ïðèìåð â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå). Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ç àì å ÷ à í è å. Óòâåðæäåíèÿ ñëåäñòâèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè çàìå-
íèòü ìíîæåñòâî [a, b] íà (−∞, b] ëèáî [a,+∞), ëèáî (−∞, +∞).

Ï ð è ì å ð. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå x = cos(x/2) + 3. Ïîëîæèì
ϕ(x) = cos(x/2) + 3. Òîãäà |ϕ′(x)| = | sin(x/2)|/2 < 1/2 ∀x ∈ R. Çíà÷èò,
óðàâíåíèå x = cos(x/2)+3 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗ ∈ R, ïðè÷åì

|x∗ − xn| ≤ 1
2n
|x∗ − x0|,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè:

xn+1 = cos(xn/2) + 3 ∀n ≥ 0,

â êà÷åñòâå x0 ìîæíî âçÿòü ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî.
Ç àì å ÷ à í è å. Óñëîâèå |ϕ′(x)| ≤ γ < 1 íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì

äëÿ ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn.
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Ï ð è ì å ð. Ïðè ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äåéñòâèé
íà ÝÂÌ âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: âû÷èñëèòü √a èñïîëüçóÿ òîëü-
êî ýëåìåíòàðíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè. Äëÿ ýòîãî íàäî ðåøèòü
óðàâíåíèå

x2 = a (x > 0), (9.3)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî
x =

1
2

(
x +

a

x

)
.

Ôóíêöèÿ ϕ(x) = 1
2

(
x + a

x

)
íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùåé íà ìíîæåñòâå x >

0. Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn+1 =
1
2

(
xn +

a

xn

)

ñõîäèòñÿ ê √
a, ïðè÷åì ñõîäèìîñòü ìîíîòîííàÿ (áîëåå òîãî, âñå xn

ëåæàò ìåæäó √a è x0) ïðè ëþáîì âûáîðå x0 > 0.
Ç àì å ÷ à í è å. Óðàâíåíèå f(x) = b ìîæíî ðàçíûìè ñïîñîáàìè çà-

ïèñàòü â âèäå (9.1). Ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòûõ èòåðàöèé çàâèñèò
îò âûáîðà ôóíêöèè ϕ(x). Íàïðèìåð, çàïèøåì óðàâíåíèå (9.3) â âèäå
x = a/x. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn+1 = a/xn ðàñõîäèòñÿ, åñëè x0 6=

√
a.

Óïðàæíåíèÿ. Ïóñòü óðàâíåíèå (9.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x∗, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn îïðåäåëÿåòñÿ (9.2). Äîêàçàòü, ÷òî

9.1 åñëè |ϕ′(x∗)| < 1, òî xn → x∗, åñëè íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âû-
áðàòü äîñòàòî÷íî áëèçêèì ê x∗;

9.2 åñëè |ϕ′(x∗)| > 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ëèáî ðàñõîäèòñÿ, ëè-
áî ïðè íåêîòîðîì N âûïîëíÿåòñÿ xN = x∗;

Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ÑËÀÓ
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ),
çàïèñàííóþ â âèäå

x−Bx = b, (9.4)
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ãäå B � ìàòðèöà ðàçìåðà n× n, b, x ∈ Rn. Îáîçíà÷èì

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| ∀x ∈ Rn, ‖B‖1 = max
1≤j≤n

n∑

i=1

|aij |.

Óïðàæíåíèå 9.3. Äîêàçàòü, ÷òî ‖Bx‖1 ≤ ‖B‖1‖x‖1 ∀x ∈ Rn.
Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (9.4), êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

x(n+1) = Bx(n) + b ∀n ≥ 0. (9.5)

Ñëåäñòâèå 9.2. Ïóñòü ‖B‖1 < 1. Òîãäà óðàâíåíèå (9.5) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x∗, ïðè÷åì

‖x∗ − x(n)‖1 ≤ ‖B‖n
1 · ‖x∗ − x(0)‖1,

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x(n) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè (9.5), â êà÷åñòâå
x(0) ìîæíî âçÿòü ëþáîé âåêòîð èç Rn.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñèñòåìó (9.4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: x =
Φ(x), îïåðàòîð Φ : Rn → Rn äåéñòâóåò ïî ôîðìóëå: Φ(x) = Bx + b.
Èñïîëüçóÿ îöåíêó ‖Bx‖1 ≤ ‖B‖1‖x‖1 (óïð. 9.3), ïîëó÷àåì

‖Φ(x)− Φ(y)‖1 = ‖B(x− y)‖1 ≤ ‖B‖1‖x− y‖1 ∀x, y ∈ Rn.

Çíà÷èò, îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì íà Rn ñ êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ
γ = ‖B‖1. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé.
Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ç àì å ÷ à í è å.
1. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè x(n) → x∗

ÿâëÿåòñÿ: ¾âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû B ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
ìåíüøå åäèíèöû¿ (ñì. [12]).

2. Ñóùåñòâóåò áîëüøîå ÷èñëî èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ÑËÀÓ
Ax = b. Îíè îòëè÷àþòñÿ âûáîðîì ìàòðèöû B, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé
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çàäà÷à Ax = b çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (9.4). Ñàìûé ïðîñòîé ñïîñîá:
B = E −A, ãäå E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.

3. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû áîëåå âûãîäíû ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì
Ãàóññà, åñëè ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû äîñòàòî÷íî âûñîêà (áîëüøå 103 −
104). Ïðè n ≤ 100 − 250 îáû÷íî áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
Ãàóññà.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Âîëüòåððû
Ïóñòü k = k(t, s) ∈ C([0, T ] × [0, T ]). Òîãäà äëÿ ëþáîé x ∈ C[0, T ]
ôîðìóëà

y(t) =
∫ t

0
k(t, s)x(s) ds t ∈ [0, T ]

îïðåäåëÿåò íåïðåðûâíóþ íà [0, T ] ôóíêöèþ y = y(t). Ðàññìîòðèì ñëå-
äóþùåå óðàâíåíèå, îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè x = x(t)

x(t) +
∫ t

0
k(t, s)x(s) ds = y(t) t ∈ [0, T ]. (9.6)

Îíî íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððû.
Òå î ð åì à 9.1. Ïóñòü k ∈ C([0, T ] × [0, T ]), y ∈ C[0, T ]. Òî-

ãäà óðàâíåíèå (9.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ C[0, T ], ïðè÷åì
xn → x â C[0, T ], ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëà-
ìè

xn+1(t) = −
∫ t

0
k(t, s)xn(s) ds + y(t) ∀n ≥ 0,

â êà÷åñòâå x0 ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ôóíêöèþ èç C[0, T ].
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îáîçíà÷èì

µ = max
t,s∈[a,b]

|k(t, s)|, γ = (1− e−µT ), ‖x‖e−µ = max
t∈[0,T ]

|e−µtx(t)|.

Îòìåòèì, ÷òî ‖ · ‖e−µ ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé íîðìîé â C[0, T ] (ñì. � 5).
Îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ : C[0, T ] → C[0, T ], äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå
Φ(x) = z, ãäå

z(t) = −
∫ t

0
k(t, s)x(s) ds + y(t) t ∈ [0, T ], ∀x ∈ C[0, T ].
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Òîãäà óðàâíåíèå (9.6) ýêâèâàëåíòíî Φ(x) = x. Äîêàæåì, ÷òî Φ � ñæà-
òèå íà C[0, T ]. Ïóñòü x1,2 ∈ C[0, T ], x = x1 − x2, z = Φ(x1) − Φ(x2).
Òîãäà äëÿ ëþáîãî t ∈ [0, T ]

|z(t)| =
∣∣∣∣
∫ t

0
k(t, s)x(s) ds

∣∣∣∣ ≤
∫ t

0
|k(t, s)| · |x(s)e−µs| · eµs ds ≤

≤ µ‖x‖e−µ

∫ t

0
eµs ds = µ‖x‖e−µ

eµt − 1
µ

= ‖x‖e−µ

(
eµt − 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî,
∣∣z(t)e−µt

∣∣ ≤ ‖x‖e−µ

(
1− e−µt

) ≤ ‖x‖e−µ

(
1− e−µT

)
= γ‖x‖e−µ ,

=⇒ ‖z‖e−µ = max
t∈[0,T ]

∣∣z(t)e−µt
∣∣ ≤ γ‖x‖e−µ ,

=⇒ ‖Φ(x1)− Φ(x2)‖e−µ ≤ γ‖x1 − x2‖e−µ .

Òàê êàê γ ∈ (0, 1), òî îïåðàòîð Φ ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì íà C[0, T ]. Îñòà-
ëîñü ïðèìåíèòü ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Òåîðåìà äîêàçà-
íà.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ÎÄÓ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ:

x′(t) = f
(
t, x(t)

)
t ∈ [0, T ], x(0) = 0. (9.7)

Òå î ð åì à 9.2. Ïóñòü f(t, x) ∈ C([0, T ] × R), ñóùåñòâóåò ïî-
ñòîÿííàÿ µ òàêàÿ, ÷òî

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ µ|x1 − x2| ∀t ∈ [0, T ], x1,2 ∈ R. (9.8)

Òîãäà çàäà÷à Êîøè (9.7) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ C1[0, T ].
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ôóíêöèÿ x ∈ C1[0, T ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çà-

äà÷è (9.7), åñëè è òîëüêî åñëè x ∈ C[0, T ] è âûïîëíÿåòñÿ èíòåãðàëüíîå
óðàâíåíèå:

x(t) =
∫ t

0
f

(
s, x(s)

)
ds t ∈ [0, T ]. (9.9)
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ C1[0, T ] � ðåøåíèå (9.7), òî èíòåãðèðóÿ óðàâ-
íåíèå

x′(s) = f
(
s, x(s)

)

ïî s ∈ [0, t] è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå x(0) = 0, ïîëó÷àåì (9.9). Îáðàòíî, åñëè
x ∈ C[0, T ] � ðåøåíèå (9.9), òî äèôôåðåíöèðóÿ (9.9) ïî t, ïîëó÷àåì
x′ = f(t, x). Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ x(0) = 0 î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì,
íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (9.9).

Îïðåäåëèì îïåðàòîð Φ : C[0, T ] → C[0, T ] ïî ôîðìóëå Φ(x) = z,
ãäå

z(t) =
∫ t

0
f

(
s, x(s)

)
ds t ∈ [0, T ].

Òîãäà óðàâíåíèå (9.9) ìîæíî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå x = Φ(x). Ââåäåì
â C[0, T ] ýêâèâàëåíòíóþ íîðìó

‖x‖e−µ = max
t∈[0,T ]

|e−µtx(t)| ∀x ∈ C[0, T ].

Äîêàæåì, ÷òî Φ � ñæàòèå íà C[0, T ]. Ïóñòü x1,2 ∈ C[0, T ], x = x1−x2,
z = Φ(x1)−Φ(x2). Òîãäà èñïîëüçóÿ óñëîâèå (9.8), ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî
t ∈ [0, T ]

|z(t)| =
∣∣∣∣
∫ t

0
( f(s, x1)− f(s, x2) ) ds

∣∣∣∣ ≤
∫ t

0
µ|x1(s)− x2(s)| ds =

= µ

∫ t

0
|x(s)e−µs|eµs ds ≤ µ‖x‖e−µ

∫ t

0
eµs ds = µ‖x‖e−µ

eµt − 1
µ

.

Ïîëîæèì γ =
(
1− e−µT

)
. Òîãäà

∣∣z(t)e−µt
∣∣ ≤ ‖x‖e−µ

(
1− e−µt

) ≤ ‖x‖e−µ

(
1− e−µT

)
= γ‖x‖e−µ ,

=⇒ ‖z‖e−µ = max
t∈[0,T ]

∣∣z(t)e−µt
∣∣ ≤ γ‖x‖e−µ ,

=⇒ ‖Φ(x1)− Φ(x2)‖e−µ ≤ γ‖x1 − x2‖e−µ .

Òàê êàê γ ∈ (0, 1), òî Φ ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì íà C[0, T ]. Îñòàëîñü ïðèìå-
íèòü ïðèíöèï ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ç àì å ÷ à í è å. Ìîæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ (íî íå åäèí-
ñòâåííîñòü!) áîëåå ñëîæíûì ñïîñîáîì, â ñëó÷àå, êîãäà f íåïðåðûâíà
íà [0, T ]×R, ò.å. áåç óñëîâèÿ (9.8) (ñì., íàïð., [10]). Åñëè óñëîâèå (9.8)
íå âûïîëíåíî, òî çàäà÷à Êîøè ìîæåò èìåòü áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, ðåøåíèÿìè çàäà÷è x′(t) =

√
x(t) (t ≥ 0), x(0) = 0 ÿâëÿþòñÿ

x ≡ 0 è x(t) = t2/4.
Óïðàæíåíèå 9.4. Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèå (9.8) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

ïðîèçâîäíàÿ f ′x(t, x) ñóùåñòâóåò è îãðàíè÷åíà íà [0, T ]× R.

� 10 Ðÿäû è áàçèñ â íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ

Ïóñòü X � íîðìèðîâàíííîå ïðîñòðàíñòâî, {xk}∞1 ⊂ X. Ôîðìàëüíî,

ðÿäîì íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ñóììà
∞∑

k=1

xk.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç sn =
n∑

k=1

xk ÷àñòè÷íûå ñóììû ðÿäà.

Îïð å ä å ë å í è å. Ðÿä
∞∑

k=1

xk cõîäèòñÿ , åñëè ñõîäèòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü åãî ÷àñòè÷íûõ ñóìì, ò.å. sn → s ïðè n → ∞, s � ñóììà
ðÿäà.

Â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè, ðÿä
∑∞

k=1 xk áóäåì îáîçíà÷àòü
∑

xk.

Òå î ð åì à 10.1 (êðèòåðèé Êîøè). Äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäà
∑

xk

íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

∀ε > 0 ∃N > 0 :

∥∥∥∥∥
n+p∑

k=n+1

xk

∥∥∥∥∥ ≤ ε ∀n ≥ N, p > 0. (10.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ðÿä
∑

xk ñõîäèòñÿ.
Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì sn ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåí-
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òàëüíîé è, çíà÷èò,

∀ε > 0 ∃N > 0 : ‖sn+p − sn‖ ≤ ε ∀n ≥ N, p > 0. (10.2)

Òàê êàê

sn+p − sn =
n+p∑

k=n+1

xk, (10.3)

òî èç (10.2) âûòåêàåò (10.1).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (10.1). Òîãäà èç (10.3) âûòåêà-

åò (10.2), ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì sn ÿâëÿåòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíîé. Åñëè X áàíàõîâî, òî sn ñõîäèòñÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Åñëè ðÿä
∑

xk ñõîäèòñÿ, òî èç òåîðåìû 10.1 âûòåêàåò, ÷òî xk → 0.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ðÿä

∑
xk ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, åñëè ñõîäèòñÿ

÷èñëîâîé ðÿä
∑ ‖xk‖.

Òî÷íî òàêæå êàê è äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ, èç àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè
âûòåêàåò ¾îáû÷íàÿ¿ ñõîäèìîñòü.

Òå î ð åì à 10.2. Â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé àáñîëþòíî
ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõîäèòñÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî êðèòåðèþ Êîøè (äëÿ ÷èñëîâûõ ðÿäîâ)

∀ε > 0 ∃N > 0 :
n+p∑

k=n+1

‖xk‖ ≤ ε ∀n ≥ N, p > 0.

Òàê êàê
‖

∑
xk‖ ≤

∑
‖xk‖,

òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (10.1) è èç òåîðåìû 10.1 âûòåêàåò ñõîäèìîñòü
ðÿäà

∑
xk. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè â íîð-
ìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X ëþáîé àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ ðÿä ñõî-
äèòñÿ, òî ïðîñòðàíñòâî X áàíàõîâî (ñì. [12]).

Îï ð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ek} èç X íàçûâàåòñÿ áà-
çèñîì â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè
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(à) äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóþò ÷èñëà ck ∈ R òàêèå, ÷òî

x =
∞∑

k=1

ckek; (10.4)

(á) ðàâåíñòâî
∞∑

k=1

ckek = 0 âîçìîæíî òîëüêî ïðè ck = 0 (k = 1,∞).

Ðàâåíñòâî (10.4) íàçûâàþò ðàçëîæåíèåì x ïî áàçèñó ek, ÷èñëà ck

� êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó {ek}.
Óïðàæíåíèå 10.1. Äîêàçàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî

áàçèñó îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

� 11 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàí-
ñòâîì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû ýëåìåíòîâ
x, y ∈ X îïðåäåëåíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî (x, y) òàê, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå àêñèîìû

1) (x, y) = (y, x) ∀x, y ∈ X;

2) (αx + βy, z) = α(x, y) + β(y, z) ∀α, β ∈ R, x, y, z ∈ X;

3) (x, x) > 0 ∀x 6= 0.

×èñëî (x, y) íàçûâàþò ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ x è
y. Îòìåòèì, ÷òî èç àêñèîì 1, 2 âûòåêàåò

(z, αx + βy) = α(z, x) + β(z, y) ∀α, β ∈ R, x, y, z ∈ X.

Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî (x, 0) = (0, x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X.
Ïî àíàëîãèè ñ ìîäóëåì âåêòîðà, êîòîðûé ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç

ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ââåäåì íîðìó

‖x‖ =
√

(x, x). (11.1)
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Îíà íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâîé íîðìîé. Ïðîñòðàíñòâî â êîòîðîì íîðìà
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (11.1) íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì.

Àêñèîìà 1 íîðìû (11.1) âûòåêàåò èç àêñèîìû 3 ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ, àêñèîìà 2 � èç àêñèîìû 2. ×òîáû äîêàçàòü âûïîëíåíèå
àêñèîìû 3 íîðìû íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ îöåíêà.

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî: åñëè ‖x‖ =
√

(x, x), òî

|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ∀x, y ∈ X. (11.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(t) = ‖x+ty‖2 ∀t ∈ R.
Ñîãëàñíî àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

0 ≤ f(t) = t2‖y‖2 + 2t(x, y) + ‖x‖2 ∀t ∈ R.

Ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòíûì ìíîãî÷ëåíîì, ïîýòîìó îíà íåîòðè-
öàòåëüíàÿ òîëüêî ïðè óñëîâèè

D = 4(x, y)2 − 4‖x‖ · ‖y‖ ≤ 0 (D � äèñêðèìèíàíò f),

èç êîòîðîãî âûòåêàåò (11.2).
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Èñïîëüçóÿ (11.2), ïîëó÷àåì

‖x+y‖2 = (x+y, x+y) = (x, x+y)+(y, x+y) ≤ ‖x‖·‖x+y‖+‖y‖·‖x+y‖.

Ñîêðàùàÿ íà ‖x + y‖, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó.
Îòìåòèì ñëåäóþùóþ ïîëåçíóþ ôîðìóëó äëÿ åâêëèäîâîé íîðìû

‖x± y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 ± 2(x, y) ∀x, y ∈ X.

Ïîä÷åðêíåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíî, òî åñòü

(xn, yn) → (x, y) ïðè xn → x, yn → y.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî
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11.1 åñëè (x, z) = (y, z) äëÿ âñåõ z ∈ X, òî x = y;

11.2 ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íåïðåðûâíî;

11.3 ðàâåíñòâî â (11.2) âîçìîæíî, òîëüêî åñëè x, y ëèíåéíî çàâèñèìû
(ïîäñêàçêà: ïîäîáðàòü c ∈ R òàêîå, ÷òî ‖x + cy‖2 = 0);

11.4 êâàäðàò åâêëèäîâîé íîðìû ñòðîãî âûïóêëûé, òî åñòü

‖αx+(1−α)y‖2 < α‖x‖2 +(1−α)‖y‖2 ∀α ∈ (0, 1), x 6= y. (11.3)

(ïîäñêàçêà: ñíà÷àëà äîêàçàòü íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà è íåðàâåíñòâî Êîøè ab ≤ a2/2+b2/2).

Î ïð å ä å ë å í è å. Ïîëíîå åâêëèäîâîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ
ãèëüáåðòîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Òàêèì îáðàçîì, ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî � ýòî áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî ñ íîðìîé

√
(x, x).

Ï ð è ì å ð û.

1. Â Rn ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(x, y) =
n∑

i=1

xiyi ∀x, y ∈ Rn,

òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ¾îáû÷íûì¿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì x è y.
Ïðîñòðàíñòâî Rn ñ íîðìîé ‖ · ‖2 ÿâëÿåòñÿ åâêèäîâûì.

2. Ëþáîå êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî X � ñ áàçèñîì {ei}n
1 ÿâëÿ-

åòñÿ åâêëèäîâûì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y) =
n∑

i=1

cidi ∀x =
n∑

i=1

ciei, y =
n∑

i=1

diei

(ci è di � êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ x è y ïî áàçèñó {ei}).
3. Ïðîñòðàíñòâî L2(a, b) åâêëèäîâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x, y)L2(a,b) =
∫ b

a
x(t)y(t) dx ∀x, y ∈ L2(a, b).
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Âñå ýòè ïðîñòðàíñòâà ïîëíûå è, çíà÷èò, ÿâëÿþòñÿ ãèëüáåðòîâûìè.
Îòìåòèì, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå R2 (ëèáî R3) óãîë ϕ ìåæäó âåêòîðàìè

x è y îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

cosϕ =
(x, y)
|x| · |y| .

Âåêòîðà x è y îðòîãîíàëüíû, åñëè è òîëüêî åñëè, (x, y) = 0.
Ïî àíàëîãèè, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ óãëà è îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà.
Îïð å ä å ë å í è å. Ýëåìåíòû x, y åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà X îð-

òîãîíàëüíû (îáîçíà÷àåòñÿ x ⊥ y), åñëè (x, y) = 0. Óãëîì ìåæäó
ýëåìåíòàìè x è y íàçûâàåòñÿ óãîë ϕ òàêîé, ÷òî

ϕ ∈ [0, π], cosϕ =
(x, y)
|x| · |y| .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ x ⊥ y ⇐⇒ ϕ = π/2.

� 12 Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî ìíîæåñòâà

Îïð å ä å ë å í è å. Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè x ∈ X äî ìíîæåñòâà M

íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

dist (x,M) = inf
y∈M

‖x− y‖.

Ëåììà 12.1. Åñëè M çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X, òî

dist (x, M) = 0 ïðè x ∈ M,

dist (x, M) > 0 ïðè x 6∈ M.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî îïðåäåëåíèþ inf, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü yn ∈ M òàêàÿ, ÷òî ‖x−yn‖ → dist (x,M). Åñëè dist (x,M) =
0, òî yn → x, ïðè÷åì x ∈ M , òàê êàê M çàìêíóòî. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ç àì å ÷ à í è å. Åñëè ìíîæåñòâî M íå çàìêíóòî, òî óòâåðæäåíèå
ëåììû 12.1 íå âåðíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè M íå çàìêíóòî, òî ñóùå-
ñòâóåò òî÷êà x òàêàÿ, ÷òî x ∈ ∂M , x 6∈ M è òîãäà dist (x,M) = 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Îòðåçêîì [x, y] ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X íà-
çûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

[x, y] =
{

αx + (1− α)y : α ∈ [0, 1]
}

.

Åñëè X = R2 (R3), òî [x, y] � ¾îáû÷íûé¿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé
òî÷êè x, y ∈ R2 (R3) (ïðîâåðèòü!).

Î ïð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îíî
ñîäåðæèò ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà.

Ý ê â è â à ë å í ò í î å î ï ð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî M âûïóêëîå,
åñëè

αx + (1− α)y ∈ M ∀x, y ∈ M, α ∈ [0, 1].

Óïðàæíåíèå 12.1. Äîêàçàòü, ÷òî â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
ëþáîé øàð � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à êîëüöî íåò (êîëüöîì íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî âèäà: {x ∈ X : r ≤ ‖x− x0‖ ≤ R}, 0 < r < R, x0 ∈ X)

Îïð å ä å ë å í è å. Ýëåìåíò PM (x) ∈ M íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé
ýëåìåíòà x ∈ X íà ìíîæåñòâî M , åñëè

‖PM (x)− x‖ = dist (x,M).

Òî åñòü ïðîåêöèÿ � ýòî ñàìûé áëèçêèé ê x ýëåìåíò ìíîæåñòâà
M . Ïðîåêöèþ åùå íàçûâàþò íàèëó÷øèì ïðèáëèæåíèåì ýëåìåíòà x

ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà M .
Âîçíèêàåò âîïðîñ: êîãäà ïðîåêöèÿ ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà? Î÷å-

âèäíî, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íåîáõîäèìà çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà M .
Íàïðèìåð, â ïðîñòðàíñòâå R íå ñóùåñòâóåò ïðîåêöèè ÷èñëà 2 íà èí-
òåðâàë (0, 1). Äëÿ åäèíñòâåííîñòè íåîáõîäèìà âûïóêëîñòü ìíîæåñòâà.
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Íàïðèìåð, ïðîåêöèåé òî÷êè x0 íà êîëüöî {x ∈ X : r ≤ ‖x− x0‖ ≤ R}
ÿâëÿåòñÿ ëþáîé y òàêîé, ÷òî ‖y − x0‖ = r.

Òå î ð åì à 12.1. Ïóñòü M � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ PM (x) íà ìíîæåñòâî M

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Åñëè x ∈ M , òî
PM (x) = x. Ïóñòü x 6∈ M . Ïîëîæèì d = dist (x,M). Òàê êàê M çà-
ìêíóòî, òî d > 0 (ëåììà 12.1),

d ≤ ‖x− y‖ ∀y ∈ M.

Ïî îïðåäåëåíèþ d è inf äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò

yε ∈ M, inf
y∈M

‖x− y‖ ≤ ‖x− yε‖ ≤ inf
y∈M

‖x− y‖+ ε.

Ïîëàãàÿ ε = 1/n è îáîçíà÷àÿ yε = yn, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yn ∈ M, d ≤ ‖x− yn‖ ≤ d +
1
n

. (12.1)

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn}ôóíäàìåíòàëüíàÿ, òî åñòü ‖yn−
ym‖ → 0 ïðè n, m → ∞. Òàê êàê ìíîæåñòâî M âûïóêëîå, òî yn/2 +
ym/2 ∈ M . Çíà÷èò, d ≤ ‖x− (yn + ym)/2‖, ñëåäîâàòåëüíî,

4d2 ≤ ‖2x− yn − ym‖2. (12.2)

Çàïèøåì ðàâåíñòâî ïàðàëëåëîãðàììà (??) â âèäå

‖u− v‖2 = 2
(‖u‖2 + ‖v‖2

)− ‖u + v‖2.

Ïîëîæèì u = x− ym, v = x− yn. Èç îöåíîê (12.1), (12.2) âûòåêàåò

‖yn − ym‖ = 2‖x− ym‖2 + 2‖x− yn‖2 − ‖2x− ym − yn‖ ≤

≤ 2
(

d +
1
m

)2

+ 2
(

d +
1
n

)2

− 4d2 → 0 ïðè n,m →∞.
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Çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yn} ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Òàê êàê X ãèëü-
áåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, òî îíî ïîëíîå, çíà÷èò yn → y. Òàê êàê M çà-
ìêíóòî, òî y ∈ M . Ïåðåõîäÿ â (12.1) ê ïðåäåëó ïðè n →∞, ïîëó÷àåì
d = ‖x− y‖. Çíà÷èò, y = PM (x). Ñóùåñòâîâàíèå ïðîåêöèè äîêàçàíî.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâå ïðîåêöèè: y1,2 =
PM (x), y1 6= y2. Òîãäà ‖x − y1‖ = d, ‖x − y2‖ = d. Òàê êàê ìíîæåñòâî
M âûïóêëîå, òî (y1/2 + y2/2) ∈ M , ñëåäîâàòåëüíî, d ≤ ‖x − (y1 +
y2)/2‖. Èñïîëüçóÿ ñòðîãóþ âûïóêëîñòü åâêëèäîâîé íîðìû (óïð. 11.4),
ïîëó÷àåì

d2 ≤
∥∥∥∥x− y1 + y2

2

∥∥∥∥
2

=
∥∥∥∥
x− y1

2
+

x− y2

2

∥∥∥∥
2

<
1
2
‖x−y1‖2+

1
2
‖x−y2‖2 = d2.

Ñëåäîâàòåëüíî, d2 < d2. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 13 Îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ

Îïð å ä å ë å í è å. Ýëåìåíò x åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåò-
ñÿ îðòîãîíàëüíûì ìíîæåñòâó L ⊂ X (îáîçíà÷àþò x ⊥ L), åñëè îí
îðòîãîíàëåí ëþáîìó ýëåìåíòó èç L, òî åñòü

(x, y) = 0 ∀y ∈ L.

Îïð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ê L ⊂ X ýëå-
ìåíòîâ íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì L⊥ ê ìíîæåñòâó L

L⊥ =
{

x ∈ X : x ⊥ L

}
≡

{
x ∈ X : (x, y) = 0 ∀y ∈ L

}
.

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî

(x, y) = 0 ∀x ∈ L, y ∈ L⊥.

Ï ð è ì å ð û.
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1. Åñëè L � ïðÿìàÿ â R2, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x = 0, òî L⊥ �
ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó x = 0, êîòîðàÿ îðòîãîíàëüíà
L. Äåéñòâèòåëüíî ïóñòü óðàâíåíèå L èìååò âèä a1x1 + a2x2 = 0,
ïðè÷åì a1 6= 0. Òîãäà

L =
{

(x1, x2) : x1 = −kx2, x2 ∈ R
}

, k = −a2/a1.

Åñëè y = (y1, y2) ∈ L⊥, òî

(x, y) = y1x1 + y2x2 = 0 ∀x = (x1, x2) ∈ L

⇐⇒ x2(−ky1 + y2) = 0 ∀x2 ∈ R.

Ïîëó÷èëè y2 = ky1 � ýòî óðàâíåíèå ïðÿìîé îðòîãîíàëüíîé L è
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ò. x = 0.

2. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèå â L2(a, b) ê ìíîæåñòâó ôóíêöèé

L =
{

x ∈ L2(a, b) :
∫ b

a
x(t) dt = 0

}

ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ôóíêöèé y = const ïî÷òè âåçäå íà (a, b).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü y ∈ L⊥. Ïîëîæèì

ỹ = y − C, C =
1

b− a

∫ b

a
y(t) dt.

Òîãäà
∫ b
a ỹ(t) dt = 0 è ïîýòîìó ỹ ∈ L. Äàëåå äëÿ ëþáîãî x ∈ L

0 = (x, y) =
∫ b

a
x(t) y(t) dt =

∫ b

a
x(t) (y(t)−C) dt =

∫ b

a
x(t) ỹ(t) dt.

Âûáèðàÿ x = ỹ, ïîëó÷àåì
∫ b
a ỹ2(t) dt = 0, çíà÷èò, ỹ = 0, x = C

ï.â. íà (a, b).

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

13.1 L ∩ L⊥ = {0};
13.2 L⊥ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî;
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13.3 L⊥ = (L)⊥.

Åñëè y ∈ R3 � ïðîåêöèÿ òî÷êè x ∈ R3 íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü
L, òî âåêòîð x− y îðòîãîíàëåí ýòîé ïëîñêîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò ñïðà-
âåäëèâ è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, åñëè ïëîñêîñòü
çàìåíèòü íà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Òå î ð åì à 13.1. Åñëè L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåð-
òîâà ïðîñòðàíñòâà X, òî

x− PL(x) ⊥ L ∀x ∈ X.

PL(x) � ïðîåêöèÿ x íà L.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïî òåîðåìå 12.1

ïðîåêöèÿ PL(x) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà (ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî

(x− PL(x), y) = 0 ∀y ∈ L.

Òàê êàê L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, PL(x) ∈ L, òî

PL(x) + λz ∈ L ∀λ ∈ R, z ∈ L.

Ïî îïðåäåëåíèþ ïðîåêöèè ‖x − PL(x)‖ ≤ ‖x − y‖ ∀y ∈ L. Ïîëàãàÿ
y = PL(x) + λz, ïîëó÷àåì äëÿ ëþáûõ λ ∈ R, z ∈ X

‖x− PL(x)‖2 ≤ ∥∥x− (
PL(x) + λz

)∥∥2 =
∥∥(

x− PL(x)
)− λz

∥∥2 =

= ‖x− PL(x)‖2 + λ2‖z‖2 − 2λ(x− PL(x), z)

=⇒ 0 ≤ λ2‖z‖2 − 2λ(x− PL(x), z) =⇒ λ(x− PL(x), z) ≤ 0.

Âûáèðàÿ λ = ±1, ïîëó÷àåì (x− PL(x), z) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 14 Ðàçëîæåíèå ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà íà
îðòîãîíàëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà

Ïóñòü M1,2 � ìíîæåñòâà ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X.
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Îïð å ä å ë å í è å. Åñëè êàæäûé ýëåìåíò x ∈ X ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå x = x1 + x2, ãäå x1,2 ∈ M1,2, òî ãîâîðÿò, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ
ñóììîé M1 è M2 (ïèøóò X = M1 + M2). Åñëè, äîïîëíèòåëüíî, ýëå-
ìåíòû x1,2 îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òî ãîâîðÿò, ÷òî X

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé M1 è M2 (ïèøóò X = M1 ⊕M2).

Òå î ð åì à 14.1. Åñëè L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãèëüáåð-
òîâà ïðîñòðàíñòâà X, òî

X = L⊕ L⊥.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâèì â âèäå: x = y+z, ãäå y ∈ L, z ∈ L⊥.
Âîçüìåì ëþáîé x ∈ X è ïîëîæèì y = PL(x), z = x − PL(x). Òî-

ãäà x = y + z, y ∈ L. Â ñèëó òåîðåìû 13.1, z ⊥ L, òî åñòü z ∈ L⊥.
Ñóùåñòâîâàíèå ýëåìåíòîâ y è z äîêàçàíî. Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü.
Ïóñòü

x = y1 + z1 = y2 + z2, y1,2 ∈ L, z1,2 ∈ L⊥.

Òîãäà y1 − y2 = z2 − z1. Ñêàëÿðíî óìíîæàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå íà
(y1 − y2) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî (y1 − y2) ∈ L, (z2 − z1) ∈ L⊥, ïîëó÷àåì
‖y1 − y2‖2 = 0, òî åñòü y1 = y2. Òîãäà è z1 = z2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 14.1. Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå ïëîòíî â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå X, åñëè è òîëüêî åñëè L⊥ = {0} .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü L ïëîòíî â X. Âîçüìåì ëþáîé y ∈ L⊥.
Òîãäà ñóùåñòâóåò {yn} ⊂ L, yn → y. Òàê êàê yn ∈ L, y ∈ L⊥, òî
(yn, y) = 0, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, ïîëó÷àåì (y, y) = 0. Çíà÷èò, y = 0,
L⊥ = {0}.

Ïóñòü L⊥ = {0}. Òàê êàê L � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, òî L �
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (óïð. 3.5). Òîãäà X = L ⊕ (L)⊥. Òàê êàê
L⊥ = (L)⊥ (óïð. 13.3), òî (L)⊥ = {0} è ïîýòîìó X = L, ò.å. L ïëîòíî
â X. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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� 15 Äåêàðòîâî ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ

Îïð å ä å ë å í è å. Äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ïðîñòðàíñòâ X è Y

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

X × Y =
{

(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y

}
.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè X è Y ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà, òî X×Y òàêæå
ëèíåéíîå, ñî ñëåäóþùèìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæå-
íèÿ íà ñêàëÿð

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2), α(x1, y1) = (αx1, αy1)

äëÿ âñåõ x1,2 ∈ X, y1,2 ∈ Y , α ∈ R.
Åñëè X è Y íîðìèðîâàííûå, òî íà X × Y ìîæíî ââåñòè íîðìó,

íàïðèìåð, òàê

‖z‖X×Y = ‖x‖+ ‖y‖ ∀z = (x, y) ∈ X × Y. (15.1)

Åñëè ïðîñòðàíñòâà X è Y åâêëèäîâû, òî X × Y òàêæå áóäåò åâêëèäî-
âûì ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(z1, z2)X×Y = (x1, x2) + (y1, y2) ∀z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2). (15.2)

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

15.1 åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y íîðìèðîâàííûå, òî

‖z‖p = (‖x‖p + ‖y‖p)1/p (1 < p < ∞),

‖z‖∞ = max{‖x‖, ‖y‖} ∀z = (x, y)

áóäóò íîðìàìè â X × Y ýêâèâàëåíòíûìè (15.1);

15.2 åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y áàíàõîâû, òî X × Y òàêæå áóäåò áàíà-
õîâûì ñ íîðìîé (15.1);
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15.3 (15.2) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ äåêàðòîâîå ïðîèçâåäåíèå

X1 ×X2 × . . .×Xn.

Åñëè âñå ïðîñòðàíñòâà X1, . . . , Xn ðàâíû X, òî èõ äåêàðòîâîå ïðî-
èçâåäåíèå îáîçíà÷àþò Xn. Íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâî âåêòîð-ôóíêöèé
x = (x1, . . . , xn) òàêèõ, ÷òî xk ∈ C[a, b] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê
(C[a, b])n.

� 16 Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû. Îðòîãîíàëèçàöèÿ
Ãðàììà-Øìèäòà

Ïóñòü X � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî.
Îïð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà {ei}∞1 ⊂ X íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé,

åñëè (ei, ej) = 0 ïðè i 6= j.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ê îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå ïðèñîåäèíèòü íóëå-
âîé ýëåìåíò, òî ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îñòàíåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Â äàëü-
íåéøåì âñþäó ðàññìàòðèâàåì îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû, íå ñîäåðæàùèå
íóëåâîé ýëåìåíò, è ñïåöèàëüíî ýòî óñëîâèå îãîâàðèâàòü íå áóäåì.

Óïðàæíåíèå 16.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè x =
∑∞

i=1 xi, òî (x, y) =∑∞
i=1(xi, y) ∀y ∈ X.
Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Òå î ð åì à 16.1. Åñëè {ei} � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, òî

(à) èç óñëîâèÿ
∞∑

i=1

ciei = 0 âûòåêàåò ci = 0;

(á) åñëè x =
∞∑

i=1

ciei, òî

ci =
(x, ei)
‖ei‖2

. (16.1)
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü (á), òàê êàê (à) ÿâëÿåò-

ñÿ åãî î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì. Ïóñòü x =
∞∑

i=1

ciei. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, ei) =




∞∑

j=1

cjej , ei


 =

∞∑

j=1

cj (ej , ei) = ci(ei, ei),

èç êîòîðîãî âûòåêàåò (16.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò îðòîãîíàëüíûå áàçèñû, òàê êàê êî-

ýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî íèì íåñëîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëàì
(16.1). Èç ëþáîé ñèñòåìû ìîæíî ïîëó÷èòü îðòîãîíàëüíóþ, èñïîëüçóÿ
ñëåäóþùèé ïðîöåññ.

Ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàììà-Øìèäòà. Ïóñòü èìååòñÿ ñè-
ñòåìà {xi}∞1 , êîòîðóþ, äëÿ óïðîùåíèÿ, ñ÷èòàåì ëèíåéíî íåçàâèñèìîé.
Ïîëàãàåì e1 = x1. Ýëåìåíò e2 èùåì â âèäå

e2 = x2 − λ21e1,

ãäå êîýôôèöèåíò λ21 âûáèðàåì èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè

0 = (e2, e1) = (x2, e1)− λ21‖e1‖2,

òî åñòü
λ21 =

(x2, e1)
‖e1‖2

.

Ïóñòü íàéäåíû e1, . . . , en−1. Èùåì en â âèäå:

en = xn −
n−1∑

i=1

λniei. (16.2)

Êîýôôèöèåíòû λni íàõîäèì èç óñëîâèé îðòîãîíàëüíîñòè:

0 = (en, ej) = (xn, ej)−
n−1∑

i=1

λni(ei, ej) = (xn, ej)−λnj(ej , ej) 1 ≤ j ≤ n−1.
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Ñëåäîâàòåëüíî,
λnj =

(xn, ej)
‖ej‖2

j = 1, n− 1. (16.3)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëàìè (16.2), (16.3) ÿâëÿ-
åòñÿ îðòîãîíàëüíîé.

Óïðàæíåíèå 16.2. Ïóñòü xn(t) = tn. Îðòîãîíàëèçèðîâàòü ñèñòåìó
{xn} â L2(−1, 1) (îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûìè 4 ýëåìåíòàìè).

Îòìåòèì, ÷òî èç (16.2) âûòåêàåò

xn = en +
n−1∑

i=1

λniei, (16.4)

òî åñòü xn ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ýëåìåíòîâ ei.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè {xi} áûëî áàçèñîì â X, òî {ei} áóäåò îðòîãî-
íàëüíûì áàçèñîì.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà {ei} íàçûâàåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé,
åñëè (ei, ej) = δij ,

δij =

{
1 ïðè i = j,

0 ïðè i 6= j.
� ñèìâîë Êðîíåêåðà

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ëþáîé îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû ìîæíî ñäåëàòü
îðòîíîðìèðîâàííóþ, åñëè ýëåìåíòû ei çàìåíèòü íà ei/‖ei‖.

Ñëåäñòâèå 16.1. Â ëþáîì áåñêîíå÷íîìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âçÿòü ëþáóþ áåñêîíå÷íóþ ëèíåé-
íî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, îðòîãîíàëèçèðîâàòü åå ñ ïîìîùüþ ïðîöåññà
Ãðàììà-Øìèäòà è çàìåíèòü ei íà ei/‖ei‖.

� 17 Ðÿäû Ôóðüå
Ïóñòü {ei}∞1 � îðòîãîíàëüíàÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñèñòåìà.
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Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëà ci =
(x, ei)
‖ei‖2

íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè

Ôóðüå, ðÿä
∞∑

i=1

ciei � ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî ñèñòåìå {ei}.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè {ei} � áàçèñ â X, òî ðàçëîæåíèå x ïî áàçèñó
{ei} ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì Ôóðüå, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó
ðàâíû êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ýòî âûòåêàåò èç òåîðåìû 16.1 (á).

Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà M ⊂ X

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

SpanM =

{
n∑

i=1

αixi : αi ∈ R, xi ∈ M i = 1, n, n ∈ N
}

,

ãäå N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Òî åñòü SpanM � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ êîíå÷íûõ ëè-

íåéíûõ êîìáèíàöèé ýëåìåíòîâ èç M . Î÷åâèäíî, ÷òî SpanM � ëèíåé-
íîå ìíîãîîáðàçèå â X. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì (ò.ê. êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå
ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì).

Ìíîæåñòâî Ln = Span {ei}n
1 ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì

X. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó: íàèëó÷øèì îáðàçîì ïðèáëèçèòü x ýëåìåíòàìè
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Ln (òî åñòü íàéòè ïðîåêöèþ x íà Ln).
Ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé

Íàéòè ÷èñëà αi :

∥∥∥∥∥x−
n∑

i=1

αiei

∥∥∥∥∥ → min .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Ïîäîá-
íûå çàäà÷è ÷àñòî âîçíèêàþò â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.

Òå î ð åì à 17.1 (ñâîéñòâî ìèíèìàëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ Ôó-
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ðüå). Ïóñòü x ∈ X, Ln = Span {ei}n
1 , dn = dist (x, Ln). Òîãäà

dn = ‖x−
n∑

i=1

ciei‖, (17.1)

d2
n = ‖x‖2 −

n∑

i=1

c2
i ‖ei‖2 (17.2)

ãäå ci = (x, ei)/‖ei‖2 � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì (17.1). Ðàâåíñòâî (17.1) îçíà÷àåò

‖x−
n∑

i=1

ciei‖ = inf
y∈Ln

‖x− y‖ = inf
αi∈R

‖x−
n∑

i=1

αiei‖.

Íàéäåì αi äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóì íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè

ϕ(α) = ‖x−
n∑

i=1

αiei‖.

Èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû {ei}, ïîëó÷àåì

ϕ2(α) =

(
x−

n∑

i=1

αiei , x−
n∑

i=1

αiei

)
= ‖x‖2−2

n∑

i=1

αi(x, ei)+
n∑

i=1

α2
i ‖ei‖2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ìèíèìóì ϕ2, à çíà÷èò è ϕ, äîñòèãàåòñÿ íà ÷èñëàõ αi,
êàæäîå èç êîòîðûõ ìèíèìèçèðóåò ôóíêöèþ

ϕi(αi) = −2
n∑

i=1

αi(x, ei) +
n∑

i=1

α2
i ‖ei‖2.

Ìèíèìóì êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ϕi äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå

αi = (x, ei)/‖ei‖2,

òî åñòü αi = ci. Ôîðìóëà (17.1) äîêàçàíà. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (17.2)
äîñòàòî÷íî âîçâåñòè (17.1) â êâàäðàò è ðàñêðûòü âûðàæåíèå â ïðàâîé
÷àñòè, èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü {ei} è ðàâåíñòâî (x, ei) = ci‖ei‖2.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Óïðàæíåíèå 17.1.Íàéòè íàèëó÷øåå â L2(−1, 1) ïðèáëèæåíèå ôóíê-
öèé t10, et ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè 2 (èñïîëüçîâàòü óïð. 16.2).

Ñëåäñòâèå 17.1. Ïóñòü {ei}∞1 � îðòîãîíàëüíàÿ â X ñèñòåìà,
x ∈ X, ci � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x. Òîãäà

(à) ðÿä
∞∑

i=1

|ci|2‖ei‖2 ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Áåñ-
ñåëÿ ∞∑

i=1

|ci|2‖ei‖2 ≤ ‖x‖2; (17.3)

(á) åñëè äîïîëíèòåëüíî ‖ei‖2 ≥ γ > 0, òî cn → 0 è ðÿä
∞∑

n=1

|cn|2 ñõî-

äèòñÿ;

(â) åñëè m > n, òî ‖x−
n∑

i=1

ciei‖ ≥ ‖x−
m∑

i=1

ciei‖, òî åñòü ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ÷èñåë dn = ‖x−∑n
i=1 ciei‖ íå âîçðàñòàåò.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç íåðàâåíñòâà (17.2) âûòåêàåò îöåíêà
n∑

i=1

|ci|2‖ei‖2 ≤ ‖x‖2 ∀n ≥ 1,

èç êîòîðîé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (à).
(á) âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ (17.3).
Îñòàëîñü äîêàçàòü (â). Èç (17.2) ñëåäóåò ïðè m > n

d2
m = ‖x‖2 −

m∑

i=1

c2
i ‖ei‖ ≤ ‖x‖2 −

n∑

i=1

c2
i ‖ei‖ = d2

n.

(íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, òàê êàê â ïðàâîé ÷àñòè ìåíüøå îòðèöà-
òåëüíûõ ñëàãàåìûõ). Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (17.1) äëÿ
dm è dn. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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� 18 Ïîëíîòà îðòîãîíàëüíûõ ñèñòåì

Îïð å ä å ë å í è å. Îðòîãîíàëüíàÿ â X ñèñòåìà {ei} íàçûâàåòñÿ ïîë-
íîé, åñëè äëÿ âñåõ x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ-Ñòåêëîâà

∞∑

i=1

(x, ei)2 = ‖x‖2. (18.1)

Òå î ð åì à 18.1. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {ei} ïðîñòðàíñòâà X

ïîëíà, åñëè è òîëüêî åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â X, òî åñòü

x =
∞∑

i=1

ciei, ci =
(x, ei)
‖ei‖2

∀x ∈ X.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç (17.1) è (17.2) âûòåêàåò

‖x−
n∑

i=1

ciei‖2 = ‖x‖2 −
n∑

i=1

c2
i ‖ei‖2 = ‖x‖2 −

n∑

i=1

(x, ei)2.

(èñïîëüçîâàëè ôîðìóëó ci = (x, ei)/‖ei‖2). Èç ýòîãî ðàâåíñòâà î÷åâèä-
íûì îáðàçîì ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Òå î ð åì à 18.2. Îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà {ei} ïðîñòðàíñòâà X

ïîëíà, åñëè è òîëüêî åñëè ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà Span {ei}∞1 ïëîòíà â X.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàïîìíèì, ÷òî

Span {ei}∞1 =

{
n∑

i=1

αiei : αi ∈ R, n < ∞
}

.

Ïóñòü ñèñòåìà {ei}∞1 ïîëíàÿ. Òîãäà ïî òåîðåìå 18.1 îíà ÿâëÿåòñÿ áà-
çèñîì â X. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî L = Span {ei}∞1 ïëîòíî â
X. Ïóñòü x ∈ X \ L. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn =
n∑

i=1

ciei.
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Òîãäà xn ∈ L, xn → x ïðè n →∞. Çíà÷èò, L ïëîòíî â X.
Ïóñòü L = Span {ei}∞1 ïëîòíî â X. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà

{ei} ïîëíàÿ. Ïóñòü x ∈ X. Òàê êàê L ïëîòíî â X, òî äëÿ ∀ε > 0
ñóùåñòâóåò xε ∈ L òàêîé, ÷òî

‖x− xε‖ ≤ ε.

Òàê êàê xε ∈ L, òî xε =
N∑

i=1

αiei. Ïî ñâîéñòâó ìèíèìàëüíîñòè êîýôôè-

öèåíòîâ Ôóðüå

‖x−
N∑

i=1

ciei‖ ≤ ‖x−
N∑

i=1

αiei‖ = ‖x− xε‖ ≤ ε.

Ïî ñëåäñòâèþ 17.1 (â)

‖x−
n∑

i=1

ciei‖ ≤ ‖x−
N∑

i=1

ciei‖ ∀n ≥ N.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ∀ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî

‖x−
n∑

i=1

ciei‖ ≤ ε ∀n ≥ N.

Çíà÷èò, ‖x−∑n
i=1 ciei‖ → 0 ïðè n →∞, òî åñòü x =

∑∞
i=1 ciei. Ñèñòåìà

{ei} ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â X è çíà÷èò îíà ïîëíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òå î ð åì à 18.3. Äëÿ ïîëíîòû îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû {ei} â

ïðîñòðàíñòâå X íåîáõîäèìî, à â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà X è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû ðàâåíñòâà

(x, ei) = 0 ∀i ≥ 1

âûïîëíÿëèñü òîëüêî ïðè x = 0

Ç àì å ÷ à í è å. Òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü åùå òàê: ¾Äëÿ ïîë-
íîòû îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìû {ei} â ïðîñòðàíñòâå X íåîáõîäèìî,
à â ñëó÷àå ãèëüáåðòîâà X è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ê íåé íåëüçÿ áûëî
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ïðèñîåäèíèòü íåíóëåâîé ýëåìåíò òàê, ÷òîáû ïîëó÷èâøàÿñÿ ñèñòå-
ìà îñòàëàñü îðòîãîíàëüíîé¿.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñèñòåìà {ei} ïîëíàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî
îíà áàçèñ. Åñëè ýëåìåíò x îðòîãîíàëåí âñåì ei, òî åãî êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ðàâíû íóëþ. Çíà÷èò è x = 0.

Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X ãèëüáåðòîâî, óñëîâèÿ (x, ei) = 0 âûïîëíÿ-
þòñÿ òîëüêî ïðè x = 0. Òîãäà (Span {ei}∞1 )⊥ = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî,
ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå Span {ei}∞1 ïëîòíî â X (ñëåäñòâèå 14.1). Ñè-
ñòåìà {ei} ïîëíàÿ ïî òåîðåìå 18.2. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ã ë à â à II
Ëèíåéíûå îïåðàòîðû

� 1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû ñ÷èòàåì, ÷òî X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðî-
ñòðàíñòâà. Ïóñòü DA ⊂ X.

Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈ DA ñòàâèò â ñîîò-
âåòñòâèå ýëåìåíò y = A(x) ∈ Y , íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì A, îïðåäå-
ëåííûì íà DA ñî çíà÷åíèÿìè â Y (ïèøóò A : DA → Y ).

DA � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ A,

Im (A) = {A(x) : x ∈ DA} � îáðàç îïåðàòîðà A,
Ker (A) = {x ∈ DA : A(x) = 0} � ÿäðî îïåðàòîðà A.

Ðàâåíñòâî A = B îçíà÷àåò, ÷òî DA = DB, A(x) = B(x) ∀x ∈ DA. Äëÿ
ëþáîãî ìíîæåñòâà M ⊂ DA îáîçíà÷àåì

A(M) = {A(x) : x ∈ DA}.

Îïåðàòîð A : DA → Y íàçûâàåòñÿ

� íóëåâûì, åñëè DA = X, Ax = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X (ïèøóò A = 0);

� åäèíè÷íûì, åñëè DA = X, Ax = x äëÿ âñåõ x ∈ X, åäèíè÷íûé
îïåðàòîð ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé E;
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� íåïðåðûâíûì â òî÷êå x0 ∈ DA, åñëè

A(xn) → A(x0) â Y ïðè xn → x0 â X, xn ∈ DA,

ò.å., åñëè {xn} � ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç DA, óäîâëåòâîðÿ-
þùàÿ óñëîâèþ ‖xn − x0‖ → 0, òî ‖A(xn)−A(x0)‖ → 0;

� íåïðåðûâíûì, åñëè îí íåïðåðûâåí â ëþáîé òî÷êå x0 ∈ DA;

� îãðàíè÷åííûì, åñëè îí îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà èç DA ïåðåâî-
äèò â îãðàíè÷åííûå, ò.å., åñëè ìíîæåñòâî M ⊂ DA îãðàíè÷åíî â
X, òî A(M) îãðàíè÷åíî â Y .

� ëèíåéíûì, åñëè

(a) DA � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå;
(b) A(α1x1 + α2x2) = α1A(x1) + α2A(x2) ∀α1,2 ∈ R, x1,2 ∈ DA.

Çíà÷åíèå ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A íà ýëåìåíòå x îáîçíà÷àþò

Ax = A(x).

Ïðîèçâåäåíèåì îïåðàòîðîâ A : DA → Y è B : Im (A) → Z íàçûâàåòñÿ
îïåðàòîð B ·A : DA → Z, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå:

(B ·A)(x) = B(Ax).

Ï ð è ì å ð û.

1. Ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ y = f(x), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå D ⊂
R, ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì A, äåéñòâóþùèì èç D ⊂ R â R ïî ôîðìó-
ëå A(x) = f(x). Åñëè f(x) = kx (k ∈ R), òî î÷åâèäíî, ÷òî D = R
è îïåðàòîð A ëèíåéíûé. Åñëè f(x) = sin(ex), òî A = (B · C),
C(x) = ex, B(y) = sin y.

2. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîé äèôôåðåíöèðóåìîé íà [a, b] ôóíê-
öèè x = x(t), ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå åå ïðîèçâîäíóþ x′ = x′(t) ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì èç C1[a, b] â C[a, b].
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Óïðàæíåíèÿ. Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð. Äîêàçàòü, ÷òî

1.1 åñëè x = 0, òî Ax = 0;
1.2 Im A � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå;
1.3 KerA � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå (ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, åñ-

ëè A íåïðåðûâåí);
1.4 åñëè Ax = 0 íà íåêîòîðîì øàðå, òî Ax = 0 âñþäó;
1.5 åñëè X � n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {ei}, Y � m-ìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {ηj}, òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
A : X → Y ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Ã ðàçìåðà m× n òàêàÿ, ÷òî

Ax =
m∑

j=1

bjηj , b = Ã · c ∀x =
n∑

i=1

ciei, c = (c1, . . . , cn) ∈ Rn.

(Ïîäñêàçêà: ìàòðèöà A ñîñòàâëÿåòñÿ èç êîýôôèöèåíòîâ ðàçëî-
æåíèÿ âåêòîðîâ Aei ïî áàçèñó {ηj}).

� 2 Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íåïðå-
ðûâíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ

Ëåììà 2.1. Åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí â òî÷êå x = 0, òî
îí íåïðåðûâåí.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A : DA → Y íåïðåðûâåí â òî÷êå x = 0.
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îí íåïðåðûâåí â ëþáîé x ∈ DA. Ïóñòü x ∈ DA,
xn ∈ DA, xn → x. Òîãäà

(xn − x) → 0 =⇒ Axn −Ax = A(xn − x) → 0 =⇒ Axn → Ax.

Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 2.2. Ïóñòü îïåðàòîð A : DA ⊂ X → Y ëèíåéíûé, ÷èñëî

r > 0,
Br ∩DA = {x ∈ DA : ‖x‖ ≤ r}.
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Òîãäà, åñëè ìíîæåñòâî A(Br ∩DA) îãðàíè÷åíî, òî îïåðàòîð A îãðà-
íè÷åííûé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèÿì ëåììû ñóùåñòâóåò ÷èñëî C > 0
òàêîå, ÷òî

‖Ax‖ ≤ C ∀x ∈ DA, ‖x‖ ≤ r

Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî A ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç DA ïåðåâî-
äèò â îãðàíè÷åííîå. Ïóñòü M � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç DA. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ÷èñëî R > 0 òàêîå, ÷òî ‖x‖ ≤ R ∀x ∈ M .
Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ M

∥∥∥ r

R
x
∥∥∥ ≤ r =⇒

∥∥∥Ax
r

R

∥∥∥ ≤ C =⇒ ‖Ax‖ ≤ CR

r
.

Òî åñòü ìíîæåñòâî A(M) îãðàíè÷åíî. Ëåììà äîêàçàíà.
Òå î ð åì à 2.1. Äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : DA → Y ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

(à) îïåðàòîð A íåïðåðûâåí;

(á) îïåðàòîð A îãðàíè÷åí;

(â) ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ β > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖Ax‖ ≤ β‖x‖ ∀x ∈ DA. (2.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì ïî ñõåìå (à) ⇒ (á) ⇒ (â) ⇒ (à).
(à) =⇒ (á). Ïóñòü A íåïðåðûâåí. Åñëè îí íåîãðàíè÷åí, òî ìíîæå-

ñòâî
A(B1 ∩DA) = {Ax : x ∈ DA, ‖x‖ ≤ 1}

íåîãðàíè÷åíî (åñëè îíî îãðàíè÷åíî, òî è îïåðàòîð A îãðàíè÷åí ïî
ëåììå 2.2). Çíà÷èò, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà C > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò
xc ∈ B1 ∩ DA, äëÿ êîòîðîãî ‖Axc‖ ≥ C. Ïîëàãàÿ C = n, ïîëó÷àåì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

xn ∈ DA, ‖xn‖ ≤ 1, ‖Axn‖ ≥ n.
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Îïðåäåëèì yn = xn/n. Òîãäà ‖yn‖ = ‖xn‖/n ≤ 1/n → 0, òî åñòü
yn → 0. Îäíàêî ‖Ayn‖ = ‖Axn‖/n ≥ 1, òî åñòü Ayn 6→ 0. Ïðîòèâîðå÷èå
ñ íåïðåðûâíîñòüþ A.

(á) =⇒ (â). Ïóñòü A îãðàíè÷åí. Òîãäà ìíîæåñòâî A(B1∩DA) îãðà-
íè÷åíî, òî åñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà β > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖Ax‖ ≤ β ∀x ∈ B1 ∩DA.

Âîçüìåì x ∈ DA, x 6= 0. Òîãäà x/‖x‖ ∈ B1 ∩DA. Çíà÷èò,
∥∥∥∥A

x

‖x‖

∥∥∥∥ ≤ β =⇒ ‖Ax‖ ≤ β‖x‖

(â) =⇒ (à). Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (2.1). Åñëè xn → x, òî (xn−x) → 0.
Èñïîëüçóÿ (2.1), ïîëó÷àåì

‖Axn −Ax‖ = ‖A(xn − x)‖ ≤ β‖xn − x‖ → 0.

Çíà÷èò, Axn → Ax, îïåðàòîð A íåïðåðûâåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïîíÿòèÿ îãðàíè÷åííî-

ñòè è íåïðåðûâíîñòè ýêâèâàëåíòíû. Ïîýòîìó, ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå
îïåðàòîðû ÷àñòî íàçûâàþò îãðàíè÷åííûìè.

Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíûé îïåðàòîð, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íåïðå-
ðûâíûì, íàçûâàþò íåîãðàíè÷åííûì.

Äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç îãðàíè÷åííîñòè íåïðåðûâíîñòü íå
âûòåêàåò. Íàïðèìåð, îïåðàòîð f : R → R, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìó-
ëàì f(x) = 1, åñëè x � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è f(x) = 0, åñëè x �
èððàöèîíàëüíîå, îãðàíè÷åí, íî íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íè â îäíîé
òî÷êå.

Óïðàæíåíèå 2.1. Ïóñòü îïåðàòîð A : DA → Y ëèíåéíûé. Ìíî-
æåñòâî M ⊂ DA èìååò õîòÿ áû îäíó âíóòðåííþþ òî÷êó, ìíîæåñòâî
A(M) îãðàíè÷åíî. Äîêàçàòü, ÷òî A îãðàíè÷åí (ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü
ñëó÷àé: M � øàð).
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� 3 Ïðîñòðàíñòâî L (X,Y ). Íîðìà îïåðàòîðà
L (X,Y ) � ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûé íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ,
îïðåäåëåííûõ âñþäó â X, ñî çíà÷åíèÿìè â Y ;

L (X) = L (X, X).

Î÷åâèäíî, ÷òî L (X, Y ) � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñî ñëåäóþùèìè îïå-
ðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð

(A+B)x = Ax+Bx, (αA)x = α(Ax) ∀x ∈ X, α ∈ R, A, B ∈ L (X,Y ).

Ââåäåì íîðìó. Èç òåîðåìû 2.1 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëèíåéíîãî íåïðåðûâ-
íîãî A âåëè÷èíà ‖Ax‖ îãðàíè÷åíà ïðè x ∈ DA, ‖x‖ = 1. Çíà÷èò, îíà
èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü.

Îïð å ä å ë å í è å. Íîðìîé ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà A :
DA ⊂ X → Y íàçûâàþò ÷èñëî

‖A‖ = sup
x∈S1∩DA

‖Ax‖, S1 = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}. (3.1)

Ïðîâåðèì àêñèîìû íîðìû (äëÿ L (X, Y )).

1. Åñëè ‖A‖ = 0, òî ‖Ax‖ = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X ñ ‖x‖ = 1. Âîçüìåì
ëþáîé y ∈ X, y 6= 0. Òîãäà ‖y/‖y‖‖ = 1, çíà÷èò, Ay/‖y‖ = 0 =⇒
Ay = 0 äëÿ âñåõ y ∈ X, ò.å. A = 0.

2. Ïóñòü α ∈ R, A ∈ L (X, Y ). Òîãäà

‖αA‖ = sup
x∈S1

‖αAx‖ = |α| sup
x∈S1

‖Ax‖ = α‖A‖.

3. Ïóñòü A, B ∈ L (X,Y ). Òîãäà

‖A + B‖ = sup
x∈S1

‖(A + B)x‖ ≤ sup
x∈S1

(‖Ax‖+ ‖Bx‖) ≤

≤ sup
x∈S1

‖Ax‖+ sup
x∈S1

‖Bx‖ = ‖A‖+ ‖B‖.
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Íîðìó ìîæíî òàêæå âû÷èñëÿòü ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì.
Ëåììà 3.1. Ïóñòü A : DA → Y ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé. Òîãäà

‖A‖ = sup
x∈DA, x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ ; (3.2)

‖A‖ � íàèìåíüøàÿ èç êîíñòàíò β,
óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.1); (3.3)

‖A‖ = sup
x∈DA, ‖x‖≤1

‖Ax‖. (3.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

S1 ∩DA = {x/‖x‖ : x ∈ DA, x 6= 0}
=⇒ ‖A‖ = sup

x∈DA∩S1

‖Ax‖ = sup
x∈DA, x 6=0

∥∥∥∥A
x

‖x‖

∥∥∥∥ = sup
x∈DA, x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ .

Ôîðìóëà (3.2) äîêàçàíà.
Èç (3.2) è îïðåäåëåíèÿ inf âûòåêàåò, ÷òî ‖A‖ � íàèìåíüøàÿ èç

êîíñòàíò β, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ‖Ax‖/‖x‖ ≤ β äëÿ
âñåõ x ∈ DA, x 6= 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî (3.3).

Îñòàëîñü äîêàçàòü (3.4). Èç (3.2) âûòåêàåò

‖A‖ = sup
x∈DA, x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ ≥ sup

x∈DA, x 6=0,‖x‖≤1

‖Ax‖
‖x‖ ≥ sup

x∈DA, ‖x‖≤1
‖Ax‖.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ‖A‖, ïîëó÷àåì

‖A‖ = sup
x∈DA, ‖x‖=1

‖Ax‖ ≤ sup
x∈DA, ‖x‖≤1

‖Ax‖.

Ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿåòñÿ (3.4). Ëåììà äîêàçàíà.
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ ‖A‖, òåîðåìû 2.1 è ëåììû 3.1

âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A.

1. Åñëè A íåïðåðûâåí, òî ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖ ∀x ∈ DA.

2. Åñëè ‖A‖ < +∞, òî A íåïðåðûâåí.
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3. Åñëè äîêàçàíî îäíî èç íåðàâåíñòâ

‖Ax‖ ≤ C‖x‖ ∀x ∈ DA;

‖Ax‖ ≤ C ∀x ∈ DA, ‖x‖ = 1,

òî A íåïðåðûâíûé, ïðè÷åì ‖A‖ ≤ C.

Óïðàæíåíèå 3.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A ∈ L (X, Y ), B ∈ L (Y, Z),
òî B ·A ∈ L (X,Z), ïðè÷åì ‖B ·A‖ ≤ ‖B‖ · ‖A‖.

� 4 Ïðèìåðû ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ
Îïåðàòîðû â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ
Ïóñòü A : Rn → Rm ëèíåéíûé îïåðàòîð. Òîãäà (óïð. 1.5) ñóùåñòâóåò
ìàòðèöà Ã ðàçìåðà m× n òàêàÿ, ÷òî

Ax = Ãx ∀x ∈ Rn.

Òî åñòü èçó÷åíèå ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ìàòðèö è âåêòîðîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî A

íåïðåðûâåí. Áîëåå òîãî, ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òå î ð åì à 4.1. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X êîíå÷íîìåðíî, òî ëþáîé

ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X � n�ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì

{ei}n
1 ; ‖ · ‖X è ‖ · ‖Y � íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî.

Ââåäåì â X åùå îäíó íîðìó

‖x‖c =
n∑

i=1

|ci| ∀x =
n∑

i=1

ciei, ci ∈ R.

Ïîëîæèì α = max{‖Aei‖Y : 1 ≤ i ≤ n}. Òàê êàê â êîíå÷íîìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå âñå íîðìû ýêâèâàëåíòíû, òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ β:
‖x‖c ≤ β‖x‖X ∀x ∈ X. Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ X

‖Ax‖Y =

∥∥∥∥∥A

(
n∑

i=1

ciei

)∥∥∥∥∥
Y

≤
n∑

i=1

|ci| · ‖Aei‖Y ≤ α‖x‖c ≤ αβ‖x‖X .
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Îòñþäà ïî òåîðåìå 2.1 âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü A. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Íîðìà îïåðàòîðà çàâèñèò îò òîãî êàêèì îáðàçîì ââåäåíû íîðìû â

ïðîñòðàíñòâàõ X è Y .
Ï ð è ì å ð. Ïóñòü X � ïðîñòðàíñòâî, ñîñòîÿùåå èç âåêòîðîâ

x ∈ Rn ñ íîðìîé ‖x‖1 =
∑ |xi|. Ââåäåì ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → X,

äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå Ax = Ã · x ∀x ∈ Rn, ãäå Ã = ((aij)) �
ìàòðèöà ðàçìåðà m× n. Äîêàæåì, ÷òî

‖A‖ = max
1≤j≤n

m∑

i=1

|aij |. (4.1)

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn, ‖x‖1 = 1

‖Ax‖1 =
m∑

i=1

|(Ax)i| =
m∑

i=1

∣∣∣∣∣∣

n∑

j=1

aijxj

∣∣∣∣∣∣
≤

m∑

i=1

n∑

j=1

|aij | · |xj | =

=
n∑

j=1

(
|xj |

m∑

i=1

|aij |
)
≤

n∑

j=1

|xj | max
1≤j≤n

m∑

i=1

|aij | = max
1≤j≤n

m∑

i=1

|aij |.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ ≤ max
1≤j≤n

m∑

i=1

|aij |.

Îñòàëîñü äîêàçàòü îáðàòíîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü max â (4.1) äîñòè-
ãàåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè j = 1. Ïîëîæèì x = (1, 0, . . . , 0). Òîãäà

max
1≤j≤n

m∑

i=1

|aij | =
m∑

i=1

|ai1| = ‖Ax‖1 ≤ ‖A‖ · ‖x‖1 = ‖A‖.

Óïðàæíåíèÿ. Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâà âåêòîðîâ èç Rn, îïå-
ðàòîð A òàêîé æå, êàê è â ïðèìåðå. Âû÷èñëèòü ‖A‖, åñëè
4.1 ‖x‖X = ‖x‖Y = ‖x‖∞ ≡ max |xi|;
4.2 ‖x‖X = ‖x‖1, ‖x‖Y = ‖x‖∞.

Ç àì å ÷ à í è å. Åñëè X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, òî èç ëè-
íåéíîñòè íå âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà. Íàïðèìåð, ðàññìîò-
ðèì îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ

∂

∂t
: DA → C[a, b],
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ãäå DA ⊂ C[a, b] � ìíîæåñòâî âñåõ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ
ôóíêöèé. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(t) = n−1 sin(nt). Òîãäà

‖xn‖C[a,b] =
1
n
→ 0,

∥∥∥∥
∂

∂t
xn

∥∥∥∥
C[a,b]

= max
t∈[a,b]

| cos(nt)| 6→ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Î÷åâèäíî, ÷òî
∂/∂t íåïðåðûâåí, êàê äåéñòâóþùèé èç C1[a, b] â C[a, b].

Èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû
Ïóñòü k = k(t, s) � çàäàííàÿ íà [a, b] × [a, b] ôóíêöèÿ, x = x(t) �
çàäàííàÿ íà [a, b] ôóíêöèÿ. Òîãäà ðàâåíñòâî

y(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds ∀t ∈ [a, b] (4.2)

îïðåäåëÿåò íà [a, b] ôóíêöèþ y = y(t), åñëè, ðàçóìååòñÿ, èíòåãðàë ñó-
ùåñòâóåò è êîíå÷åí äëÿ ëþáîãî t. Îïåðàòîð, êîòîðûé êàæäîé ôóíê-
öèè x(t) ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèÿ y(t), îïðåäåëÿåìóþ ôîðìóëîé
(4.2), íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç A, òî åñòü

Ax(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds ∀t ∈ [a, b]. (4.3)

Òå î ð åì à 4.2. Ïóñòü îïåðàòîð A îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.3).
Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ k = k(t, s) íåïðåðûâíà íà [a, b] × [a, b], òî A ∈
L (

C[a, b]
)
, ïðè÷åì

‖A‖L (C[a,b]) ≤ β = max
a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)| ds. (4.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî åñëè k ∈ C([a, b]×
[a, b]), x ∈ C[a, b], òî y = Ax ∈ C[a, b]. Ýòî âûòåêàåò èç êóðñà ìàòåì.
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àíàëèçà. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà èíòåãðàëà, ïîëó÷àåì

|Ax(t)| =
∣∣∣∣
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds

∣∣∣∣ ≤

≤
∫ b

a
|k(t, s)| · |x(s)| ds ≤ ‖x‖C[a,b]

∫ b

a
|k(t, s)| ds ∀t ∈ [a, b].

=⇒ ‖Ax‖C[a,b] ≤ α‖x‖C[a,b] ∀x ∈ C[a, b].

Çíà÷èò, îïåðàòîð A : C[a, b] → C[a, b] íåïðåðûâåí è âûïîëíÿåòñÿ îöåí-
êà (4.4). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 4.3. Ïóñòü îïåðàòîð A îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (4.3).
Òîãäà, åñëè k ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
, òî A ∈ L (

L2(a, b)
)
, ïðè÷åì

‖A‖L (L2(a,b)) ≤ β =

√∫ b

a

∫ b

a
k2(t, s) ds dt (4.5)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðèìåíèì íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà (6.3) ãë. I:

|Ax(t)|2 =
∣∣∣∣
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds

∣∣∣∣
2

≤

≤
∫ b

a
k2(t, s) ds · ‖x‖2

L2(a,b), ∀t ∈ [a, b], x ∈ L2(a, b) (4.6)

Òàê êàê k ∈ L2
(
(a, b)× (a, b)

)
, òî ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â ïðàâîé ÷àñòè

íåðàâåíñòâà, èíòåãðèðóåìàÿ ïî t ∈ (a, b). Çíà÷èò, è ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ
â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, èíòåãðèðóåìàÿ ïî t ∈ (a, b). Äîêàçàëè, ÷òî
Ax ∈ L2(a, b), ò.å. A : L2(a, b) → L2(a, b). Èíòåãðèðóÿ (4.6) ïî t ∈ (a, b),
ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ x ∈ L2(a, b)

∫ b

a
|Ax(t)|2 ds ≤ β2‖x‖2

L2(a,b) =⇒ ‖Ax‖L2(a,b) ≤ β‖x‖L2(a,b).

Ñëåäîâàòåëüíî, îïåðàòîð A : L2(a, b) → L2(a, b) íåïðåðûâåí è âûïîë-
íÿåòñÿ (4.5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèå 4.3. Ïóñòü k(t, s) íåïðåðûâíà íà [a, b] × [a, b]. Äîêà-
çàòü, ÷òî A ∈ L (

L1(a, b) , C[a, b]
)
è ïîëó÷èòü îöåíêó íîðìû.
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Òî÷íî òàêèìè æå ñâîéñòâàìè îáëàäàåò èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð A,
êîòîðûé êàæäîé ôóíêöèè n-ïåðåìåííûõ x(t1, . . . , tn) ñòàâèò â ñîîò-
âåòñòâèå ôóíêöèþ y = Ax òàêóþ, ÷òî

y(t1, . . . , tm) =
∫

D
k(t, s)x(s) ds t ∈ D. (4.7)

Çäåñü D � ñâÿçíîå, îãðàíè÷åííîå, èçìåðèìîå ïî Ëåáåãó ìíîæåñòâî,
k = k(t1, . . . , tm, s1, . . . , sn) � ôóíêöèÿ m + n-ïåðåìåííûõ. Åñëè k ∈
L2(D ×D), òî A ∈ L (L2(D)); åñëè k ∈ C(D ×D), òî A ∈ L (C(D)).

Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
Îïðåäåëèì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð A ïîðÿäêà n ïî ôîðìóëå

Ax(t) =
n∑

k=0

ak(t)x(k)(t).

Ïóñòü ak(t) ∈ C[a, b]. Òîãäà A ∈ L (
Cn[a, b], C[a, b]

)
. Ýòî âûòåêàåò èç

î÷åâèäíîé îöåíêè

‖Ax‖C[a,b] = max
t∈[a,b]

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

ak(t)x(k)(t)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=0

max
t∈[a,b]

∣∣∣ak(t)x(k)(t)
∣∣∣ ≤

≤ α

n∑

k=0

max
t∈[a,b]

∣∣∣x(k)(t)
∣∣∣ = α‖x‖Cn[a,b]

(
α = max

0≤i≤n
max
t∈[a,b]

|ai(t)|
)

.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rd. Àíàëîãè÷íûì îá-
ðàçîì ââîäÿòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, îïðåäåëåííûå íà ôóíê-
öèÿõ d-ïåðåìåííûõ. Íàïðèìåð, îáùèé âèä ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëü-
íîãî îïåðàòîðà 2-ãî ïîðÿäêà:

Ay(x) =
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2y(x)
∂xi∂xj

+
d∑

i=1

bi(x)
∂y(x)
∂xi

+ c(x)y(x).

Åñëè ôóíêöèè ai,j , bj , c íåïðåðûâíû â Ω, òî A ∈ L (
C2(Ω), C(Ω)

)
.
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� 5 Îáðàòíûé îïåðàòîð
Ïóñòü A : DA ⊂ X → Y . Íàïîìíèì, ÷òî Im A ≡ {Ax : x ∈ DA} �
îáðàç îïåðàòîðà A.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A−1 : Im A → X íàçûâàåòñÿ ëåâûì
îáðàòíûì ê îïåðàòîðó A, åñëè

A−1Ax = x ∀x ∈ DA.

Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì,
åñëè Ax1 6= Ax2 ïðè x1 6= x2 (ò.å. A ðàçíûå òî÷êè ïåðåâîäèò â ðàçíûå).

Î÷åâèäíî, ÷òî îáðàòíûå îïåðàòîðû ñóùåñòâóþò òîëüêî ó âçàèìíî
îäíîçíà÷íûõ îïåðàòîðîâ.

Óïðàæíåíèå 5.1. Ïóñòü îïåðàòîð A ëèíååí. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè
ñóùåñòâóåò A−1, òî îí ëèíååí.

Íàïîìíèì, ÷òî ÿäðîì îïåðàòîðà A íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

KerA = {x ∈ DA : Ax = 0}.

Ñëåäóþùèå äâå òåîðåìû äàþò íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ è íåïðåðûâíîñòè îáðàòíîãî îïåðàòîðà.

Òå î ð åì à 5.1. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A èìååò ëåâûé îáðàòíûé,
åñëè è òîëüêî åñëè KerA = {0}.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñóùåñòâóåò A−1. Åñëè Ax0 = 0, òî
x0 = A−1(Ax0) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, KerA = {0}.

Ïóñòü KerA = {0}. Åñëè Ax1 = Ax2, òî

A(x1 − x2) = 0 =⇒ (x1 − x2) ∈ KerA =⇒ x1 − x2 = 0 =⇒ x1 = x2.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ax1 6= Ax2 ïðè x1 6= x2. Îïåðàòîð A âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûé, è ïîýòîìó ñóùåñòâóåò A−1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òå î ð åì à 5.2. Ïóñòü A : DA → Y . Îïåðàòîð A−1 : ImA → X

ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâåí, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò α > 0:

‖Ax‖ ≥ α‖x‖ ∀x ∈ DA. (5.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü A−1 : ImA → X ñóùåñòâóåò è íåïðå-
ðûâåí. Òîãäà, ïî òåîðåìå 2.1, íàéäåòñÿ ïîñòîÿííàÿ β > 0:

‖A−1y‖ ≤ β‖y‖ ∀y ∈ Im A. (5.2)

Ïîëàãàÿ y = Ax, ó÷èòûâàÿ, ÷òî A−1(Ax) = x, ïîëó÷àåì (5.1), â êîòî-
ðîì α = 1/β.

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ (5.1). Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî Ax = 0 ⇐⇒ x =
0. Çíà÷èò, KerA = {0}, îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò. Ïîëàãàÿ â (5.1)
x = A−1y, ïîëó÷àåì (5.2), â êîòîðîì β = 1/α. Ñëåäîâàòåëüíî, A−1

íåïðåðûâåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Óïðàæíåíèå 5.2. Äîêàçàòü, ÷òî èç (5.1) âûòåêàåò ‖A−1‖ ≤ 1/α

Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A : DA → Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâ-
íî îáðàòèìûì, åñëè ImA = Y è ëåâûé îáðàòíûé A−1 ñóùåñòâóåò,
íåïðåðûâåí è îïðåäåëåí íà âñåì Y .

Óïðàæíåíèå 5.3. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè A è B íåïðåðûâíî îáðàòèìû,
òî è B ·A íåïðåðûâíî îáðàòèì, ïðè÷åì

(B ·A)−1 = A−1B−1. (5.3)

Òå î ð åì à 5.3 (Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå). Ïóñòü X, Y

� áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîð A ∈ L (X, Y ) âçàèìíî îäíîçíà÷-
íî îòîáðàæàåò X íà âñå Y (ò.å. KerA = {0}, ImA = Y ). Òîãäà A

íåïðåðûâíî îáðàòèì.
Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [2, 4, 6, 12].
Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, DA ⊂

X, îïåðàòîð A : DA → Y ëèíååí è íåïðåðûâåí, KerA = {0}, DA è
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Im A � çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Òîãäà îïåðàòîð A−1 : ImA → DA

ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâåí.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé âûòåêàåò, ÷òî DA è ImA � ëè-

íåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Çíà÷èò, èõ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíûå áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Òîãäà
A ∈ L (DA, Im A) è, òàê êàê KerA = {0}, òî ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðå-
ìó Áàíàõà, ñîãëàñíî êîòîðîé îïåðàòîð A : DA → Im A íåïðåðûâíî
îáðàòèì. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèÿ.
5.4 Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîðû äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∂

∂t : X1 → Cn[a, b]
è ∂2

∂t2
: X2 → Cn[a, b], íåïðåðûâíî îáðàòèìû, åñëè X1 = {x ∈

Cn+1[a, b] : x(a) = 0}, X2 = {x ∈ Cn+1[a, b] : x(a) = x(b) = 0} �
ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé ‖ · ‖Cn+1[a,b].

5.5 Ïî÷åìó îïåðàòîð ∂2

∂t2
: X → C[a, b], X = {x ∈ C2[a, b] : x(a) = 0}

íå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì? Êàêèå ìîæíî äîáàâèòü óñëîâèÿ íà ïðî-
ñòðàíñòâî X, ÷òîáû ïîëó÷èòü íåïðåðûâíî îáðàòèìûé îïåðàòîð?

5.6 Ïóñòü îïåðàòîð A ∈ L (X, Y ) íåïðåðûâíî îáðàòèìûé. Äîêàçàòü,
÷òî åñëè îäíî èç ïðîñòðàíñòâ X èëè Y áàíàõîâî, òî äðóãîå òàêæå
áàíàõîâî.

� 6 Îïåðàòîðíûå óðàâíåíèÿ
Âñå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è, îïèñûâàåìûå óðàâíåíèÿìè,

A(x) = y (A : DA ⊂ X → Y ). (6.1)

Ï ð è ì å ð û.

1. Ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

fi(x1, . . . , xn) = yi i = 1,m
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çàïèñûâàåòñÿ â âèäå (6.1), åñëè ïîëîæèòü

X = Rn, Y = Rm, A(x) =
(

f1(x), . . . , fm(x)
)

∀x ∈ Rn.

Åñëè ñèñòåìà (6.1) ëèíåéíàÿ, òî è îïåðàòîð A áóäåò ëèíåéíûì.

2. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

µx(t) +
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds = y(t) ∀t ∈ [a, b].

Çäåñü x � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. ×èñëî µ ∈ R è ôóíêöèè k, y

çàäàíû. Ïîëàãàÿ

Ax(t) = µx(t) +
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds ∀t ∈ [a, b]

ïîëó÷àåì îïåðàòîðíîå óðàâíåíèå (6.1). Âûáîð ïðîñòðàíñòâ X, Y

çàâèñèò îò òîãî, â êàêîì êëàññå ìû èùåì ðåøåíèå x(t). Åñëè,
íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ x ∈ C[a, b], òî X = C[a, b], â êà÷åñòâå Y

ìîæíî òàêæå âçÿòü Y = C[a, b].

3. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

x′i(t) = fi(t, x1(t), . . . , xn(t)) t ∈ [0, T ], xi(0) = zi i = 1, n.

Ïîëàãàÿ

X =
{

(x1, . . . , xn) ∈ (C1[0, T ])n : xi(0) = 0 i = 1, n

}
,

Y = (C[0, T ])n × Rn,

Ax =
(
x′1 − f1(t, x) , . . . , x′n − fn(t, x), x1(0), . . . , xn(0)

)
,

ïîëó÷àåì (6.1), â êîòîðîì y = (0, . . . 0, z1, . . . , zn).

Óïðàæíåíèå 6.1. Çàïèñàòü çàäà÷ó:

x′′(t) = b(t)x′(t) + c(t)x(t) + y(t) t ∈ [a, b], x(a) = α, x(b) = β
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â âèäå (6.1) ñ ëèíåéíûì îïåðàòîðîì A

Îïð å ä å ë å í è å. Óðàâíåíèå (6.1) íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè
îïåðàòîð A ëèíååí. Ëèíåéíîå óðàâíåíèå (6.1) íàçûâàåòñÿ

� îäíîðîäíûì, åñëè y = 0,
� íåîäíîðîäíûì, åñëè y 6= 0.
Åñëè îïåðàòîð A èìååò ëåâûé îáðàòíûé, è îí íàì èçâåñòåí, òî

ðåøåíèå (6.1) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé x = A−1(y).
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì (ïî ïðàâîé ÷à-

ñòè), åñëè îíî íåïðåðûâíûì îáðàçîì çàâèñèò îò y. Óñòîé÷èâîñòü î÷åíü
âàæíà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷, òàê êàê â ðåàëüíîñòè èñõîä-
íûå äàííûå çàäà÷è èçâåñòíû, êàê ïðàâèëî, íå òî÷íî, à ïðèáëèæåííî.
Îòìåòèì íåñêîëüêî ïðè÷èí ýòîãî

1. Èñõîäíûå äàííûå y ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ¾èçìåðåíèé¿ (íàïðè-
ìåð, òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è ò. ä.). Ëþáîé èçìåðèòåëüíûé ïðè-
áîð èìååò ïîãðåøíîñòü.

2. Èñõîäíûå äàííûå y ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ äðóãîé çà-
äà÷è. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷ òî÷íî ðåøèòü íåëüçÿ (íàïðè-
ìåð, ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ëèáî äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé). Èõ ðåøàþò ïðèáëèæåííî.

3. Ïóñòü íàì y èçâåñòíî òî÷íî ïî êàêîé-òî ÿâíîé ôîðìóëå. Äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (6.1) èñïîëüçóåòñÿ ÝÂÌ. Òîãäà ëþáîå èððàöè-
îíàëüíîå ÷èñëî, âõîäÿùàÿ â y áóäåò çàìåíåíî íà êîíå÷íóþ äðîáü
(äåñÿòè÷íóþ, åñëè èñïîëüçóåòñÿ äåñÿòè÷íàÿ ñèñòåìà èñ÷èñëåíèÿ).

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è íåóñòîé÷èâî, òî íåáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü â èñ-
õîäíûõ äàííûõ ìîæåò ñèëüíî ïîâëèÿòü íà x, è, â èòîãå, ìû ïîëó÷èì
ðåøåíèå äàëåêîå îò ðåàëüíîãî.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ýêâèâàëåíòíà íåïðåðûâíîñòè ëåâîãî
îáðàòíîãî îïåðàòîðà A−1.
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Îïð å ä å ë å í è å. Óðàâíåíèå (6.1) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ðàçðå-
øèìûì íà ïàðå (X,Y ), åñëè äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y

(à) çàäà÷à (6.1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X;

(á) ðåøåíèå x ∈ X åäèíñòâåííî;

(â) ðåøåíèå óñòîé÷èâî.

Ç àì å ÷ à í è å. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (6.1) êîððåêòíî
ðàçðåøèìî, åñëè è òîëüêî åñëè îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì.

Çàäà÷à, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êîððåêòíî ðàçðåøèìîãî óðàâ-
íåíèÿ, íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé (ïî Àäàìàðó).

Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïðè-
âåäåíî â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òå î ð åì à 6.1. Ïóñòü îïåðàòîð A ëèíååí. Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

(à) åñëè óðàâíåíèå (6.1) èìååò ðåøåíèå, òî îíî åäèíñòâåííî;

(á) îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = 0 èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå x = 0.

Óïðàæíåíèå 6.2. Äîêàçàòü òåîðåìó 6.1
Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ.
Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 (íå çàâèñÿùàÿ îò x è y) òàêàÿ,

÷òî ëþáîå ðåøåíèå (6.1) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖x‖ ≤ C‖y‖. (6.2)

Íåðàâåíñòâî (6.2) íàçûâàþò àïðèîðíîé îöåíêîé ðåøåíèÿ.
Òå î ð åì à 6.2. Ïóñòü îïåðàòîð A ëèíååí è ñóùåñòâóåò ïîñòî-

ÿííàÿ C > 0 äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà (6.2). Òîãäà,
åñëè çàäà÷à (6.1) èìååò ðåøåíèå, òî îíî åäèíñòâåííî è óñòîé÷èâî.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü çàäà÷à (6.1) èìååò äâà ðåøåíèÿ x1,2.
Òîãäà Ax1,2 = y, ñëåäîâàòåëüíî, A(x1 − x2) = 0 è èç èç àïðèîðíîé
îöåíêè (6.2) âûòåêàåò ‖x1 − x2‖ ≤ C‖0‖ = 0, òî åñòü x1 − x2 = 0.
Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.

Äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü. Çàìåíÿÿ â (6.2) ýëåìåíò y íà Ax (íàïîì-
íèì, ÷òî x � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (6.1)), ïîëó÷àåì ‖x‖ ≤ C‖Ax‖. Çíà-
÷èò, îïåðàòîð A−1 ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâåí (òåîðåìà 5.2). Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 6.3. Ïóñòü X, Y áàíàõîâûå ïðîñòðàíñòâà, A ∈
L (X,Y ), çàäà÷à (6.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ëþ-
áîãî y ∈ Y . Òîãäà óðàâíåíèå (6.1) êîððåêòíî ðàçðåøèìî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð A íåïðåðûâ-
íî îáðàòèì. Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî Im A = Y , KerA = {0}.
Âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå. Çíà-
÷èò, îïåðàòîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñîãëàñíî òåîðåìå 6.3 èç ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåí-
íîñòè ðåøåíèÿ âûòåêàåò óñòîé÷èâîñòü. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ýòî âåðíî
òîëüêî äëÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ è òîëüêî â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

� 7 Ðåøåíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ¾ìàëîì¿

Òå î ð åì à 7.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, B ∈ L (X),
‖B‖ < 1. Òîãäà

(à) óðàâíåíèå
x−Bx = y. (7.1)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ëþáîãî y ∈ X, ïðè÷åì

‖x− xn‖ ≤ ‖B‖n‖x− x0‖ ∀n ≥ 0, (7.2)

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè xn =
Bxn−1 + y (n ≥ 1), â êà÷åñòâå x0 ìîæíî âçÿòü ëþáîé ýëåìåíò
ïðîñòðàíñòâà X;
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(á) îïåðàòîð E −B íåïðåðûâíî îáðàòèì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (à) Ââåäåì (íåëèíåéíûé) îïåðàòîð Φ : X →
X ïî ôîðìóëå: Φ(x) = Bx + y. Òîãäà (7.1) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ
Φ(x) = x. Òàê êàê

‖Φ(x1)− Φ(x2)‖ = ‖B(x1 − x2)‖ ≤ ‖B‖ · ‖x1 − x2‖ ∀x1,2 ∈ X,

òî, îïåðàòîð B ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì íà X ñ êîýôôèöèåíòîì ñæà-
òèÿ γ = ‖B‖. Óòâåðæäåíèÿ (à) âûòåêàþò èç ïðèíöèïà ñæèìàþùèõ
îòîáðàæåíèé (òåîðåìà 8.1 ãë. I).

Óòâåðæäåíèå (á) âûòåêàåò èç (à) è òåîðåìû 6.3. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü A,C ∈ L (X,Y ), ïðîñòðàíñòâà X, Y áàíàõîâû, îïåðà-

òîð A íåïðåðûâíî îáðàòèì. Òîãäà óðàâíåíèå

Ax− Cx = z (7.3)

ýêâèâàëåíòíî (7.1), â êîòîðîì B = A−1C, y = A−1z.
Óïðàæíåíèå 7.1. Ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã òåîðåìû 6.1 äëÿ çàäà÷è

(7.3). Ïîëó÷èòü àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé óðàâíåíèé (7.1) è (7.3).
Èç òåîðåìû 7.1 òàêæå âûòåêàåò, ÷òî îïåðàòîðû, äîñòàòî÷íî áëèç-

êèå ê íåïðåðûâíî îáðàòèìûì, òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòè-
ìûìè.

Ñëåäñòâèå 7.1. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðà-
òîð A ∈ L (X, Y ) íåïðåðûâíî îáðàòèì. Òîãäà ëþáîé îïåðàòîð C ∈
L (X, Y ), óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó: ‖A − C‖ < ‖A−1‖−1, òàê-
æå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî îáðàòèìûì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäñòàâèì C â âèäå:

C = E −A−1(A− C).

Òàê êàê
‖A−1(A− C)‖ ≤ ‖A−1‖ · ‖(A− C)‖ < 1,

òî C íåïðåðûâíî îáðàòèì ïî òåîðåìå 7.1. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
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� 8 Ðàçðåøèìîñòü èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ Ôðåä-
ãîëüìà 2-ãî ðîäà â ¾ìàëîì¿

Óðàâíåíèå

x(t)−
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds = y(t) t ∈ [a, b]. (8.1)

íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà. Çäåñü
x(t) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, k(t, s) è y(t) � çàäàííûå íà [a, b]× [a, b]
è [a, b] ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè. Îïðåäåëèì îïåðàòîð A ïî ôîðìóëå

Ax(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds ∀t ∈ [a, b].

Òîãäà (8.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

x−Ax = y.

Ïóñòü k(t, s) ∈ C
(
[a, b]× [a, b]

)
. Èùåì ðåøåíèå â C[a, b]. Îïåðàòîð A ∈

L (
C[a, b]

)
(òåîðåìà 4.2), ïðè÷åì

‖A‖L (C[a,b]) ≤ max
a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)| ds.

Òîãäà èç òåîðåìû 7.1 âûòåêàåò
Òå î ð åì à 8.1. Ïóñòü k(t, s) ∈ C

(
[a, b]× [a, b]

)
,

γ = max
a≤t≤b

∫ b

a
|k(t, s)| ds.

Òîãäà, åñëè γ < 1, òî äëÿ ëþáîãî y ∈ C[a, b] óðàâíåíèå (8.1) èìååò
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ C[a, b], ïðè÷åì

‖x− xn‖ ≤ γn‖x− x0‖, xn+1(t) =
∫ b

a
k(t, s)xn(s) ds + y(t).

Â êà÷åñòâå x0(t) ìîæíî âçÿòü ëþáóþ ôóíêöèþ èç C[a, b].

Óïðàæíåíèå 8.1. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé ‖k‖L2([a,b]×[a,b]) < 1. Ìîæíî
ëè ïðèìåíèòü òåîðåìó 7.1?
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Ã ë à â à III
Ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû

� 1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ
Íà ïðîòÿæåíèè âñåé ãëàâû ñ÷èòàåì, ÷òî X � íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ïóñòü Df � ìíîæåñòâî èç X.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Îòîáðàæåíèå, êîòîðîå êàæäîìó ýëåìåíòó x ∈
Df ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî f(x) ∈ R, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëîì
f , îïðåäåëåííûì íà Df (êðàòêî çàïèñûâàåòñÿ f : Df → R).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë � ýòî îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç X â
R, åñëè ðàññìàòðèâàòü R, êàê íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé
‖y‖ = |y| ∀y ∈ R. Ïîýòîìó äëÿ ôóíêöèîíàëîâ ñïðàâåäëèâû îïðåäåëå-
íèÿ ïðåäûäóùåé ãëàâû.

Ìíîæåñòâî Df íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà f .
Ðàâåíñòâî f = g îçíà÷àåò, ÷òî Df = Dg, f(x) = g(x) ∀x ∈ Df .
Ôóíêöèîíàë f : Df → R íàçûâàåòñÿ

� íåïðåðûâíûì â òî÷êå x ∈ Df , åñëè

f(xn) → f(x) ïðè xn → x,

òî åñòü, åñëè ‖xn − x‖ → 0, òî |f(xn)− f(x)| → 0;

� íåïðåðûâíûì, åñëè îí íåïðåðûâåí â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè ñâîåãî
îïðåäåëåíèÿ;
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� îãðàíè÷åííûì, åñëè îí îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà ïåðåâîäèò â
îãðàíè÷åííûå;

� ëèíåéíûì, åñëè Df � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå è

f(αx1 + βx2) = αf(x1) + βf(x2) ∀α, β ∈ R, x1, x2 ∈ Df .

Çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f íà ýëåìåíòå x ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü

〈f, x〉 = f(x).

Ï ð è ì å ð û.

1 Ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ íà Df ⊂ Rn ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-
íûì ôóíêöèîíàëîì, îïðåäåëåííûì íà Df . Åñëè f(x) = kx, òî
ýòî ôóíêöèîíàë ëèíååí.

2 Åñëè ôóíêöèÿ F : [a, b]× R× R íåïðåðûâíà, òî

f(x) =
∫ b

a
F (t, x(t), x′(t)) dt

� íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà C1[a, b]. Òàêèå
ôóíêöèîíàëû âîçíèêàþò â çàäà÷àõ âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ.

Óïðàæíåíèå 1.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè X � êîíå÷íîìåðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñ áàçèñîì {ei}n

1 , òî äëÿ ëþáîãî ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî
ôóíêöèîíàëà f : X → R ñóùåñòâóåò âåêòîð a = (a1, . . . , an) ∈ Rn

òàêîé, ÷òî

〈f, x〉 =
n∑

i=1

aici ∀x =
n∑

i=1

ciei.

Èç òåîðåìû 2.1 ãëàâû II âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1.1. Äëÿ ëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà f : Df ⊂ X → R

ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(à) ôóíêöèîíàë f íåïðåðûâåí;
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(á) ôóíêöèîíàë f îãðàíè÷åí;

(â) ñóùåñòâóåò α > 0 òàêàÿ, ÷òî |〈f, x〉| ≤ α‖x‖ ∀x ∈ Df .

Íîðìîé ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî ôóíêöèîíàëà f : Df ⊂ X → R
íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

‖f‖ = sup
x∈Df∩S1

|〈f, x〉|, S1 = {x ∈ X : ‖x‖ = 1}

Óïðàæíåíèå 1.2. Äîêàçàòü, ÷òî

‖f‖ = sup
x∈Df∩S1

〈f, x〉,

‖f‖ = sup
x∈Df , x 6=0

〈f, x〉
‖x‖ ,

‖f‖ = sup
x∈Df , ‖x‖≤1

〈f, x〉.

Â ïðèâåäåííûõ ôîðìóëàõ îïóùåí çíàê ìîäóëÿ. Ýòî íå îïå÷àòêà.
Èç ñëåäñòâèÿ 1.1 è óïð. 1.2 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 1.2. Ïóñòü ôóíêöèîíàë f : Df → R ëèíååí. Òîãäà,
åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé

(à) 〈f, x〉 ≤ C‖x‖ äëÿ âñåõ x ∈ Df ;

(á) 〈f, x〉 ≤ C äëÿ âñåõ x ∈ S1;

òî ôóíêöèîíàë f íåïðåðûâåí, ïðè÷åì ‖f‖ ≤ C.

Îïð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ôóíê-
öèîíàëîâ f : X → R íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì ê X ïðîñòðàíñòâîì è
îáîçíà÷àþò X∗.

Òàêèì îáðàçîì, X∗ ≡ L (X,R). Çíà÷åíèå f ∈ X∗ íà ýëåìåíòå x ∈ X

ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü
〈f, x〉X∗×X = f(x).

82

Îäíàêî, åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, òî ìû, äëÿ êðàòêîñòè, áóäåì
ïèñàòü ïðîñòî 〈f, x〉.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

1.3 åñëè X � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, y ∈ X, 〈f, x〉 = (y, x) ∀x ∈ X,
òî f ∈ X∗, ïðè÷åì ‖f‖ ≤ ‖y‖;

1.4 åñëè p, q ∈ (1,∞), 1/p + 1/q = 1, y ∈ Lq(a, b),

〈f, x〉 =
∫ b

a
y(t)x(t) dt ∀x ∈ Lp(a, b),

òî f ∈ (Lp(a, b))∗, ïðè÷åì ‖f‖ ≤ ‖y‖Lq(a,b).

Ïóñòü X ⊂ Y . Òîãäà, åñëè ôóíêöèîíàë f îïðåäåëåí íà Y , òî îí
îïðåäåëåí è íà X.

Òå î ð åì à 1.1. Åñëè íîðìèðîâàííîå X íåïðåðûâíî âëîæåíî â
íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî Y , òî Y ∗ íåïðåðûâíî âëîæåíî â X∗.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âëîæåíèå X ⊂ Y íåïðåðûâíî. Òîãäà
ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 òàêàÿ, ÷òî

‖x‖Y ≤ C‖x‖X ∀x ∈ X.

Âîçüìåì ëþáîé ôóíêöèîíàë f ∈ Y ∗. Îí îïðåäåëåí íà X è ëèíååí. Òàê
êàê

|〈f, y〉| ≤ ‖f‖Y ∗‖y‖Y ∀y ∈ Y,

òî
|〈f, x〉| ≤ ‖f‖Y ∗‖x‖Y ≤ C‖f‖Y ∗‖x‖X ∀x ∈ X.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë f íåïðåðûâåí íà X, ïðè÷åì

‖f‖X∗ ≤ C‖f‖Y ∗ .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàì å ÷ à í è å. Ðàçíûå ôóíêöèîíàëû èç Y ∗ ìîãóò áûòü ðàâíû êàê
ýëåìåíòû èç X∗. Íàïðèìåð, ïóñòü

Y = R2, X =
{
(x1, x2) ∈ R2 : x1 = x2

}
,

〈f, y〉 = y1 − y2 ∀y = (y1, y2) ∈ Y.

Òîãäà ôóíêöèîíàë f íå ðàâåí íóëþ (êàê ýëåìåíò èç Y ∗). Îäíàêî,
〈f, x〉 = 0 äëÿ âñåõ x ∈ X.

� 2 Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà è åå ñëåäñòâèÿ
Åñëè ôóíêöèîíàëû f1,2 îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå M , òî áóäåì ïèñàòü
f1 = f2 íà M , åñëè

〈f1, x〉 = 〈f2, x〉 ∀x ∈ M.

Òå î ð åì à 2.1 (Õàíà-Áàíàõà). Ïóñòü f : Df ⊂ X → R ëè-
íåéíûé è íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë. Òîãäà åãî ìîæíî ïðîäîëæèòü
ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì îáðàçîì ñ ñîõðàíåíèåì íîðìû íà âñå ïðî-
ñòðàíñòâî X, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f̃ ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

f̃ = f íà Df , ‖f‖ = ‖f̃‖.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [4, 6, 12].
Òåîðåìà Õàíà-Áàíàõà ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ôóíêöèîíàëû èç X∗, îá-

ëàäàþùèå ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè.
Ñëåäñòâèå 2.1. Äëÿ ëþáîãî x0 ∈ X, x0 6= 0 ñóùåñòâóåò f ∈ X∗:

‖f‖ = 1, 〈f, x0〉 = ‖x0‖. (2.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïðåäåëèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî: L =
{tx0 : t ∈ R}. Îïðåäåëèì íà L ôóíêöèîíàë

〈f, x〉 = t‖x0‖ ∀x = tx0, t ∈ R.
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Ôóíêöèîíàë f ëèíååí, óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óñëîâèþ â (2.1) è

|〈f, x〉|
‖x‖ =

|t| · ‖x0‖
‖tx0‖ = 1 ∀x ∈ L, x 6= 0.

Çíà÷èò, îí íåïðåðûâåí (ñëåäñòâèå 1.2) è ‖f‖ = 1. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.
Ñëåäñòâèå 2.2. Åñëè x0 ∈ X, 〈f, x0〉 = 0 ∀f ∈ X∗, òî x0 = 0.

Óïðàæíåíèå 2.1. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 2.2 (èñïîëüçîâàòü ïðåäûäó-
ùåå ñëåäñòâèå).

Ñëåäñòâèå 2.3. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå â X, x0 ∈ X,

0 < inf
y∈L

‖x0 − y‖.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

f = 0 íà L, 〈f, x0〉 = 1. (2.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì

L0 = {y + tx0 : y ∈ L, t ∈ R}.

Òîãäà ëþáîé ýëåìåíò x ∈ L0 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

x = y + tx0, y ∈ L, t ∈ R. (2.3)

Äîêàæåì, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî. Ïóñòü

x ∈ L0, y1,2 ∈ L, t1,2 ∈ R, x = y1 + t1x0 = y2 + t2x0.

Òîãäà y1 − y2 + (t1 − t2)x0 = 0. Åñëè t1 6= t2, òî

x0 =
y1 − y2

t2 − t1
∈ L, ò.ê. y1 − y2 ∈ L, à L � ëèíåéíîå ìíîãîáðàçèå.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì x0 6∈ L. Çíà÷èò, t1 = t2, à òîãäà è y1 = y2.
Åäèíñòâåííîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ (2.3) äîêàçàíà.
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Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë f íà L0:

〈f, x〉 = t ∀x = y + tx0.

Äîêàæåì, ÷òî f ëèíåéíûé. Ïóñòü x1,2 ∈ L0, α1,2 ∈ R. Òîãäà â ñèëó
(2.3) ýëåìåíòû x1,2 ïðåäñòàâèìû â âèäå x1,2 = y1,2+t1,2x0, ãäå y1,2 ∈ L,
t1,2 ∈ R. Ñëåäîâàòåëüíî,

α1x1 + α2x2 = y + tx0, ãäå y = α1y1 + α2y2, t = α1t1 + α2t2

=⇒ 〈f, α1x1 + α2x2〉 = t = α1t1 + α2t2 = α1〈f, x1〉+ α2〈f, x2〉.

Äîêàæåì, ÷òî f íåïðåðûâíûé. Ïîëîæèì

d = inf
y∈L

‖x0 − y‖.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî x = y + tx0 ∈ L0 (y ∈ L, t ∈ R) èìååì

|〈f, x〉| = |t| = |t|‖x‖‖x‖ = |t| ‖x‖
‖tx0 + y‖ =

‖x‖
‖x0 − (−y/t)‖ ≤

‖x‖
d

,

ò.ê. −y/t ∈ L è ïîýòîìó ‖x0− (−y/t)‖ ≥ d. Íåïðåðûâíîñòü f äîêàçàíà
(ñëåäñòâèå 1.2).

Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé (2.2). Åñëè x ∈ L, òî â ïðåäñòàâëå-
íèè (2.3) y = x, t = 0, ñëåäîâàòåëüíî, 〈f, x〉 = 0 ∀x ∈ L. Åñëè x = x0, òî
â ïðåäñòàâëåíèè (2.3) y = 0, t = 1, ñëåäîâàòåëüíî, 〈f, x0〉 = 1. Óñëîâèÿ
(2.2) âûïîëíåíû. Îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé Õàíà-Áàíàõà è
ïðîäîëæèòü f íà âñå X. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Îïð å ä å ë å í è å. Îðòîãîíàëüíûì äîïîëíåíèåì ê L ⊂ X íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî

L⊥ =
{

f ∈ X∗ : f = 0 íà L
}
≡

{
f ∈ X∗ : 〈f, x〉 = 0 ∀x ∈ L

}
.

Ðàâåíñòâî L⊥ = 0 îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ôóíêöèîíàë èç X∗ ðàâåí
íóëþ íà L, òî îí ðàâåí íóëþ â ëþáîé òî÷êå èç X.

Ñëåäñòâèå 2.4. Ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå L ïëîòíî â íîðìèðîâàí-
íîì ïðîñòðàíñòâå X, åñëè è òîëüêî åñëè L⊥ = {0}.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü L ïëîòíî â X. Òîãäà äëÿ ëþáîãî x ∈ X

ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ L, xn → x. Åñëè f ∈ L⊥, òî
〈f, xn〉 = 0, ñëåäîâàòåëüíî,

〈f, x〉 = lim
n→∞〈f, xn〉 = 0 ∀x ∈ X =⇒ f = 0.

Çíà÷èò, L⊥ = {0}.
Ïóñòü L⊥ = {0}. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî òîãäà L ïëîòíî â X. Ïðåäïî-

ëîæèì ïðîòèâíîå: L íå ïëîòíî â X. Òîãäà L 6= X. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò
x0 ∈ X \ L. Òîãäà

inf
y∈L

‖x0 − y‖ > 0

è ïîýòîìó ìîæíî ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 2.3, ñîãëàñíî êîòîðîìó ñóùå-
ñòâóåò ôóíêöèîíàë f ∈ X∗, f 6= 0, êîòîðûé ðàâåí íóëþ íà L. Ïðîòè-
âîðå÷èå ñ óñëîâèåì L⊥ = {0}. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíîé îáîëî÷êîé {x1, . . . , xn} íàçûâàåòñÿ

Span {x1, . . . , xn} =

{
n∑

i=1

cixi : ci ∈ R
}

.

Òàê êàê Span {x1, . . . , xn} � êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå ìíîãîîáðàçèå, òî
îíî ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì X (ñëåäñòâèå 5.2 ãë. I).

δij =

{
1 ïðè i = j,

0 ïðè i 6= j.
� ñèìâîë Êðîíåêåðà

Ñëåäñòâèå 2.5. Ïóñòü x1,. . . , xn � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ýëåìåí-
òû èç X. Òîãäà ñóùåñòâóþò f1,. . . , fn ∈ X∗ òàêèå, ÷òî

〈fi, xj〉 = δij 1 ≤ i, j ≤ n.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, êàê âûáèðàåòñÿ f1. Ïîëîæèì L =
Span {x2, . . . , xn}. Òàê êàê ýëåìåíòû x1,. . . , xn ëèíåéíî íåçàâèñèìû,
òî x1 6∈ L. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ 2.3 ñóùåñòâóåò f1 ∈ X∗ òàêîé, ÷òî
f1 = 0 íà L, 〈f1, x1〉 = 1. Ñëåäîâàòåëüíî, 〈f1, xj〉 = δ1j . Îñòàëüíûå
ôóíêöèîíàëû ñòðîÿòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî.
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� 3 Òåîðåìà Ðèññà î ïðåäñòàâëåíèè ëèíåéíîãî
ôóíêöèîíàëà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå

Íàïîìíèì, ÷òî ãèëüáåðòîâûì íàçûâàåòñÿ ïîëíîå íîðìèðîâàííîå ïðî-
ñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïðè÷åì

‖x‖ =
√

(x, x).

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ãèëüáåðòîâî, òî ëþáîé ýëåìåíò f̃ ∈ X ïîðîæäàåò
ôóíêöèîíàë f ∈ X∗, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå (óïð. 1.2)

〈f, x〉 = (f̃ , x) ∀x ∈ X. (3.1)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
Òå î ð åì à 3.1 (Ô. Ðèññ). Åñëè X � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-

ñòâî, òî äëÿ ëþáîãî f ∈ X∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
f̃ ∈ X, óäîâëåòâîðÿþùèé (3.1), ïðè÷åì

‖f‖X∗ = ‖f̃‖X . (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñíà÷àëà äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå. Ïóñòü

L = {x ∈ X : 〈f, x〉 = 0}.

Òàê êàê L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X, òî ïî òåîðåìå 14.1 ãë. I,

X = L⊕ L⊥, L⊥ = {y ∈ X : (y, x) = 0 ∀x ∈ L}.

Ïóñòü L⊥ = {0}. Òîãäà L ïëîòíî â X (ñëåäñòâèå 14.1 ãë. I). Òàê
êàê L çàìêíóòî, òî L = L = X. Çíà÷èò, f = 0 íà X. Ïîëàãàÿ f̃ = 0
ïîëó÷àåì íóæíûé ýëåìåíò.

Ïóñòü L⊥ 6= {0}. Òîãäà ñóùåñòâóåò y ∈ L⊥, y 6= 0. Îòìåòèì, ÷òî
〈f, y〉 6= 0 (åñëè 〈f, y〉 = 0, òî y ∈ L, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì:
y ∈ L⊥, y 6= 0). Ïîëîæèì

y0 =
y

〈f, y〉 ∈ L⊥.
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Òîãäà 〈f, y0〉 = 1. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X èìååì
〈
f, x− 〈f, x〉y0

〉
= 〈f, x〉 − 〈f, x〉〈f, y0〉 = 0 =⇒ x− 〈f, x〉y0 ∈ L

=⇒ (
y0 , x− 〈f, x〉y0

)
= 0 (òàê êàê y0 ⊥ L)

=⇒ (y0, x) = 〈f, x〉‖y0‖2.

Ýëåìåíò f̃ = y0/‖y0‖2 óäîâëåòâîðÿåò (3.1). Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî.
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü f̃1, f̃2 ∈ X óäîâëåòâîðÿþò (3.1).

Òîãäà

〈f, x〉 = (f̃1, x) = (f̃2, x) =⇒ (f̃1 − f̃2, x) = 0 ∀x ∈ X.

Âûáèðàÿ â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå x = f̃1 − f̃2 ïîëó÷àåì ‖f̃1 − f̃2‖2 = 0,
çíà÷èò, f̃1 = f̃2. Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà.

Îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâåíñòâî íîðì (3.2). Òàê êàê

〈f, x〉 = (f̃ , x) ≤ ‖f̃‖ · ‖x‖ ∀x ∈ X,

òî ‖f‖ ≤ ‖f̃‖ (ñëåäñòâèå 1.2). Ïîëîæèì â (3.1) x = f̃ . Òîãäà

‖f̃‖2 = 〈f, f̃〉 ≤ ‖f‖ · ‖f̃‖,

ñëåäîâàòåëüíî, ‖f̃‖ ≤ ‖f‖. Çíà÷èò, ‖f̃‖ = ‖f‖. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìåæäó ãèëüáåðòîâûì X è åãî ñîïðÿæåííûì X∗ ñó-

ùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå J : X → X∗, êîòîðîå êàæ-
äîìó ýëåìåíòó f̃ ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàë f = J(f̃) ∈
X∗, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå (3.1). Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà J îòîáðà-
æàåò X íà âñå X∗. Îòîáðàæåíèå J è îáðàòíîå ê íåìó J−1 íå ìåíÿþò
íîðìû, òî åñòü

∥∥∥J(f̃)
∥∥∥

X∗
=

∥∥∥f̃
∥∥∥

X
∀f̃ ∈ X,

∥∥J−1(f)
∥∥

X
= ‖f‖X∗ ∀f ∈ X.

Óïðàæíåíèå 3.1. Äîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèÿ J è J−1 ëèíåéíûå.
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Ïîýòîìó ÷àñòî ïèøóò
X = X∗,

òî åñòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî îòîæäåñòâëÿþò ñ ñîïðÿæåííûì. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî ðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ýëåìåíò
x ∈ X ðàâåí ôóíêöèîíàëó J(x) ∈ X∗, ôóíêöèîíàë f ∈ X∗ ðàâåí
ýëåìåíòó J−1(x) ∈ X∗.

Óïðàæíåíèå 3.2. Íàéäèòå îøèáêó â ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ.
Ïóñòü X è Y � ãèëüáåðòîâû, ïðè÷åì X íåïðåðûâíî âëîæåíî â Y .
Èñïîëüçóÿ òåîðåìû 1.1 è 3.1, ïîëó÷àåì

X ⊂ Y = Y ∗ ⊂ X∗ = X.

Ñëåäîâàòåëüíî, X ⊂ Y ⊂ X è ïîýòîìó X = Y .
Ïðîñòðàíñòâî L2(a, b) ãèëüáåðòîâî. Çíà÷èò, ñîãëàñíî òåîðåìå Ðèññà

äëÿ ëþáîãî f ∈ (L2(a, b))∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f̃(t) ∈
L2(a, b) òàêàÿ, ÷òî

〈f, x〉 =
∫ b

a
f̃(t)x(t) dt ∀x ∈ L2(a, b). (3.3)

� 4 Ðåôëåêñèâíûå ïðîñòðàíñòâà
Ïóñòü X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà X∗ � ïðîñòðàíñòâî
âñåõ ëèíåéíûõ è íåïðåðûâíûõ íà X ôóíêöèîíàëîâ. Îïðåäåëèì X∗∗ =
(X∗)∗ � ïðîñòðàíñòâî âñåõ ëèíåéíûõ è íåïðåðûâíûõ ôóíêöèîíàëîâ,
îïðåäåëåííûõ íà X∗. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ X∗∗∗ è ò. ä.

Òå î ð åì à 4.1. Ëþáîé ýëåìåíò x ∈ X ìîæíî ðàññìàòðèâàòü,
êàê ôóíêöèîíàë èç X∗∗, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

〈x, f〉X∗∗×X∗ = 〈f, x〉X∗×X ∀f ∈ X∗, (4.1)

ïðè÷åì ‖x‖X = ‖x‖X∗∗.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü x ∈ X. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë x :
X∗ → R ïî ôîðìóëå (4.1). Îí ëèíååí, òàê êàê

〈x, α1f1 + α2f2〉X∗∗×X∗ = α1〈f1, x〉+ α2〈f2, x〉 =

= α1〈x, f1〉X∗∗×X∗ + α2〈x, f2〉X∗∗×X∗ ∀f1,2 ∈ X∗, α1,2 ∈ R.

Äàëåå, òàê êàê

〈x, f〉X∗∗×X∗ = 〈f, x〉 ≤ ‖x‖X‖f‖X∗ ∀f ∈ X∗,

òî ôóíêöèîíàë x : X∗ → R íåïðåðûâåí è ‖x‖X∗∗ ≤ ‖x‖ (ñëåäñòâèå 1.2).
Ïî ñëåäñòâèþ 2.1 ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë f0 ∈ X∗ òàêîé, ÷òî

‖f0‖X∗ = 1, 〈f0, x〉 = ‖x‖X =⇒
‖x‖X = 〈f0, x〉 = 〈x, f0〉X∗∗×X∗ ≤ ‖x‖X∗∗‖f0‖X∗ = ‖x‖X∗∗ .

Òî åñòü ‖x‖X∗∗ ≥ ‖x‖. Çíà÷èò, ‖x‖X = ‖x‖X∗∗ . Òåîðåìà äîêàçàíà.
Áóäåì ïèñàòü X ⊂ X∗∗, ïîäðàçóìåâàÿ, ÷òî ëþáîé ýëåìåíò x ∈

X ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëîì èç X∗∗, äåéñòâóþùèì ïî ôîðìóëå (4.1).
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ñïðàâåäëèâî ëè ðàâåíñòâî X∗∗ = X?
Ðàâåíñòâî X∗∗ = X ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: äëÿ ëþáîãî
ôóíêöèîíàëà x∗∗ ∈ X∗∗ ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x ∈ X òàêîé, ÷òî

〈x∗∗, f〉X∗∗×X∗ = 〈f, x〉X∗×X ∀f ∈ X∗.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ âñåõ íîðìèðîâàí-
íûõ ïðîñòðàíñòâ.

Îïð å ä å ë å í è å. Íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðå-
ôëåêñèâíûì, åñëè X = X∗∗.

Íå âñå ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿþòñÿ ðåôëåêñèâíûìè. Íàïðèìåð, Lp(a, b)
ðåôëåêñèâíî òîëüêî ïðè 1 < p < ∞. Ïðîñòðàíñòâà L1(a, b), L∞(a, b),
Cn[a, b] íå ðåôëåêñèâíû.

Åñëè ïðîñòðàíñòâî X ãèëüáåðòîâî, òî, êàê îòìå÷àëîñü â ïðåäûäó-
ùåì ïàðàãðàôå, X = X∗. Çíà÷èò, X = X∗∗.
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Òå î ð åì à 4.2. Ëþáîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ðåôëåêñèâíî.
Ñïðàâåäëèâ òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
Òå î ð åì à 4.3. Åñëè X ðåôëåêñèâíî, òî ëþáîå ëèíåéíîå ïîäïðî-

ñòðàíñòâî X òàêæå ðåôëåêñèâíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [2, ñ. 79, 80].
Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè X � ðåôëåêñèâíîå ïðî-

ñòðàíñòâî, òî X∗ òàêæå ðåôëåêñèâíîå.

� 5 Ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü

Îïð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñëàáî
ñõîäÿùåéñÿ ê ýëåìåíòó x ∈ X (ïèøóò xn → x ñëàáî), åñëè

〈f, xn〉 → 〈f, x〉 ∀f ∈ X∗.

Â ñèëó òåîðåìû Ðèññà 3.1, â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñëàáàÿ
ñõîäèìîñòü xn → x ýêâèâàëåíòíà

(xn, y) → (x, y) ∀y ∈ X.

Â ÷àñòíîñòè, xn → x ñëàáî â L2(a, b), åñëè
∫ b

a
f(t)xn(t) dt →

∫ b

a
f(t)x(t) dt ∀f ∈ L2(a, b).

Îòìåòèì ñëåäóþùèå âàæíûå ôàêòû:

åñëè xn → x ïî íîðìå, òî xn → x ñëàáî â X; (5.1)
åñëè xn → x ñëàáî â X, A ∈ L (X, Y ), òî Axn → Ax ñëàáî â Y. (5.2)

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü

5.1 åäèíñòâåííîñòü ñëàáîãî ïðåäåëà;

5.2 óòâåðæäåíèå (5.1);
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5.3 óòâåðæäåíèå (5.2);

5.4 åñëè X ãèëüáåðòîâî, xn → x ñëàáî â X, ‖xn‖ → ‖x‖, òî xn → x.

Åùå ðàç ïîä÷åðêíåì, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî íîðìå âûòåêàåò ñëàáàÿ
ñõîäèìîñòü. Äëÿ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ âåðíî è îáðàòíîå.

Òå î ð åì à 5.1. Â êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñõîäèìîñòü è
ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ýêâèâàëåíòíû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X � n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñîì
{ei}n

1 . Íàäî äîêàçàòü, ÷òî â X ëþáàÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñõîäèòñÿ ïî íîðìå.

Òàê êàê ei ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî ïî ñëåäñòâèþ 2.5 ñóùåñòâóþò
ôóíêöèîíàëû fi ∈ X∗ òàêèå, ÷òî 〈fi, ej〉 = δij . Ïóñòü

xk, x ∈ X, xk → x ñëàáî â X, xk =
n∑

j=1

ckjej , x =
n∑

j=1

cjej .

Òîãäà 〈f, xk〉 → 〈f, x〉 ∀f ∈ X∗. Ïîëîæèì f = fi. Òîãäà

〈fi, xk〉 = cki, 〈fi, x〉 = ci =⇒ cki → ci ïðè k →∞ =⇒

‖xk − x‖ =

∥∥∥∥∥∥

n∑

j=1

(ckj − cj)ej

∥∥∥∥∥∥
≤

n∑

j=1

|ckj − cj | · ‖ej‖ → 0 ïðè k →∞.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Óïðàæíåíèå 5.5.Ïî÷åìó òàêèì æå ñïîñîáîì íåëüçÿ äîêàçàòü óòâåð-

æäåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ n = ∞?
Ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ èç ñëà-

áîé ñõîäèìîñòè íå âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî íîðìå.
Ï ð è ì å ð. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàí-

ñòâî. Òîãäà â íåì ñóùåñòâóåò îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñòåìà {en}∞n=1, ò.å.
(ei, ej) = δij (ñëåäñòâèå 16.1 ãë. I). Äîêàæåì, ÷òî en → 0 ñëàáî, òî åñòü

(en, x) → 0 ∀x ∈ X.
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Òàê êàê ‖en‖ = 1, òî cn = (en, x) � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x

ïî ñèñòåìå en. Çíà÷èò, cn = (en, x) → 0 ïðè n → ∞ (ñëåäñòâèå 17.1
ãë. I). Òî åñòü en → 0 ñëàáî. Îäíàêî, òàê êàê ‖en‖ = 1, òî en 6→ 0 ïî
íîðìå.

Ïðèâåäåì åùå äâà óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå áóäóò â äàëüíåéøåì íåîä-
íîêðàòíî èñïîëüçîâàòüñÿ.

Òå î ð åì à 5.2. Ëþáàÿ ñëàáî ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îãðàíè÷åíà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [?].
Òå î ð åì à 5.3. Ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðå-

ôëåêñèâíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîäåðæèò ñëàáî ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [?].
Î ï ð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A : X → Y íàçûâàåòñÿ

ñëàáî íåïðåðûâíûì, åñëè Axn → Ax ñëàáî â Y ïðè xn → x ñëàáî â X;

äåìèíåïðåðûâíûì, åñëè Axn → Ax ñëàáî â Y ïðè xn → x ïî íîðìå X.

Óïðàæíåíèÿ.
5.6 Äîêàçàòü, ÷òî åñëè xn → x ñëàáî â X, fn → f ïî íîðìå X∗, òî

〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.
5.7 Ïóñòü îïåðàòîð A : X → Y ëèíååí. Äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü

ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé:

(à) A íåïðåðûâåí; (á) A ñëàáî íåïðåðûâåí; (â) A äåìèíåïðåðû-
âåí;
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåñòè ïî ñõåìå (à) ⇒ (á) ⇒ (â) ⇒ (à). Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ýòî íå âåðíî.
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� 6 Ñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû
Ïóñòü A ∈ L (X,Y ), y∗ ∈ Y ∗. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë x∗ : X → R:

〈x∗, x〉 = 〈y∗, Ax〉Y ∗×Y ∀x ∈ X.

Î÷åâèäíî, ÷òî x∗ ëèíååí è îïðåäåëåí íà âñåì X. Êðîìå òîãî

〈x∗, x〉 ≤ C‖x‖ ∀x ∈ X (C = ‖y∗‖ · ‖A‖),

ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ X∗. Çíà÷èò, ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàòîð A∗ :
Y ∗ → X∗, êîòîðûé êàæäîìó ôóíêöèîíàëó y∗ ∈ Y ∗ ñòàâèò â ñîîòâåò-
ñòâèå ôóíêöèîíàë A∗y∗ ∈ X∗, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå

〈A∗y∗, x〉X∗×X = 〈y∗, Ax〉Y ∗×Y ∀x ∈ X. (6.1)

Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A∗ : Y ∗ → X∗, äåéñòâóþùèé ïî ôîð-
ìóëå (6.1), íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê A : X → Y .

Òå î ð åì à 6.1. Åñëè A ∈ L (X, Y ), òî A∗ ∈ L (Y ∗, X∗), ïðè÷åì
‖A‖ = ‖A∗‖.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Î÷åâèäíî, ÷òî A∗ ëèíååí è îïðåäåëåí íà
âñåì Y ∗. Èç ñîîòíîøåíèÿ

‖A∗y∗‖X∗ = sup
x∈X,‖x‖=1

〈A∗y∗, x〉 = sup
x∈X,‖x‖=1

〈y∗, Ax〉 ≤ ‖A‖·‖y∗‖ ∀y∗ ∈ Y ∗

âûòåêàåò íåïðåðûâíîñòü A∗ è íåðàâåíñòâî ‖A∗‖ ≤ ‖A‖ (ñëåäñòâèå ??
ãë. I). Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ‖A‖ ≤ ‖A∗‖. Ïî ñëåäñòâèþ 2.1 äëÿ âñåõ
íåíóëåâûõ y ∈ Y ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë y∗ ∈ Y ∗ òàêîé, ÷òî

‖y∗‖ = 1, 〈y∗, y〉 = ‖y‖.

Ïîëàãàÿ y = Ax, ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ x ∈ X ñ Ax 6= 0

‖Ax‖ = 〈y∗, Ax〉 = 〈A∗y∗, x〉 ≤ ‖A∗‖ · ‖y∗‖ · ‖x‖ = ‖A∗‖ · ‖x‖.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ‖A‖ ≤ ‖A∗‖ ⇒ ‖A‖ = ‖A∗‖. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Óïðàæíåíèå 6.1. Äîêàçàòü ôîðìóëû

(αA + βB)∗ = αA∗ + βB∗ ∀α, β ∈ R, A, B ∈ L (X,Y ),
(BA)∗ = A∗B∗ ∀A ∈ L (X, Y ), B ∈ L (Y, Z).
A∗∗ = A, åñëè X, Y ðåôëåêñèâíûå, A ∈ L (X,Y )

Òå î ð åì à 6.2. Åñëè îïåðàòîð A ∈ L (X,Y ) íåïðåðûâíî îáðà-
òèì, òî A∗ ∈ L (Y ∗, X∗) òàêæå íåïðåðûâíî îáðàòèì, ïðè÷åì

(A∗)−1 =
(
A−1

)∗
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê A−1 ∈ L (Y, X), òî (A−1)∗ ∈ L (X∗, Y ∗).
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî (A−1) ÿâëÿåòñÿ ëåâûì

îáðàòíûì ê A∗. Ïóñòü E : Y → Y � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, ò.å. Ey =
y. Òîãäà E∗ : Y ∗ → Y ∗, ïðè÷åì E∗y∗ = y∗ (ïðîâåðèòü!). Èñïîëüçóÿ
ðåçóëüòàòû óïð. 6.1, ïîëó÷àåì

(
A−1

)∗
A∗y∗ =

(
A ·A−1

)∗
y∗ = E∗y∗ = y∗ ∀y∗ ∈ Y ∗.

Ñëåäîâàòåëüíî,
(
A−1

)∗ ëåâûé îáðàòíûé ê A∗. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü ïðîñòðàíñòâà X, Y ãèëüáåðòîâû. Òîãäà X∗ = X, Y ∗ = Y .

Åñëè A ∈ L (X, Y ), òî A∗ ∈ L (Y, X) è A∗ êàæäîìó y ∈ Y ñòàâèò â
ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò A∗y ∈ X, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì:

(A∗y, x)X = (y, Ax)Y ∀x ∈ X.

×åðåç ( · , · )X è ( · , · )Y îáîçíà÷åíû ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ïðî-
ñòðàíñòâàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Ýëåìåíò A∗y ∈ X îïðåäåëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì îáðàçîì (ïðîâåðèòü!).

Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû èç L (H) ≡ L (H,H), ãäå H � ãèëüáåðòîâî
ïðîñòðàíñòâî. Åñëè A ∈ L (H), òî A∗ ∈ L (H).
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Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A ∈ L (H) íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåí-
íûì, åñëè A∗ = A, òî åñòü

(Ay, x) = (y, Ax) ∀x, y ∈ H.

Ï ð è ì å ð û.

1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîð A : Rn → Rm, äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå
Ax = Ã · x, ãäå Ã � ìàòðèöà ðàçìåðà m × n ñ ýëåìåíòàìè aij .
Òîãäà

(A∗y, x) = (y,Ax) =
m∑

i=1

n∑

j=1

yiaijxj = (ÃT · y, x) ∀x ∈ Rn.

Ñëåäîâàòåëüíî, A∗y = ÃT · y. Îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûé,
åñëè n = m, ÃT = Ã.

2. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð A ∈ L (
L2(a, b)

)

Ax(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds ∀t ∈ [a, b].

(A∗y, x)L2(a,b) = (y,Ax)L2(a,b) =

=
∫ b

a
y(t) ·

(∫ b

a
k(t, s)x(s) ds

)
dt =

=
∫ b

a

(∫ b

a
k(t, s)y(t) dt

)
· x(s) ds ∀x ∈ L2(a, b).

Ñëåäîâàòåëüíî, A∗y(t) =
∫ b

a
k(s, t)y(s) ds ∀t ∈ [a, b].

Îïåðàòîð A ñàìîñîïðÿæåííûé, åñëè k(t, s) = k(s, t) ∀t, s ∈ [a, b].

Ðàññìîòðèì åùå îäèí ñëó÷àé A ∈ L (X, X∗), òîãäà A∗ ∈ L (X∗∗, X∗).
Åñëè X ðåôëåêñèâíîå, òî X∗∗ = X, ñëåäîâàòåëüíî, A∗ ∈ L (X, X∗).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A ∈ L (X,X∗) íàçûâàåòñÿ ñàìîñîïðÿ-
æåííûì, åñëè A = A∗, òî åñòü

〈Ax, y〉X∗×X = 〈x,Ay〉X×X∗ ∀x, y ∈ X.
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Ã ë à â à IV
Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà è
îïåðàòîðû

� 1 Êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà
Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà
ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà, ñîãëàñíî êîòîðîé ëþáàÿ
îãðàíè÷åííàÿ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò âåðåí òàê-
æå â ïðîñòðàíñòâå Rn è, êàê ñëåäñòâèå, â ëþáîì êîíå÷íîìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâàõ óòâåðæäåíèå òåîðåìû
Áîëüöàíî-Âåéåðøòðàññà íàðóøàåòñÿ.

Ï ð è ì å ð. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàí-
ñòâî. Â íåì âñåãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ei}n

1 òàêàÿ, ÷òî
(ñëåäñòâèå 16.1 ãë. I)

(en, em) = δij ≡
{

1 ïðè n = m,

0 ïðè n 6= m.

Òàê êàê ‖en‖ = 1, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åíà. Îäíàêî

‖en − em‖2 = ‖en‖2 − 2(en, em) + ‖em‖2 = 2 ∀n 6= m.
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Çíà÷èò, {en} è ëþáàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ÿâëÿþòñÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîãóò ñõîäèòñÿ.

Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ââåñòè ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ.
Îïð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ

� ïðåäêîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåð-
æèò ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü;

� êîìïàêòíûì, åñëè ëþáàÿ åãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò
ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü;

� áèêîìïàêòíûì, åñëè îíî êîìïàêòíî è çàìêíóòî.

Ç àì å ÷ à í è å. Ãîâîðÿò åùå ïðåäêîìïàêò, êîìïàêò, áèêîìïàêò, èìåÿ
â âèäó ïðåäêîìïàêòíîå, êîìïàêòíîå è áèêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïîíÿòèÿ ïðåäêîì-
ïàêòíîñòè è êîìïàêòíîñòè ýêâèâàëåíòíû.

Òå î ð åì à 1.1. Ëþáîå ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ìíîæåñòâî K íåîãðà-

íè÷åíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ K, ‖xn‖ ≥ n.
Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå îãðàíè÷åíà, òî îíà íå ìîæåò
ñîäåðæàòü ôóíäàìåíòàëüíîé ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè (ò.ê. ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñåãäà îãðàíè÷åíà). Çíà÷èò, ìíîæåñòâî
K íå ìîæåò áûòü ïðåäêîìïàêòíûì. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

1.1 â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî
êîìïàêòíî (ñíà÷àëà ðàññìîòðåòü ïðîñòðàíñòâî Rn);

1.2 åñëè K � êîìïàêò, îïåðàòîð A (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûé) îïðå-
äåëåí è íåïðåðûâåí íà K, òî A(K) òàêæå êîìïàêò;

1.3 åñëè K � êîìïàêò, îïåðàòîð A îïðåäåëåí è íåïðåðûâåí íà K, òî
A(K) òàêæå êîìïàêò;
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1.4 åñëè K � ïðåäêîìïàêò, òî K òàêæå ïðåäêîìïàêò;

1.5 åñëè ìíîæåñòâî K � ïðåäêîìïàêò èç X, r ∈ R, y ∈ X, òî ìíî-
æåñòâî M = {y + rx : x ∈ K} òàêæå ïðåäêîìïàêò.

1.6 íà êîìïàêòå ñèëüíàÿ è ñëàáàÿ ñõîäèìîñòè ýêâèâàëåíòíû;

Ñëåäóþùèå òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì òåîðåì Âåéåðøòðàññà.
Òå î ð åì à 1.2. Íåïðåðûâíûé íà áèêîìïàêòå K ôóíêöèîíàë (íå

îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûé) îãðàíè÷åí íà K.

Òå î ð åì à 1.3. Åñëè ôóíêöèîíàë f íåïðåðûâåí íà áèêîìïàêòå
K, òî ñóùåñòâóþò min

x∈K
f(x), max

x∈K
f(x).

Îíè äîêàçûâàþòñÿ òî÷íî òàêæå êàê è êëàññè÷åñêèå òåîðåìû Âåé-
åðøòðàññà â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Óïðàæíåíèå 1.7. Äîêàçàòü òåîðåìû 1.2, 1.3
Ï ð è ì å ð. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 1.3 äîêàæåì, ÷òî ñëåäóþùåå

çàìêíóòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî

K =
{

x(t) ∈ C[0, 1] : x(0) = 0, x(1) = 1, |x(t)| ≤ 1 ∀t ∈ [0, 1]
}

íå ÿâëÿåòñÿ áèêîìïàêòîì â C[0, 1]. Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë

f(x) =
∫ 1

0
x2(t) dt.

Ôóíêöèîíàë f íåïðåðûâåí íà C[0, 1] (ïðîâåðèòü!). Ïîëîæèì xn(t) =
tn, xn ∈ K. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü f(xn) = 1/(2n + 1) → 0 ïðè n → ∞.
Çíà÷èò,

inf
x∈K

f(x) = 0.

Îäíàêî f(x) > 0 ∀x ∈ K è, ñëåäîâàòåëüíî, f íå èìååò òî÷êè ìèíèìóìà
íà K. Çíà÷èò, K íå ìîæåò áûòü áèêîìïàêòîì (åñëè K � áèêîìïàêò,
òî ïî òåîðåìå 1.3 ìèíèìóì f íà K ñóùåñòâóåò).
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� 2 Êîìïàêòíîñòü è êîíå÷íîìåðíîñòü
Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ñîäåðæàùåå øàð íå ìîæåò
áûòü ïðåäêîìïàêòîì â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò íàçûâàþò ëåììîé Ðèññà î ïî÷òè ïåðïåíäè-
êóëÿðå.

Ëåììà 2.1. Ïóñòü L � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî X, L 6= X.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ýëåìåíò yε ∈ X òàêîé, ÷òî

‖yε‖ = 1, dist (yε, L) ≡ inf
x∈L

‖x− yε‖ > 1− ε.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü y ∈ X \ L. Òîãäà dist (y, L) = d > 0.
Ïî îïðåäåëåíèþ inf äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò uε ∈ L òàêîé, ÷òî

d ≤ ‖uε − y‖ ≤ d

1− ε
. (2.1)

Ïîëîæèì
yε =

uε − y

‖uε − y‖ .

Òîãäà ‖yε‖ = 1, yε 6∈ L (åñëè yε ∈ L, òî y = −yε‖uε − y‖ + uε ∈ L,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ y 6∈ L). Äëÿ ëþáîãî x ∈ L

uε − x‖uε − y‖ ∈ L ( ò.ê. uε ∈ L, x ∈ L, ‖uε − y‖ ∈ R).

Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ d, ‖(uε − x‖uε − y‖) − y‖ ≥ d. Èñïîëüçóÿ ýòî
íåðàâåíñòâî è (2.1), ïîëó÷àåì

‖yε−x‖ =
∥∥∥∥

uε − y

‖uε − y‖ − x

∥∥∥∥ =
‖(uε − x‖uε − y‖)− y ‖

‖uε − y‖ ≥ d

d(1− ε)−1
= 1−ε.

Ëåììà äîêàçàíà.
Òå î ð åì à 2.1. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî.

Òîãäà øàð B1 = {x ∈ X : |x| ≤ 1} íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòîì.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê X áåñêîíå÷íîìåðíîå, òî ñóùåñòâóåò

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íîìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ln:

L1 ⊂ L2 ⊂ . . . ⊂ Ln ⊂ . . . X, Ln 6= Ln−1 (äîêàçàòü!).
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Êàæäîå Ln ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå áàíàõîâî ïðî-
ñòðàíñòâî, ïðè÷åì Ln−1 � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Ln è Ln−1 6= Ln.
Çíà÷èò, ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 2.1 (â êîòîðîé L = Ln−1, X = Ln

yε = xn, ε = 1/2), ñîãëàñíî êîòîðîé ñóùåñòâóåò

xn ∈ Ln, ‖xn‖ = 1, ‖xn − x‖ ≥ 1/2 ∀x ∈ Ln−1.

Òàê êàê Lm ⊂ Ln−1 ïðè m < n, òî ‖xm− xn‖ ≥ 1/2. Ïîýòîìó ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü xn íå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé è íå ìîæåò ñîäåðæàòü
ôóíäàìåíòàëüíóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé øàð íå
ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòîì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X áåñêîíå÷íîìåðíî, B � ëþáîé øàð
èç X ñ öåíòðîì â òî÷êå y ðàäèóñà r, ò.å. B = {x ∈ X : |x − y| ≤ r}.
Òîãäà øàð B1 ≡ {x ∈ X : |x| ≤ 1} ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

B1 = {(x− y)/r : x ∈ B}.

Åñëè B � ïðåäêîìïàêò, òî B1 òàêæå ïðåäêîìïàêò (óïð. 1.5), ÷òî ïðî-
òèâîðå÷èò òåîðåìå 2.1. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Èç ñëåäñòâèÿ 2.1 âûòåêàþò ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ðåçóëüòàòû.
Ñëåäñòâèå 2.2. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîå ìíî-

æåñòâî, èìåþùåå âíóòðåííèå òî÷êè, íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäêîìïàêòîì.

Ñëåäñòâèå 2.3. Â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ïðåä-
êîìïàêò íå ïëîòåí íè â îäíîì øàðå.

Ñëåäñòâèå 2.4. Ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ⊂ X ÿâëÿåòñÿ êî-
íå÷íîìåðíûì, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò øàð B ⊂ X ñ öåíòðîì
â òî÷êå 0 òàêîé, ÷òî B ∩ L � ïðåäêîìïàêò.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü

2.1 ñëåäñòâèå 2.2 (ìíîæåñòâî ñîäåðæèò øàð);

2.2 ñëåäñòâèå 2.3 (èñïîëüçîâàòü óïðàæíåíèå 1.4);
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2.3 ñëåäñòâèå 2.4 (ðàññìîòðåòü L êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî,
òîãäà B ∩ L � øàð â L).

� 3 Êðèòåðèé êîìïàêòíîñòè Õàóñäîðôà

Îïð å ä å ë å í è å. Ìíîæåñòâî Kε íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ ìíîæåñòâà K,
åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ K ñóùåñòâóåò xε ∈ Kε òàêîé, ÷òî

‖x− xε‖ ≤ ε.

Äðóãèìè ñëîâàìè, Kε � ε-ñåòü ìíîæåñòâà K, åñëè K ìîæíî ïî-
êðûòü øàðàìè ðàäèóñà ε ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ìíîæåñòâà Kε, òî åñòü

K ⊂
⋃

x∈Kε

Bε(x).

ε-ñåòü íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè îíà ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëå-
ìåíòîâ. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî èìååò êîíå÷íóþ ε-ñåòü, òî
åãî ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèóñà ε.

Òå î ð åì à 3.1 (Õàóñäîðô). Ìíîæåñòâî K ïðåäêîìïàêòíî,
åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ
ε-ñåòü ìíîæåñòâà K.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü K � ïðåäêîìïàêò, ε > 0. Äîêàæåì,
÷òî ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü ìíîæåñòâà K. Âîçüìåì x1 ∈ K. Åñëè
‖x − x1‖ ≤ ε ∀x ∈ K, òî {x1} � ε-ñåòü ìíîæåñòâà K, ñîñòîÿùàÿ èç
îäíîãî ýëåìåíòà. Ïóñòü ñóùåñòâóåò x2 ∈ K òàêîé, ÷òî

‖x1 − x2‖ > ε.

Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ K

‖x− x1‖ ≤ ε ëèáî ‖x− x2‖ ≤ ε,

òî {x1, x2} � ε-ñåòü ìíîæåñòâà K, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïóñòü
ñóùåñòâóåò x3 ∈ K òàêîé, ÷òî

‖x1 − x3‖ > ε, ‖x2 − x3‖ > ε.
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Åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ K

‖x− x1‖ ≤ ε ëèáî‖x− x2‖ ≤ ε, ëèáî ‖x− x3‖ ≤ ε,

òî {x1, x2, x3} � ε-ñåòü ìíîæåñòâà K. Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ ìû ëèáî
ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ ε-ñåòü, ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ⊂ K:

‖xn − xm‖ > ε ∀n 6= m.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} íå ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíîé ïîäïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè. Ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäêîìïàêòíîñòüþ K. Çíà÷èò, ïðîöåññ
êîíå÷åí, íà êàêîì-òî øàãå ìû ïîëó÷àåì êîíå÷íóþ ε-ñåòü.

Ïóñòü äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü ìíîæåñòâà K.
Äîêàæåì, ÷òî K � ïðåäêîìïàêò. Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{xn} ⊂ K. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî {xn} ñîäåðæèò ôóíäàìåíòàëüíóþ
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Ïóñòü εn → 0. Ïî óñëîâèþ ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε1-ñåòü. Çíà÷èò,
ìíîæåñòâî K ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèóñà ε1.
Òîãäà â îäíîì èç ýòèõ øàðîâ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåí-
òîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn}. Îáîçíà÷èì ýòîò øàð ÷åðåç B1, ÷àñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, êîòîðàÿ ïîïàëà â B1 � ÷åðåç X1. Ìíîæåñòâî K

ìîæíî ïîêðûòü êîíå÷íûì ÷èñëîì øàðîâ ðàäèóñà ε2. Òîãäà â îäíîì èç
ýòèõ øàðîâ ñîäåðæèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè X1. Îáîçíà÷èì ýòîò øàð ÷åðåç B2, ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè X1,
êîòîðàÿ ïîïàëà â B2 � ÷åðåç X2 è ò. ä.

Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ ïîëó÷àåì öåïî÷êó øàðîâ Bn ðàäèóñà εn

è ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé Xn, ïðè÷åì

Xn ⊂ Bn, Xm ⊂ Xn ∀m > n.

Âûáåðåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} ⊂ {xn} èç óñëîâèé:

xn1 ∈ X1, xn2 ∈ X2, . . .
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Òàê êàê Xnm ⊂ Xnk
⊂ Bnk

ïðè m > k, òî

xnk
, xnm ∈ Bnk

ïðè m > k.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖xnk
− xnm‖ ≤ 2εnk

∀m > k (ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ
òî÷êàìè øàðà ðàäèóñà ε íå áîëüøå 2ε). Ñëåäîâàòåëüíî,

‖xnk
− xnm‖ → 0 ïðè k, m →∞,

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xnk
} ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3.1. Ìíîæåñòâî K áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ
êîìïàêòíûì, åñëè è òîëüêî åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò
êîíå÷íàÿ ε-ñåòü ìíîæåñòâà K.

� 4 Òåîðåìà Àðöåëà
Ïóñòü G � ñâÿçíîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç Rd. Íàïîìíèì, ÷òî
÷åðåç C(G) îáîçíà÷àåì áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî âñåõ íåïðåðûâíûõ íà
G ôóíêöèé x = x(t), t = (t1, . . . , tn), ñ íîðìîé

‖x‖C(G) = sup
t∈G

|x(t)|.

Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèè x ∈ C(G)
ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíû íà G, òî åñòü

∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x(t′)− x(t′′)| ≤ ε ∀t′, t′′ ∈ G, |t′ − t′′| ≤ δ.

Ñõîäèìîñòü xn → x â C(G) îçíà÷àåò, ÷òî

‖xn − x‖C(G) ≡ max
t∈G

‖xn(t)− x(t)‖ → 0

èëè
xn(t) → x(t) ðàâíîìåðíî ïî t ∈ G.
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Îïð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèè ìíîæåñòâà K ⊂ C(G) íàçûâàþòñÿ
ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò
δ > 0 òàêîå, ÷òî

|x(t′)− x(t′′)| ≤ ε ∀t′, t′′ ∈ G, |t′ − t′′| ≤ δ, ∀x ∈ K. (4.1)

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â îïðåäåëåíèè ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè ÷èñ-
ëî δ îäíî äëÿ âñåõ x ∈ K.

Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî K ⊂ C(G) ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ôóíêöèé, òî îíè ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû.

Òå î ð åì à 4.1 (Àðöåëà). Ïóñòü G � ñâÿçíîå îãðàíè÷åííîå ìíî-
æåñòâî â Rd. Ìíîæåñòâî K ⊂ C(G) ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â C(G),
åñëè è òîëüêî åñëè

(à) ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åíî â C(G);

(á) ôóíêöèè èç K ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü K êîìïàêò â C(G). Òîãäà K îãðà-
íè÷åíî â C(G) (ñîãëàñíî òåîðåìå 1.1 ëþáîé ïðåäêîìïàêò îãðàíè÷åí).
Îñòàëîñü äîêàçàòü óñëîâèå (á). Âîçüìåì ëþáîå ε > 0. Ïî òåîðåìå Õà-
óñäîðôà 2.1 ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ε-ñåòü Kε ìíîæåñòâà K. Òàê êàê
ìíîæåñòâî Kε êîíå÷íî, òî ôóíêöèè èç Kε ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû
(óïð. 4.1). Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ÷èñëî δ > 0 òàêîå, ÷òî

|xε(t′)− xε(t′′)| ≤ ε ∀t′, t′′ ∈ G, |t′ − t′′| ≤ δ, ∀xε ∈ Kε. (4.2)

Âîçüìåì ëþáóþ ôóíêöèþ x ∈ K. Òàê êàê Kε � ε-ñåòü ìíîæåñòâà K,
òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ xε ∈ Kε òàêàÿ, ÷òî

‖xε − x‖C(G) ≤ ε =⇒ |xε(t)− x(t)| ≤ ε ∀t ∈ G. (4.3)

Ïóñòü t′, t′′ ∈ G, |t′ − t′′| ≤ δ. Èñïîëüçóÿ (4.2), (4.3), ïîëó÷àåì

|x(t′)− x(t′′)| = |(x(t′)− xε(t′)) + (xε(t′)− xε(t′′)) + (xε(t′′)− x(t′′))| ≤
≤ |x(t′)− xε(t′)|+ |xε(t′)− xε(t′′)|+ |xε(t′′)− x(t′′)| ≤ 3ε.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

|x(t′)− x(t′′)| ≤ 3ε ∀t′, t′′ ∈ G, |t′ − t′′| ≤ δ, ∀x ∈ K.

Óñëîâèå (á) âûïîëíåíî.
Ïóñòü óñëîâèÿ (à), (á) âûïîëíåíû. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî

K � êîìïàêò. Ïóñòü {xn} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç K.
Äîêàæåì, ÷òî îíà ñîäåðæèò ñõîäÿùóþñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.

Âîçüìåì ëþáîå ε > 0. Ñîãëàñíî óñëîâèþ (á) ñóùåñòâóåò δ > 0
òàêîå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ (4.1). Ìíîæåñòâî G îãðàíè÷åíî â Rd, çíà÷èò,
îíî êîìïàêòíî è ïî òåîðåìå Õàóñäîðôà èìååò êîíå÷íóþ δ-ñåòü Gδ.
×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn(t)} îãðàíè÷åíà â ëþáîé òî÷êå t ∈
Gδ (ò.ê., ôóíêöèè xn ∈ K îãðàíè÷åíû). Òàê êàê ìíîæåñòâî òî÷åê
t ∈ Gδ êîíå÷íî, òî ìîæíî èçâëå÷ü ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{xn′} ⊂ {xn(t)}, xn′(t) ñõîäèòñÿ ∀t ∈ Gδ

(èç {xn} èçâëåêàåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùóþñÿ â 1-é òî÷êå
ìíîæåñòâà Gδ, èç íåå èçâëåêàåì ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõîäÿùóþñÿ
âî 2-é òî÷êå è ò. ä.)

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn′(t)} ôóíäàìåíòàëüíà äëÿ âñåõ
t ∈ Gδ. Ìíîæåñòâî òî÷åê t ∈ Gδ êîíå÷íî, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò íîìåð N

òàêîé, ÷òî

|xn′(tδ)− xm′(tδ)| ≤ ε, ∀n′,m′ ≥ N, ∀tδ ∈ Gδ (ïðîâåðèòü!) (4.4)

Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó t ∈ G. Òîãäà ñóùåñòâóåò tδ ∈ Gδ òàêàÿ, ÷òî
|t− tδ| ≤ δ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n,m > N

|xn′(t)− xm′(t)| =
= |(xn′(t)− xn′(tδ)) + (xn′(tδ)− xm′(tδ)) + (xm′(tδ)− xm′(t))| ≤
≤ |xn′(t)− xn′(tδ)|+ |xn′(tδ)− xm′(tδ)|+ |xm′(tδ)− xm′(t)|.

1-å è 3-å ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ìåíüøå ε

â ñèëó (4.1), 2-å ñëàãàåìîå ìåíüøå ε â ñèëó (4.4). Òàê êàê íåðàâåíñòâî
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ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ t ∈ G, n′,m′ > N , òî äîêàçàëè, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ε > 0 ñóùåñòâóåò íîìåð N òàêîé, ÷òî

‖xn′ − xm′‖C(G) = sup
t∈G

|xn′(t)− xm′(t)| ≤ 3ε ∀n′,m′ ≥ N.

Ñëåäîâàòåëüíî,

‖xn′ − xm′‖C(G) → 0 ïðè n′,m′ →∞,

ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn′} ôóíäàìåíòàëüíà â C(G). Òàê êàê ïðî-
ñòðàíñòâî C(G) áàíàõîâî, òî {xn′} ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæå-
ñòâî K êîìïàêòíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâ Ãåëüäåðà Cn[a, b], Cn
α [a, b], êîòî-

ðûå îïðåäåëåíû â � 7 ãë. I.
Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü êîìïàêòíîñòü ìíîæåñòâ

4.2
{

x(t) ∈ C[a, b] : ‖x(t)‖Cα[a,b] ≤ C
}

â C[a, b].

Ð å ø å í è å. Ïóñòü K = {x(t) ∈ C[a, b] : ‖x(t)‖Cα[a,b] ≤ C}. Òî-
ãäà ïî îïðåäåëåíèþ íîðìû ‖x(t)‖Cα[a,b] ìíîæåñòâî K îãðàíè÷åíî
â C[a, b]. Áîëåå òîãî

|x(t1)− x(t2)|
|t1 − t2|α ≤ C ∀t1 6= t2, x ∈ K.

Ñëåäîâàòåëüíî,

|x(t1)− x(t2)| ≤ C|t1 − t2|α ∀t1, t2 ∈ [a, b], x ∈ K.

Òàê êàê C íå çàâèñèò îò x, t1 è t2, òî èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû
âûòåêàåò ðàâíîñòåïåííàÿ íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé èç K. Çíà÷èò,
K êîìïàêò ïî òåîðåìå Àðöåëà.

4.3
{

x(t) ∈ C[a, b] : |x(t)| ≤ C1, |x′(t)| ≤ C2 ∀t ∈ (a, b)
}
â C[a, b] (ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ðàâíîñòåïåííîé íåïðåðûâíîñòè ïðèìåíÿòü ôîð-
ìóëó Ëàãðàíæà).
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4.4
{

x(t) ∈ Cα[a, b] : ‖x‖Cβ [a,b] ≤ C
}

â Cα[a, b] ïðè 0 < α < β ≤ 1
(ïîëó÷èòü îöåíêó

‖x‖Cα[a,b] ≤ 21−α/β‖x‖α/β
Cβ [a,b]‖x‖

1−α/β
C[a,b] + ‖x‖C[a,b]

è âîñïîëüçîâàòüñÿ óïðàæíåíèåì 4.2).

4.5
{

x(t) ∈ C[a, b] : x(a) = A, |x′(t)| ≤ C ∀t ∈ (a, b)
}

â C[a, b].

4.6
{

x(t) ∈ C[a, b] :
∫ b
a x(t) dt = I, |x′(t)| ≤ C2 ∀t ∈ (a, b)

}
â C[a, b].

4.7
{

x(t) ∈ C1[a, b] : |x(t)| ≤ C1, |x′(t)| ≤ C2, |x′′(t)| ≤ C3 ∀t ∈ (a, b)
}

â C1[a, b].

� 5 Êîìïàêòíûå âëîæåíèÿ
Ïóñòü X, Y � íîðìèðîâàííûå ïðîñòðàíñòâà. Íàïîìíèì, ÷òî âëîæåíèå
X ⊂ Y íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíûì, åñëè

‖x‖Y ≤ C‖x‖X ∀x ∈ X,

ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò x.
Óïðàæíåíèå 5.1. Äîêàæèòå ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé:

(à) X íåïðåðûâíî âëîæåíî â Y ;
(á) ëþáîå îãðàíè÷åííîå â X ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííûì â Y .

Î ï ð å ä å ë å í è å. Âëîæåíèå X ⊂ Y íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíûì,
åñëè ëþáîå îãðàíè÷åííîå â X ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì â Y .

Òå î ð åì à 5.1.
(à) Åñëè âëîæåíèå X ⊂ Y êîìïàêòíî, òî îíî íåïðåðûâíî.
(á) Åñëè îäíî èç âëîæåíèé X ⊂ Y ⊂ Z íåïðåðûâíî, à äðóãîå êîì-

ïàêòíî, òî âëîæåíèå X ⊂ Z êîìïàêòíî.
Äîêàæåì óòâåðæäåíèå (à). Ïóñòü B1 = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1}. Òîãäà

B1 êîìïàêòíîå â Y ìíîæåñòâî. Çíà÷èò îíî îãðàíè÷åíî â Y . Çíà÷èò
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ñóùåñòâóåò C > 0: ‖x‖Y ≤ C ∀x ∈ B1. Ïóñòü x ∈ X, x 6= 0. Òîãäà
x/‖x‖X ∈ B1 è ïîýòîìó

∥∥∥∥
x

‖x‖X

∥∥∥∥
Y

≤ C =⇒ ‖x‖Y ≤ C‖x‖X ∀x ∈ X,

÷òî è îçíà÷àåò íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèÿ X ⊂ Y .
Óïðàæíåíèå 5.2. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå (á) òåîðåìû 5.1

Ñëåäñòâèå 5.1. Âëîæåíèÿ

C1[a, b] ⊂ Cβ[a, b] ⊂ Cα[a, b] ⊂ C[a, b], Cα[a, b] ⊂ Lp(a, b)

êîìïàêòíû ïðè p ∈ [1,∞), 1 > β > α > 0.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íåïðåðûâíîñòü âëîæåíèé äîêàçàíà â � 7

ãë. I. Èç óïðàæíåíèé 4.2, 4.4 âûòåêàåò êîìïàêòíîñòü âëîæåíèé

Cβ[a, b] ⊂ Cα[a, b] ⊂ C[a, b].

Ïóñòü 1 > γ > β. Òîãäà âëîæåíèå C1[a, b] ⊂ Cγ [a, b] íåïðåðûâíî,
Cγ [a, b] ⊂ Cβ[a, b] êîìïàêòíî, çíà÷èò, C1[a, b] ⊂ Cβ[a, b] êîìïàêòíî
(òåîðåìà 5.1 (á) ).

Âëîæåíèå Cα[a, b] ⊂ C[a, b] êîìïàêòíî, C[a, b] ⊂ Lp(a, b) íåïðåðûâ-
íî. Ñëåäîâàòåëüíî, Cα[a, b] ⊂ Lp(a, b) êîìïàêòíî. Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Óïðàæíåíèå 5.3. Äîêàçàòü êîìïàêòíîñòü Cn+1[a, b] ⊂ Cn[a, b].
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âëîæåíèå

Cn
β [a, b] ⊂ Cm

α [a, b]

êîìïàêòíî ïðè ïðè n + β > m + α.

� 6 Ëèíåéíûå êîìïàêòíûå îïåðàòîðû

Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A : DA ⊂ X → Y íàçûâàåòñÿ êîìïàêò-
íûì, åñëè îí ëþáîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç X ïåðåâîäèò â ïðåä-
êîìïàêòíîå â Y ìíîæåñòâî, òî åñòü

åñëè M ⊂ X îãðàíè÷åíî, òî A(M) ïðåäêîìïàêòíî â Y.
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Ëþáîå ïðåäêîìïàêòíîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åíî. Çíà÷èò, ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 6.1. Ëþáîé êîìïàêòíûé îïåðàòîð îãðàíè÷åí. Ëþáîé ëè-

íåéíûé êîìïàêòíûé îïåðàòîð íåïðåðûâåí.
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íåëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ èç êîìïàêòíîñòè íå âû-

òåêàåò íåïðåðûâíîñòü (ïðèâåäèòå ïðèìåð!).
Èç íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà íå âûòåêàåò êîìïàêòíîñòü. Ïðèìåð

ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé ëåììå.
Ëåììà 6.2. Åäèíè÷íûé îïåðàòîð E : X → X êîìïàêòåí, åñëè è

òîëüêî åñëè X êîíå÷íîìåðíî.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè X êîíå÷íîìåðíî, òî ëþáîå îãðàíè÷åí-

íîå ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì â X. Òàê êàê E(M) = M , òî
E êîìïàêòåí. Ïóñòü E êîìïàêòåí, B � øàð â X. Òîãäà ìíîæåñòâî
E(B) = B ïðåäêîìïàêòíî. Çíà÷èò, X êîíå÷íîìåðíîå (òåîðåìà 2.1).

Òå î ð åì à 6.1. Ïóñòü îïåðàòîð A : DA ⊂ X → Y ëèíååí. Òîãäà,
åñëè ìíîæåñòâî

A(B1) = {Ax : ‖x‖ ≤ 1, x ∈ DA}
ïðåäêîìïàêòíî â Y , òî A êîìïàêòåí.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç X.
Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî A(M) � ïðåäêîìïàêò â Y . Òàê êàê M îãðà-
íè÷åíî, òî ñóùåñòâóåò R > 0 òàêîå, ÷òî

‖x‖ ≤ R ∀x ∈ M.

Ïîëîæèì MR = {x/R : x ∈ M}. Òîãäà MR ⊂ B1 ⇒ A(MR) ⊂ A(B1)
⇒ A(MR) ïðåäêîìïàêò. Òîãäà ìíîæåñòâî A(M) òàêæå ïðåäêîìïàêò
(óïðàæíåíèå 1.5). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 6.2. Åñëè X èëè Y êîíå÷íîìåðíî, òî ëþáîé ëèíåéíûé
íåïðåðûâíûé îïåðàòîð A : DA ⊂ X → Y ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü X � êîíå÷íîìåðíîå. Òîãäà ëþáîå îãðà-
íè÷åííîå ìíîæåñòâî M ⊂ X êîìïàêòíî (óïð 1.3). Òàê êàê A íåïðåðû-
âåí, òî A(M) òàêæå ïðåäêîìïàêòíî (óïð. 1.3). Çíà÷èò, A êîìïàêòåí.
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Ïóñòü Y � êîíå÷íîìåðíîå. M � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî èç X.
Òîãäà A(M) îãðàíè÷åíî è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäêîìïàêòíî â Y (ò.ê. Y

êîíå÷íîìåðíî). Çíà÷èò, A êîìïàêòåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A : DA ⊂ X → Y íàçûâàåòñÿ óñèëåííî

íåïðåðûâíûì, åñëè A(xn) → A(x) â Y ïðè xn → x ñëàáî â X.

Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

6.1 ïðîèçâåäåíèå ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî è ëèíåéíîãî êîìïàêòíîãî
îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì.

6.2 åñëè ëèíåéíûé îïåðàòîð A : DA ⊂ X → Y êîìïàêòåí, òî îí óñè-
ëåííî íåïðåðûâåí (èñïîëüçîâàòü ëåììó 6.1, óïð. 1.6 è ðåçóëüòàòû
� 5 ãë. III);

6.3 åñëè X ðåôëåêñèâíî, òî ëþáîé óñèëåííî íåïðåðûâíûé îïåðàòîð
A : DA ⊂ X → Y (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíûé) êîìïàêòåí;

Òå î ð åì à 6.3 (Øàóäåð). Ïóñòü Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Òîãäà îïåðàòîð A ∈ L (X, Y ) êîìïàêòåí, åñëè è òîëüêî åñëè ñîïðÿ-
æåííûé îïåðàòîð A∗ ∈ L (Y ∗, X∗) êîìïàêòåí.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðèâåäåíî â [12, ñ. 215].

� 7 Ïðèìåðû êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ
Äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû
Ïóñòü ai(t) ∈ C[a, b]. Ââåäåì äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Ax(t) = a0(t) + a1(t)x′(t) + . . . + an(t)x(n)(t) t ∈ [a, b]. (7.1)

Â � 4 ãë. II äîêàçàíî, ÷òî îïåðàòîð A ∈ L (
Cn[a, b], C[a, b]

)
. Ýòîò æå

îïåðàòîð ìîæíî ðàññìîòðåòü êàê äåéñòâóþùèé èç Cn+1[a, b] â C0[a, b].
Â ýòîì ñëó÷àå îí áóäåò íå òîëüêî íåïðåðûâíûì, íî è êîìïàêòíûì.

Òå î ð åì à 7.1. Åñëè ai(t) ∈ C[a, b], òî îïåðàòîð A : Cn+1[a, b] →
C[a, b], äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå (7.1), êîìïàêòåí.
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ìíîæåñòâî M ⊂ Cn+1[a, b] îãðàíè÷å-
íî. Âëîæåíèå Cn+1[a, b] ⊂ Cn[a, b] êîìïàêòíî (óïð. 5.3). Çíà÷èò, M

êîìïàêòíî â Cn[a, b]. Òàê êàê A : Cn[a, b] → C[a, b] íåïðåðûâåí, òî
A(M) êîìïàêòíî â C[a, b] (óïð. 1.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ñïðàâåäëèâ è äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïå-
ðàòîðîâ, îïðåäåëåííûõ íà ôóíêöèÿõ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð Ôðåäãîëüìà
Ïóñòü k(t, s) ∈ C

(
[a, b]× [a, b]

)
. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

Ax(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds ∀t ∈ [a, b]. (7.2)

Â � 4 ãë. II äîêàçàíî, ÷òî A ∈ L (
C[a, b]

)
, A ∈ L (

L2(a, b)
)
. Íà ñà-

ìîì äåëå, ýòîò îïåðàòîð íå òîëüêî íåïðåðûâíûé, íî è êîìïàêòíûé.
Íàïîìíèì, ÷òî L1(a, b) � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìîé

‖x‖L1(a,b) =
∫ b

a
|x(t)| dt.

Òå î ð åì à 7.2. Åñëè k(t, s) ∈ C
(
[a, b]× [a, b]

)
, òî îïåðàòîð A :

L1[a, b] → C[a, b], îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (7.2), êîìïàêòåí.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà èçâåñòíî,

÷òî åñëè x ∈ L1(a, b), òî Ax ∈ C[a, b]. Ïóñòü

B1 =
{

x ∈ L1(a, b) :
∫ b

a
|x(t)| dt ≤ 1

}
.

Îïåðàòîð A êîìïàêòåí, åñëè A(B1) êîìïàêò â C[a, b] (òåîðåìà 6.1).
Ñîãëàñíî òåîðåìå Àðöåëû A(B1) êîìïàêò, åñëè ìíîæåñòâî A(B1) îãðà-
íè÷åíî, ôóíêöèè èç A(B1) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû.

Èç î÷åâèäíîé îöåíêè

|Ax(t)| ≤ max
a≤s≤b

|k(t, s)|
∫ b

a
|x(t)| dt ∀t ∈ [a, b],
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âûòåêàåò
‖Ax‖C[a,b] ≤ max

t,s∈[a,b]
|k(t, s)| ∀x ∈ B1.

Çíà÷èò, ìíîæåñòâî A(B1) îãðàíè÷åíî.
Îñòàëîñü äîêàçàòü ðàâíîñòåïåííóþ íåïðåðûâíîñòü. Ïóñòü ε > 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ k(t, s) íåïðåðûâíà íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíî-
æåñòâå [a, b]× [a, b], òî îíà ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà íåì. Îòñþäà, â
÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ñóùåñòâóåò δ > 0 òàêîå, ÷òî

|k(t1, s)− k(t2, s)| ≤ ε ∀t1, t2, s ∈ [a, b], |t1 − t2| ≤ δ. (7.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè t1, t2 ∈ [a, b], |t1 − t2| ≤ δ,

|Ax(t1)−Ax(t2)| ≤
∫ b

a
|k(t1, s)− k(t1, s)| · |x(s)| ds ≤ ε‖x‖L1(a,b),

=⇒ |Ax(t1)−Ax(t2)| ≤ ε ∀x ∈ B1, t1, t2 ∈ [a, b], |t1 − t2| ≤ δ.

Ôóíêöèè èç A(B1) ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû, ïîýòîìó A(B1) êîì-
ïàêò, îïåðàòîð A êîìïàêòåí. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 7.1. Åñëè k(t, s) ∈ C
(
[a, b]× [a, b]

)
, òî îïåðàòîð A :

C[a, b] → C[a, b], îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (7.2), êîìïàêòåí.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü M � îãðàíè÷åííîå â C[a, b] ìíîæå-

ñòâî. Âëîæåíèå C[a, b] ⊂ L1(a, b) íåïðåðûâíî. Çíà÷èò, M îãðàíè÷åíî
â L1(a, b) è ïî òåîðåìå 7.2 ìíîæåñòâî A(M) êîìïàêòíî â C[a, b]. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îïåðàòîð A : C[a, b] → C[a, b] êîìïàêòåí.

Ñëåäñòâèå 7.2. Åñëè k(t, s) ∈ C([a, b] × [a, b]), òî îïåðàòîð A :
L2[a, b] → L2[a, b], îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (7.2), êîìïàêòåí.

Óïðàæíåíèå 7.1. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 7.2.

Ç àì å ÷ à í è å. Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð, îïðåäåëåííûé íà ôóíêöè-
ÿõ ìíîãèõ ïåðåìåííûõ (ôîðìóëà (4.7) ãë. II) êîìïàêòåí ïðè àíàëîãè÷-
íûõ óñëîâèÿõ.
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Ã ë à â à V
Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Öåëü ýòîé ãëàâû � ýòî èññëåäîâàíèå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âèäà:

Ax = y (1)

Îïåðàòîð A ∈ L (X, Y ). Ïðîñòåéøèé àíàëèç ñâÿçè ìåæäó îïåðàòîðîì
A è ðåøåíèÿìè (1) áûë ïðîâåäåí â � 6 ãë. II. Â ÷àñòíîñòè,

1. óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ⇐⇒
ImA = Y (ýòî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ImA);

2. óðàâíåíèå (1) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ⇐⇒ KerA = {0},
ò. å. Ax = 0 èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå;

3. åñëè ðåøåíèå (1) óäîâëåòâîðÿåò àïðèîðíîé îöåíêå: ‖x‖ ≤ C‖y‖
(C íå çàâèñèò îò x è y), òî, çàäà÷à (1) èìååò íå áîëåå îäíîãî
ðåøåíèÿ; åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî óñòîé÷èâî;

4. åñëè ïðîñòðàíñòâà X, Y áàíàõîâû, ImA = X, KerA = {0}, òî
çàäà÷à (1) êîððåêòíî ïîñòàâëåíà.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè, íàèáîëåå ïîëíî ðàçðàáîòàíà òåîðèÿ ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé âèäà:

Ax = y, x−Ax = y (2)
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ñ êîìïàêòíûì îïåðàòîðîì A. Îíè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè 1-ãî è 2-ãî
ðîäà ñîîòâåòñòâåííî. Èõ èññëåäîâàíèå íà÷àòî â ðàáîòàõ Ôðåäãîëüìà,
êîòîðûé ðàññìàòðèâàë èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ âèäà:

∫ b

a
k(t, s)x(s) ds = y(t), x(t)−

∫ b

a
k(t, s)x(s) ds = y(t). (3)

Óðàâíåíèÿ (3) íàçûâàþò èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè Ôðåäãîëüìà 1-
ãî è 2-ãî ðîäà. Ôðåäãîëüì äîêàçàë ðÿä òåîðåì, êîòîðûå äàþò èñ÷åð-
ïûâàþùåå îïèñàíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ
2-ãî ðîäà. Ñåé÷àñ ýòè ðåçóëüòàòû íàçûâàþò òåîðåìàìè Ôðåäãîëüìà.
Âïîñëåäñòâèè, â ðàáîòàõ ðÿäà ìàòåìàòèêîâ, ãëàâíûì îáðàçîì Ðèññà è
Øàóäåðà, òåîðåìû Ôðåäãîëüìà áûëè îáîáùåíû íà ñëó÷àé (2).

� 1 Ñâÿçü ìåæäó Im A è Ker A∗

Îïð å ä å ë å í è å. x ∈ X è x∗ ∈ X∗ îðòîãîíàëüíû, åñëè 〈x∗, x〉 = 0.

Îïðåäåëèì îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ ê M ⊂ Y è N∗ ⊂ Y ∗:

M⊥ = {y∗ ∈ Y ∗ : y∗ ⊥ M, òî åñòü 〈y∗, y〉 = 0 ∀y ∈ M},
⊥N∗ = {y ∈ Y : y ⊥ N∗, òî åñòü 〈y∗, y〉 = 0 ∀y∗ ∈ N∗}.

Ðàíåå áûëî äîêàçàíî (ñëåäñòâèå 2.4 ãë. III), ÷òî ëèíåéíîå ìíîãîîáðà-
çèå M ⊂ Y ïëîòíî â Y , åñëè è òîëüêî åñëè M⊥ = {0}.

Óïðàæíåíèå 1.1. Äîêàçàòü, ÷òî M⊥ è ⊥N∗ ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà.

Òå î ð åì à 1.1. Ïóñòü A ∈ L (X,Y ). Òîãäà

ImA = ⊥KerA∗. (1.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê A ∈ L (X, Y ), òî A∗ ∈ L (Y ∗, X∗).
Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî Im A ⊂ ⊥KerA∗. Ïóñòü y ∈ ImA, òîãäà

ñóùåñòâóåò x ∈ X, Ax = y. Ñëåäîâàòåëüíî,

〈y∗, y〉 = 〈y∗, Ax〉 = 〈A∗y∗, x〉 = 0 ∀y∗ ∈ KerA∗.
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Ýòî è îçíà÷àåò y ∈ ⊥KerA∗. Âëîæåíèå ImA ⊂ ⊥KerA∗ äîêàçàíî.
⊥KerA∗ � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî (óïðàæíåíèå 1.1). Çíà÷èò

⊥KerA∗ çàìêíóòî. Ñëåäîâàòåëüíî, èç âëîæåíèÿ ImA ⊂ ⊥KerA∗, âû-
òåêàåò ImA ⊂ ⊥KerA∗.

Îñòàëîñü äîêàçàòü îáðàòíîå âëîæåíèå: ⊥KerA∗ ⊂ ImA. Ïðåäïîëî-
æèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

y0 ∈ ⊥KerA∗, y0 6∈ ImA.

Im A � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Y , ïîýòîìó, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2.3
ãë. III, ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë

y∗ ∈ Y ∗, 〈y∗, y〉 = 0 ∀y ∈ ImA, 〈y∗, y0〉 = 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

〈y∗, y〉 = 0 ∀y ∈ ImA =⇒ 〈y∗, Ax〉 = 0 =⇒ 〈A∗y∗, x〉 = 0 ∀x ∈ X.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò y∗ ∈ KerA∗. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèÿìè

y0 ∈ ⊥KerA∗, 〈y∗, y0〉 = 1.

Çíà÷èò ⊥KerA∗ ⊂ Im A. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç àì å ÷ à í è å. Âëîæåíèå ImA ⊂ ⊥KerA∗ îçíà÷àåò, ÷òî íåîáõî-

äèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ Ax = y ÿâëÿåòñÿ îðòî-
ãîíàëüíîñòü y âñåì ðåøåíèÿì îäíîðîäíîãî ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ
A∗y∗ = 0. Â � 2 ìû ââåäåì êëàññ îïåðàòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòî óñëîâèå
áóäåò íå òîëüêî íåîáõîäèìûì, íî è äîñòàòî÷íûì.

Èç îïðåäåëåíèÿ îðòîãîíàëüíûõ äîïîëíåíèé òàêæå âûòåêàåò
Òå î ð åì à 1.2. Ïóñòü A ∈ L (X, Y ). Òîãäà

(ImA)⊥ = KerA∗. (1.2)

Óïðàæíåíèå 1.2. Äîêàçàòü òåîðåìó 1.2.
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� 2 Íîðìàëüíî ðàçðåøèìûå îïåðàòîðû

Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A ∈ L (X,Y ) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíî ðàç-
ðåøèìûì, åñëè Im A = ⊥KerA∗.

Èç òåîðåìû 1.1 âûòåêàåò
Ýê â è â à ë å í ò í î å î ï ð å ä å ë å í è å. A ∈ L (X, Y ) íàçûâàåòñÿ

íîðìàëüíî ðàçðåøèìûì, åñëè åãî îáðàç çàìêíóò, òî åñòü Im A = ImA.
Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

Ax = y (2.1)
A∗y∗ = 0 (2.2)

Òå î ð åì à 2.1. Åñëè A ∈ L (X, Y ) íîðìàëüíî ðàçðåøèìûé, òî

(à) óðàâíåíèå (2.1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè
y ∈ Y , åñëè è òîëüêî åñëè ñîïðÿæåííîå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
(2.2) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y∗ = 0;

(á) óðàâíåíèå (2.1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X åñëè è òîëüêî åñëè åãî
ïðàâàÿ ÷àñòü y ∈ Y îðòîãîíàëüíà âñåì ðåøåíèÿì îäíîðîäíîãî
ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ (2.2).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïî óñëîâèþ ImA = ⊥KerA∗.
(à). Ïóñòü óðàâíåíèå (2.1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ëþáîãî y ∈ Y .

Ýòî ýêâèâàëåíòíî ImA = Y ⇐⇒ ⊥KerA∗ = Y . Ïîñëåäíåå îçíà÷à-
åò, ÷òî ëþáîé ôóíêöèîíàë èç KerA∗ îðòîãîíàëåí Y . Ýòî âîçìîæíî
òîëüêî â ñëó÷àå KerA∗ = {0}, òî åñòü óðàâíåíèå (2.2) èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Óòâåðæäåíèå (à) äîêàçàíî.

(á). Ïóñòü (2.1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X. Ýòî ýêâèâàëåíòíî

y ∈ Im A = ⊥KerA∗.

Çíà÷èò y ∈ ⊥KerA∗, òî åñòü y îðòîãîíàëåí âñåì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ
(2.2). Óòâåðæäåíèå (á) äîêàçàíî. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Â � 4 ìû äîêàæåì íîðìàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü îïåðàòîðîâ âèäà A+
B, A � íåïðåðûâíî îáðàòèìûé, B � êîìïàêòíûé. Â ýòîì ïàðàãðàôå
îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.

Òå î ð åì à 2.2. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ L (X,Y ).
Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ > 0 òàêàÿ, ÷òî

γ‖x‖ ≤ ‖Ax‖ ∀x ∈ X, (2.3)

òî îïåðàòîð A íîðìàëüíî ðàçðåøèìûé.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî Im A çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî, òî åñòü ñîäåðæèò âñå ñâîè ïðåäåëüíûå òî÷êè. Ïóñòü yn ∈ Im A,
yn → y. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî y ∈ ImA. Òàê êàê yn ∈ ImA, òî yn = Axn,
xn ∈ X. Òîãäà A(xn − xm) = yn − ym Èñïîëüçóÿ (2.3) ïîëó÷àåì

γ‖xn − xm‖ ≤ ‖A(xn − xm)‖ = ‖yn − ym‖ → 0 ïðè n,m →∞.

Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} ôóíäàìåíòàëüíàÿ. Òàê êàê X áàíà-
õîâî, òî xn → x ∈ X. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â óðàâíåíèè Axn = yn

ïîëó÷àåì Ax = y. Çíà÷èò y ∈ Im A. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ç à ì å ÷ à í è ÿ.

1 Ïóñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.1) óäîâëåòâîðÿþò îöåíêå

‖x‖ ≤ C‖y‖ (C íå çàâèñèò îò x, y). (2.4)

Îíà íàçûâàåòñÿ àïðèîðíîé îöåíêîé ðåøåíèÿ. Èç (2.4) âûòåêàåò
åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ (� 6 ãë. II). Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2.2, èç àïðèîðíîé îöåíêè âûòåêàåò íîðìàëüíàÿ ðàçðå-
øèìîñòü A (çàìåíÿÿ â (2.4) y íà Ax ïîëó÷àåì (2.3)).

2 Èç îöåíêè (2.3) âûòåêàåò òàêæå KerA = {0}, îïåðàòîð A−1 ñó-
ùåñòâóåò è íåïðåðûâåí (òåîðåìà 5.2 ãë. II).

119



� 3 Óðàâíåíèå ñ êîýðöèòèâíûì îïåðàòîðîì

Îïð å ä å ë å í è å. Îïåðàòîð A : X → X∗ íàçûâàåòñÿ êîýðöèòèâíûì,

åñëè 〈A(xn), xn〉
‖xn‖ → +∞ ïðè ‖xn‖ → ∞.

Óïðàæíåíèå 3.1. Äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → X∗

êîýðöèòèâåí, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ γ > 0:

〈Ax, x〉 ≥ γ‖x‖2 ∀x ∈ X. (3.1)

Äëÿ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà èç êîýðöèâíîñòè îöåíêà (3.1) íå âûòåêàåò.
Òå î ð åì à 3.1. Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå ïðîñòðàíñòâî, îïåðà-

òîð A ∈ L (X,X∗) êîýðöèòèâåí. Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ X∗ ñóùåñòâó-
åò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X óðàâíåíèÿ

Ax = f. (3.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê A ëèíåéíûé è êîýðöèòèâíûé, òî
âûïîëíÿåòñÿ (3.1). Èç íåãî âûòåêàåò γ‖x‖2 ≤ 〈Ax, x〉 ≤ ‖Ax‖ · ‖x‖,

γ‖x‖ ≤ ‖Ax‖ ∀x ∈ X. (3.3)

Çíà÷èò îïåðàòîð A íîðìàëüíî ðàçðåøèì (òåîðåìà 2.2). Èç (3.3) âûòå-
êàåò åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (åñëè (3.2) èìååò äâà ðåøåíèÿ x1, x2, òî
A(x1 − x2) = 0, γ‖x1 − x2‖ ≤ 0, x1 = x2).

Îñòàëîñü äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Â ñèëó òåîðåìû 2.1 (à),
äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû óðàâíåíèå

A∗x0 = 0

èìåëî òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. X ðåôëåêñèâíî, çíà÷èò X∗∗ = X,
A∗ ∈ L (X, X∗). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî (3.1), ïîëó÷àåì

0 = 〈A∗x0, x0〉 = 〈x0, Ax0〉 ≥ γ‖x0‖2,
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ñëåäîâàòåëüíî, x0 = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Îïð å ä å ë å í è å. Îòîáðàæåíèå a : X ×X → R, êîòîðîå êàæäîé

ïàðå ýëåìåíòîâ x ∈ X, y ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî a(x, y) ∈ R,
íàçûâàåòñÿ áèëèíåéíîé ôîðìîé, åñëè äëÿ ∀λ, µ ∈ R, x, y, z ∈ X

a(λx + µy, z) = λ · a(x, z) + µ · a(y, z),
a(x, λy + µz) = λ · a(x, y) + µ · a(x, y).

Îïð å ä å ë å í è å. Áèëèíåéíàÿ ôîðìà a : X ×X → R íàçûâàåòñÿ
� íåïðåðûâíîé, åñëè a(xn, yn) → a(x, y) ïðè xn → x, yn → y;
� êîýðöèòèâíîé, åñëè ñóùåñòâóåò γ > 0: a(x, x) ≥ γ‖x‖2 ∀x ∈ X.

Óïðàæíåíèå 3.2. Äîêàçàòü, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà íåïðåðûâíà,
åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò C > 0: |a(x, y)| ≤ C‖x‖·‖y‖ ∀x, y ∈ X.

Òå î ð åì à 3.2 (Ëàêñ-Ìèëüãðàìì). Ïóñòü X � ðåôëåêñèâíîå
ïðîñòðàíñòâî, áèëèíåéíàÿ ôîðìà a : X×X → R íåïðåðûâíà è êîýðöè-
òèâíà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî f ∈ X∗ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
x ∈ X óðàâíåíèÿ

a(x, y) = 〈f, y〉 ∀y ∈ X.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü îïåðàòîð A, êîòîðûé
êàæäîìó x ∈ X ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèîíàë A(x) : X → R:

〈A(x), y〉 = a(x, y) ∀y ∈ X

è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 3.1.
Óïðàæíåíèå 3.3. Äîêàçàòü òåîðåìó 3.2.

� 4 Íîðìàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü (E−A), A ∈ σ(X)

Ìû äîêàæåì, ÷òî îïåðàòîð E−A íîðìàëüíî ðàçðåøèì, åñëè A ∈ σ(X),
E : X → X � åäèíè÷íûé îïåðàòîð, σ(X) � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ
êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ èç X â X.
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Ëåììà 4.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ σ(X). Òîãäà,
åñëè {xn} ⊂ X, xn − Axn → y, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà,
òî y ∈ Im (E−A), ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn′ →
x, x−Ax = y.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì yn = xn − Axn → y. Òàê êàê ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {xn} îãðàíè÷åíà, òî {Axn} êîìïàêòíà. Çíà÷èò ñó-
ùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Axn′} (òàê êàê A êîì-
ïàêòåí, X áàíàõîâî). Òîãäà è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn′ = Axn′ + yn′

ñõîäèòñÿ. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â xn′−Axn′ = yn′ , ïîëó÷àåì x−Ax = y.
Çíà÷èò y ∈ Im (E −A). Ëåììà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 4.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ σ(X).
Òîãäà îïåðàòîð E −A íîðìàëüíî ðàçðåøèì.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî Im (E − A) çàìêíóò.
Ïóñòü yn ∈ Im (E − A), yn → y. Íàäî äîêàçàòü, ÷òî y ∈ Im (E − A).
Òàê êàê yn ∈ Im (E −A), òî ñóùåñòâóþò xn ∈ X, xn −Axn = yn.

Åñëè {xn} îãðàíè÷åíà, òî y ∈ Im (E −A) ïî ëåììå 4.1.
Ïóñòü {xn} íå îãðàíè÷åíà. Ïîëîæèì

Ker (E −A) = {x ∈ X : x−Ax = 0}, dn = inf
x∈Ker (E−A)

‖x− xn‖.

Ïî îïðåäåëåíèþ inf, ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

zn ∈ Ker (E −A), dn ≤ ‖zn − xn‖ ≤ dn(1 + 1/n). (4.1)

Òàê êàê zn −Azn = 0, òî

(xn − zn)−A(xn − zn) = yn.

Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë dn îãðàíè÷åíà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(xn − zn) òàêæå îãðàíè÷åíà. Ïðèìåíÿÿ ëåììó 4.1, â êîòîðîé xn çàìå-
íÿåì íà (xn − zn), ïîëó÷àåì y ∈ ImA.

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî dn îãðàíè÷åíà. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ äëÿ êðàòêîñòè ñíî-
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âà îáîçíà÷èì dn, òàêàÿ, ÷òî

dn → +∞ =⇒ ‖xn − zn‖ → ∞.

Ïîëîæèì un =
xn − zn

‖xn − zn‖ . Òîãäà ‖un‖ = 1.
Òàê êàê {yn} ñõîäèòñÿ, òî îíà îãðàíè÷åíà, çíà÷èò

un −Aun =
yn

‖xn − zn‖ → 0. (4.2)

Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 4.1, â êîòîðîé xn çàìåíÿåì íà un.
Ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü un′ → u ∈ X, ïðè÷åì â ñèëó (4.2),

u−Au = 0 =⇒ u ∈ Ker (E −A).

Ïîëîæèì

wn′ = zn′ + u‖xn′ − zn′‖ ∈ Ker (E −A), òàê êàê zn′ , u ∈ Ker (E −A).

Èç îïðåäåëåíèÿ un′ âûòåêàåò

xn′ − wn′ = (un′ − u)‖xn′ − zn′‖. (4.3)

Èç îïðåäåëåíèÿ dn âûòåêàåò dn′ ≤ ‖xn′ −wn′‖, òàê êàê wn′ ∈ Ker (E −
A). Ñîãëàñíî (4.1) ‖xn′ − zn′‖ ≤ dn′(1 + 1/n′). Èñïîëüçóÿ ýòè íåðàâåí-
ñòâà è (4.3), ïîëó÷àåì

dn′ ≤ ‖xn′ − wn′‖ = ‖un′ − u‖ · ‖xn′ − zn′‖ ≤ ‖un′ − u‖dn′(1 + 1/n′),

=⇒ ‖un′ − u‖ ≥ 1
1 + 1/n′

→ 1 ïðè n′ →∞.

Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ‖un′ − u‖ → 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå 4.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ σ(X).

Òîãäà îïåðàòîð E −A∗ íîðìàëüíî ðàçðåøèì.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê A ∈ σ(X), òî A∗ ∈ σ(X∗) (òåîðå-

ìà 6.3 ãë. IV). Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.1.
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Ñëåäñòâèå 4.2. Ïóñòü Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð
A ∈ L (X,Y ) íåïðåðûâíî îáðàòèì, B ∈ L (X,Y ) êîìïàêòåí. Òîãäà
îïåðàòîðû A + B è A∗ + B∗ íîðìàëüíî ðàçðåøèìûå.

Óïðàæíåíèå 4.1. Äîêàçàòü ñëåäñòâèå 4.2 (ïîäñêàçêà: äîêàçàòü ðà-
âåíñòâî Im (A + B) = Im (E + BA−1) è ïðèìåíèòü òåîðåìó 4.1).

� 5 Òåîðåìû Ôðåäãîëüìà
Ïðèâåäåííûå íèæå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ óïðîùåííûì ñîäåðæàíèåì
òåîðèè Ðèññà-Øàóäåðà ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ:

x−Ax = y (5.1)
x−Ax = 0 (5.2)
x∗ −A∗x∗ = y∗ (5.3)
x∗ −A∗x∗ = 0 (5.4)

Ëåììà 5.1. Ïóñòü X � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, A ∈ σ(X). Òîãäà,
åñëè Im (E −A) = X, òî Ker (E −A) = {0}.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: Ker (E−A) 6= {0}.
Ïîëîæèì

B = E −A, Nk = KerBk ≡ {x ∈ X : (E −A)kx = 0} k = 1, 2, 3, . . .

Nk � ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà X (òàê êàê Bk ∈ L (X)). Íåòðóäíî
äîêàçàòü âëîæåíèÿ

N1 ⊂ N2 ⊂ N3 ⊂ . . . ⊂ Nk ⊂ . . .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x ∈ Nk = KerBk, òî

Bkx = 0 ⇒ Bk+1x = B
(
Bkx

)
= 0.
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Áîëåå òîãî, Nk 6= Nk+1 ∀k. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x1 ∈ N1, x1 6= 0. Ïî
óñëîâèþ ëåììû ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x2 ∈ X óðàâíåíèÿ

Bx2 = x1.

Òîãäà B2x2 = Bx1 = 0, òàê êàê x1 ∈ KerB. Ñëåäîâàòåëüíî, x2 ∈ N2.
Îäíàêî, x2 6∈ N1, òàê êàê, åñëè x2 ∈ N1, òî x1 = Bx2 = 0. Çíà÷èò
N1 6= N2. Àíàëîãè÷íî âûáèðàÿ x3 êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

Bx3 = x2

ïîëó÷àåì x3 ∈ N3. Îäíàêî, åñëè x3 ∈ N2, òî 0 = B2x3 = Bx2, ñëåäî-
âàòåëüíî, x2 ∈ N1, ÷òî íåâîçìîæíî è ò. ä.

Ïî ëåììå 2.1 ãë. IV, â êîòîðîé ïîëàãàåì X = Nk, L = Nk−1, ε = 1/2
(ëåììó ìîæíî ïðèìåíèòü, òàê êàê Nk−1 � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
Nk, Nk−1 6= Nk) ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yk ∈ Nk, ‖yk‖ = 1, ‖x− yk‖ ≥ 1/2 ∀x ∈ Nk−1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} îãðàíè÷åíà. Çíà÷èò {Ayk} êîìïàêòíà. Äî-
êàæåì, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî.

Ayn −Ayk = yn − (yn −Ayn)− yk + (yk −Ayk) = yn −Byn − yk + Byk,

‖Ayn −Ayk‖ = ‖x− yk‖, x = yn −Byn + Byk.

Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, k > n. Òîãäà

yn ∈ Nn ⊂ Nk−1, Byn ∈ Nn−1 ⊂ Nk−1, Byk ∈ Nk−1,

Çíà÷èò x ∈ Nk−1. Èç âûáîðà yk âûòåêàåò ‖x− yk‖ ≥ 1/2,

=⇒ ‖Ayn −Ayk‖ ≥ 1/2.

Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Ayk} è íèêàêàÿ åå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íå ìîãóò áûòü ôóíäàìåíòàëüíûìè. Ïðîòèâîðå÷èå. Ëåììà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 5.1 (1-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X � áàíà-
õîâî ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð A : X → X ëèíååí è êîìïàêòåí. Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû
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(à) óðàâíåíèå (5.1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ëþáîãî y ∈ X;

(á) óðàâíåíèå (5.2) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 0;

(â) óðàâíåíèå (5.3) èìååò ðåøåíèå x∗ ∈ X∗ äëÿ ëþáîãî y∗ ∈ X∗;

(ã) óðàâíåíèå (5.4) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x∗ = 0.

Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç óêàçàííûõ âûøå óñëîâèé îïåðàòîðû E−A

è E −A∗ íåïðåðûâíî îáðàòèìû.

Çàì å ÷ à í è å. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ
óñëîâèé, çàäà÷è (5.1) è (5.3) êîððåêòíî ïîñòàâëåíû.

Äî ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Îïåðàòîð E − A íîðìàëüíî ðàçðåøèìûé
(òåîðåìà 4.1). Òîãäà ýêâèâàëåíòíîñòü (à) è (ã) âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.2.
Îñòàëîñü äîêàçàòü (à) ⇒ (á) ⇒ (â) ⇒ (ã).

(à) =⇒ (á). Âûòåêàåò èç ëåììû 5.1.
(á) =⇒ (â). Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (á). Äîêàæåì, ÷òî òîãäà

âåðíî (â). Ïîëîæèì B = E − A. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ∀y∗ ∈ X∗

ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x∗ ∈ X∗ óðàâíåíèÿ

B∗x∗ = y∗ ⇐⇒ 〈B∗x∗, x〉 = 〈y∗, x〉 ∀x ∈ X. (5.5)

KerB = {0}, DB = X, Im B çàìêíóò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
B−1 ∈ L (ImB, X) (ñëåäñòâèå 5.1 ãë. II). Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë x∗

íà ïðîñòðàíñòâå Im B ïî ôîðìóëå:

〈x∗, y〉 = 〈y∗, B−1y〉 ∀y ∈ ImB. (5.6)

Î÷åâèäíî, ÷òî x∗ ëèíååí è íåïðåðûâåí. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé Õàíà-
Áàíàõà è ïðîäîëæèì åãî ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì îáðàçîì äî ôóíê-
öèîíàëà èç X∗. Èñïîëüçóÿ (5.6), â êîòîðîì y = Bx, ïîëó÷àåì

〈B∗x∗, x〉 = 〈x∗, Bx〉 = 〈y∗, B−1(Bx)〉 = 〈y∗, x〉 ∀x ∈ X.

Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ � ðåøåíèå (5.5).
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(â) =⇒ (ã). Âûòåêàåò èç ëåììû 5.1, òàê êàê A∗ êîìïàêòåí.
Ýêâèâàëåíòíîñòü óòâåðæäåíèé (à), (á), (â), (ã) äîêàçàíà. Ïóñòü âû-

ïîëíåíî êàêîå-òî èç íèõ. Òîãäà Ker (E − A) = {0}, Im (E − A) = X.
E−A íåïðåðûâíî îáðàòèì ïî òåîðåìå Áàíàõà îá îáðàòíîì îïåðàòîðå.
Îïåðàòîð E−A∗ íåïðåðûâíî îáðàòèì ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç ýêâèâàëåíòíîñòè óòâåðæäåíèé (à) è (á) òåîðåìû âûòåêàåò
Àë ü ò å ð í à ò è â à Ôð å ä ã î ë üì à. Åñëè ïðîñòðàíñòâî X áà-

íàõîâî, ëèíåéíûé îïåðàòîð A êîìïàêòåí, òî

ëèáî óðàâíåíèå (5.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ∀y ∈ X,

ëèáî óðàâíåíèå (5.2) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ x 6= 0.

Ëåììà 5.2. Ïóñòü ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → X êîìïàêòåí.
Òîãäà îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (5.2) è (5.4) èìåþò êîíå÷íîå ÷èñëî ëè-
íåéíîå íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà Ker (E − A) è Ker (E − A∗) êîíå÷íîìåðíû. Ïóñòü B � øàð â X.
Åñëè x ∈ B, x ∈ Ker (E −A), òî

x = Ax, x ∈ B =⇒ x ∈ A(B).

Ñëåäîâàòåëüíî, B ∩Ker (E −A) ⊂ A(B). Îïåðàòîð A êîìïàêòåí, çíà-
÷èò ìíîæåñòâî A(B) ïðåäêîìïàêòíî, òîãäà è åãî ïîäìíîæåñòâî B ∩
Ker (E−A) ïðåäêîìïàêòíî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî Ker (E−
A) êîíå÷íîìåðíîå (ñëåäñòâèå 2.4 ãë. IV). Ïðîñòðàíñòâî Ker (E − A∗)
òàêæå êîíå÷íîìåðíî, òàê êàê A∗ ∈ σ(X∗). Ëåììà äîêàçàíà.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî óñèëèòü.
Òå î ð åì à 5.2 (2-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X � áàíà-

õîâî ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð A : X → X ëèíååí è êîìïàêòåí. Òîãäà
îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (5.2) è (5.4) èìåþò ïî îäèíàêîâîìó êîíå÷íîìó
÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, òî åñòü

dimKer (E −A) = dim Ker (E −A∗) < ∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [12, 6, 4, 8].
Òå î ð åì à 5.3 (3-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X � áàíà-

õîâî ïðîñòðàíñòâî, îïåðàòîð A : X → X ëèíååí è êîìïàêòåí. Òîãäà

(à) óðàâíåíèå (5.1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X òîëüêî äëÿ òåõ ïðàâûõ
÷àñòåé y ∈ X, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû ðåøåíèÿì îäíîðîäíîãî
ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ (5.4);

(á) ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå (5.3) èìååò ðåøåíèå x∗ ∈ X∗ òîëüêî
äëÿ òåõ ïðàâûõ ÷àñòåé y∗ ∈ X∗, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû ðåøå-
íèÿì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (5.2).

(à) âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.1, òàê êàê îïåðàòîð E − A íîðìàëüíî
ðàçðåøèìûé. Äîêàçàòåëüñòâî (á) ìîæíî íàéòè â [8, ñ. 274].

Óïðàæíåíèå 5.1. Äîêàçàòü (á) â ñëó÷àå X � ðåôëåêñèâíîå ïðî-
ñòðàíñòâî (èñïîëüçîâàòü (à) è óïðàæíåíèå 6.1 ãë. III).

� 6 Îáîáùåíèå òåîðåì Ôðåäãîëüìà
Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà. Åñëè îïåðàòîð A èìååò âèä

A = B + C,

B ∈ L (X, Y ) íåïðåðûâíî îáðàòèìûé,

C ∈ L (X,Y ) êîìïàêòíûé,
(6.1)

òî òåîðåìû Ôðåäãîëüìà îñòàþòñÿ â ñèëå äëÿ óðàâíåíèé

Ax = y (6.2)
Ax = 0 (6.3)
A∗y∗ = x∗ (6.4)
A∗y∗ = 0 (6.5)
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Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ

z − CB−1z = y (6.6)
z − CB−1z = 0 (6.7)
z∗ − (

CB−1
)∗

z∗ = f (f = (B∗)−1x∗) (6.8)
z∗ − (

CB−1
)∗

z∗ = 0 (6.9)

Ìåæäó ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé (6.2) è (6.6) èìååòñÿ âçàèìíîîäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå:

åñëè x ∈ X � ðåøåíèå (6.2), òî z = Bx � ðåøåíèå (6.6);

åñëè z ∈ Y � ðåøåíèå (6.6), òî x = B−1z � ðåøåíèå (6.2).

Îïåðàòîð B íåïðåðûâíî îáðàòèì, çíà÷èò îïåðàòîð B∗ òàêæå íåïðå-
ðûâíî îáðàòèì, ïðè÷åì (B∗)−1 = (B−1)∗ (òåîðåìà 6.2 ãë. III). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ìåæäó ðåøåíèÿìè (6.4) è (6.8) òàêæå èìååòñÿ âçàèìíîîäíî-
çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Óïðàæíåíèå 6.1. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè (6.4) è (6.8)?
Îïåðàòîð B−1 ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé, C ëèíåéíûé è êîìïàêò-

íûé, ñëåäîâàòåëüíî, CB−1 � ëèíåéíûé êîìïàêòíûé (óïðàæíåíèå 6.1
ãë. IV). Çíà÷èò ê óðàâíåíèÿì (6.6)�(6.9) ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìû
Ôðåäãîëüìà èç � 5. Ïåðåõîäÿ îò óðàâíåíèé (6.6)�(6.9) ê óðàâíåíèÿì
(6.2)�(6.5) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Òå î ð åì à 6.1 (1-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X, Y �
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîð A : X → Y èìååò âèä (6.1). Òîãäà
ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

(à) óðàâíåíèå (6.2) èìååò ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ëþáîãî y ∈ Y ;

(á) óðàâíåíèå (6.3) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 0;

(â) óðàâíåíèå (6.4) èìååò ðåøåíèå y∗ ∈ X∗ äëÿ ëþáîãî x∗ ∈ X∗;

(á) óðàâíåíèå (6.5) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y∗ = 0.
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Ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç óêàçàííûõ âûøå óñëîâèé îïåðàòîðû A è
A∗ íåïðåðûâíî îáðàòèìû.

Çàì å ÷ à í è å. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ
óñëîâèé, çàäà÷è (6.2) è (6.4) êîððåêòíî ïîñòàâëåíû.

Àë ü ò å ð í à ò è â à Ôð å ä ã î ë üì à. Ïóñòü X, Y � áàíàõîâû
ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîð A : X → Y èìååò âèä (6.1). Òîãäà

ëèáî óðàâíåíèå (6.2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x ∈ X äëÿ ∀y ∈ Y ,

ëèáî óðàâíåíèå (6.3) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ x 6= 0.

Òå î ð åì à 6.2 (2-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X, Y �
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîð A : X → Y èìååò âèä (6.1). Òîãäà
îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ (6.3) è (6.5) èìåþò ïî îäèíàêîâîìó êîíå÷íîìó
÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, òî åñòü

dim KerA = dim KerA∗ < ∞.

Òå î ð åì à 6.3 (3-ÿ òåîðåìà Ôðåäãîëüìà). Ïóñòü X, Y �
áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, îïåðàòîð A : X → Y èìååò âèä (6.1). Òîãäà

(à) óðàâíåíèå (6.2) èìååò ðåøåíèå x ∈ X òîëüêî äëÿ òåõ ïðàâûõ
÷àñòåé y ∈ Y , êîòîðûå îðòîãîíàëüíû ðåøåíèÿì îäíîðîäíîãî
ñîïðÿæåííîãî óðàâíåíèÿ (6.5);

(á) ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå (6.4) èìååò ðåøåíèå y∗ ∈ Y ∗ òîëüêî
äëÿ òåõ ïðàâûõ ÷àñòåé f ∈ Y ∗, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû ðåøåíè-
ÿì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6.3).

Çàì å ÷ à í è å. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1 óòâåðæäåíèå (à) òåîðåìû 6.3
ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íîðìàëüíî ðàçðåøèìîãî îïåðàòîðà A, íå îáÿ-
çàòåëüíî èìåþùåãî âèä (6.1).

Îïð å ä å ë å í è å. Íîðìàëüíî ðàçðåøèìûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ
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� íåòåðîâûì (îïåðàòîðîì Íåòåðà), åñëè KerA è KerA∗ êîíå÷íî-
ìåðíû,

� ôðåäãîëüìîâûì (îïåðàòîðîì Ôðåäãîëüìà), åñëè KerA è KerA∗

êîíå÷íîìåðíû è èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü.

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.2 è òåîðåìå 6.2 îïåðàòîð âèäà (6.1) ÿâëÿåòñÿ
ôðåäãîëüìîâûì. Îêàçûâàåòñÿ âåðíî è îáðàòíîå.

Òå î ð åì à 6.4 (Íèêîëüñêèé). Ïóñòü X, Y áàíàõîâû ïðîñòðàí-
ñòâà. Îïåðàòîð A ∈ L (X,Y ) ÿâëÿåòñÿ ôðåäãîëüìîâûì, åñëè è òîëü-
êî åñëè îí ïðåäñòàâèì â âèäå (6.1).

Òàêèì îáðàçîì, â òåîðåìàõ 6.1, 6.2, 6.3 óñëîâèå (6.1) ìîæíî ïîìå-
íÿòü íà ¾îïåðàòîð A ∈ L (X,Y ) ôðåäãîëüìîâ¿.

� 7 Íåêîððåêòíîñòü óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà
Â � 5 áûëè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ êîððåêòíî-
ñòè óðàâíåíèÿ 2-ãî ðîäà. Â ýòîì ïàðàãðàôå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à,
ñîñòîÿùàÿ â ðåøåíèè óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà, íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíà â
áåñêîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå. Óðàâíåíèåì 1-ãî ðîäà íàçûâàåòñÿ

Ax = y, (7.1)

åñëè îïåðàòîð A : X → Y êîìïàêòåí.
Îïð å ä å ë å í è å. Ëèíåéíûé îïåðàòîð A íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåð-

íûì, åñëè åãî îáðàç Im A êîíå÷íîìåðåí.
Óïðàæíåíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

7.1 ëþáîé ëèíåéíûé íåïðåðûâíûé êîíå÷íîìåðíûé îïåðàòîð ÿâëÿåò-
ñÿ êîìïàêòíûì;

7.2 îïåðàòîð A ∈ L (X,Y ) êîíå÷íîìåðíûé, åñëè è òîëüêî åñëè ñóùå-
ñòâóþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå yi ∈ Y , fi ∈ X∗ (1 ≤ i ≤ n):

Ax =
n∑

i=1

〈fi, x〉 · yi ∀x ∈ X. (7.2)
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(â êà÷åñòâå yi âçÿòü áàçèñ ImA.)

Òå î ð åì à 7.1. Ïóñòü Y � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ëèíåéíûé
îïåðàòîð A : X → Y êîìïàêòåí è íå ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì. Òîãäà
ImA íå çàìêíóò â Y .

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: Im A çàìêíóò â
Y . Òîãäà Im A ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñàìîñòîÿòåëüíîå áàíàõîâî
ïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

ImA =
∞⋃

n=1

A(Bn), Bn = {x ∈ X : ‖x‖ ≤ n}.

Îïåðàòîð A êîìïàêòåí, çíà÷èò A(Bn) êîìïàêòíî. Òàê êàê Im A áåñêî-
íå÷íîìåðíî, òî ïî ñëåäñòâèþ 2.3 ãë. III êàæäîå A(Bn) íèãäå íå ïëîòíî
â Im A. Ñëåäîâàòåëüíî, ImA ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì I êàòåãîðèè. Ýòî
íåâîçìîæíî ñîãëàñíî òåîðåìå Áýðà-Õàóñäîðôà (òåîðåìà ?? ãë. I), òàê
êàê Im A � áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 7.1. Ïóñòü Y � áàíàõîâî áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî, ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y êîìïàêòåí. Òîãäà ñóùåñòâóþò
y ∈ Y , äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå (7.1) íå èìååò ðåøåíèé x ∈ X.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî Im A 6= Y . Åñëè Im A

êîíå÷íîìåðíî, òî Im A 6= Y , òàê êàê Y áåñêîíå÷íîìåðíîå. Åñëè ImA íå
ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîìåðíûì, òî ImA íå çàìêíóò (òåîðåìà 7.1) è çíà÷èò
íå ðàâåí Y . Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òå î ð åì à 7.2. Ïóñòü X � áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ëèíåéíûé îïåðàòîð A : X → Y êîìïàêòåí. Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò
A−1, òî îí íåîãðàíè÷åí.

Íàïîìíèì, ÷òî íåîãðàíè÷åííûìè íàçûâàþòñÿ îïåðàòîðû, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè.

Äî ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè A−1 íåïðåðûâåí, òî åäèíè÷íûé îïåðà-
òîð E = A−1A : X → X áóäåò êîìïàêòíûì êàê ïðîèçâåäåíèå ëèíåé-
íîãî íåïðåðûâíîãî è êîìïàêòíîãî îïåðàòîðîâ. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî
äëÿ êîíå÷íîìåðíîãî X (ëåììà 6.2 ãë. IV). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Â û â î ä û:
1. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ èç áåñêîíå÷íîìåð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâóåò íå ïðè âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ;
2. åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà èùåòñÿ â áåñêîíå÷íîìåðíîì

ïðîñòðàíñòâå, òî îíî íå óñòîé÷èâî.

� 8 Ïðèëîæåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëüíûì è èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèÿì

Íàì ïîíàäîáÿòñÿ ñëåäóþùèå âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû
Ëåììà 8.1. Åñëè x(t) èìååò êîíå÷íóþ ïðîèçâîäíóþ, ïðè÷åì

x′(t) ≤ αx(t) ∀t ∈ (a, b), (8.1)

òî
x(t) ≤ x(a) · eα(t−a) ∀t ∈ (a, b]. (8.2)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì ϕ(t) = x(t)e−αt. Â ñèëó (8.1)

ϕ′(t) =
(
x′(t)− αx(t)

)
e−αt ≤ 0.

Çíà÷èò ôóíêöèÿ ϕ íå âîçðàñòàåò íà [a, b]. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(t) ≤ ϕ(a)
=⇒ x(t)e−αt ≤ x(a)e−aα. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 8.2. Ïóñòü y(t) ∈ L1(a, b) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó:

|y(t)| ≤ α

∫ t

a
|y(τ)| dτ ∀τ ∈ (a, b). (8.3)

Òîãäà y = 0 íà (a, b).
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì

x(t) =
∫ t

a
|y(τ)| dτ ∀τ ∈ [a, b).

Òîãäà x(a) = 0, x′(t) = |y(t)|, íåðàâåíñòâî (8.3) ïðèíèìàåò âèä (8.1).
Èç (8.2) è óñëîâèÿ x(a) = 0 âûòåêàåò x = 0. Òîãäà, â ñèëó (8.3) è
îïðåäåëåíèÿ x(t), y = 0. Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàäà÷à Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû ÎÄÓ

x′i(t) =
n∑

j=1

aij(t)xj(t) + yi(t) t ∈ [0, T ], xi(0) = 0 1 ≤ i ≤ n. (8.4)

Ñ÷èòàåì, ÷òî aij ∈ C[0, T ], yi ∈ C[0, T ]. Çàäà÷ó (8.4) óäîáíî çàïèñûâàòü
â âåêòîðíîì âèäå:

x′(t) = A(t)x(t) + y(t) t ∈ [0, T ], x(0) = 0.

Çäåñü x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn), A(t) � ìàòðèöà ñ êîìïîíåíòà-
ìè aij(t). Îïðåäåëèì áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà è îïåðàòîðû

X = {x ∈ (
C1[0, T ]

)n : x(0) = 0}, ‖x‖X =
n∑

i=1

‖xi‖C1[0,T ].

Y =
(
C0[0, T ]

)n
, ‖y‖Y =

n∑

i=1

‖yi‖C0[0,T ].

A,B,C : X → Y, A = B + C, Bx = x′, Cx = −A(t) · x.

Òîãäà çàäà÷ó (8.4) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: Ax = y.

Îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ B : X → Y íåïðåðûâíî îáðàòèì
(óïðàæíåíèå 5.4 ãë. II).

Óïðàæíåíèå 8.1. Èñïîëüçóÿ êîìïàêòíîñòü âëîæåíèÿ C1[0, T ] ⊂
C[0, T ] äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð C : X → Y êîìïàêòåí.

Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü àëüòåðíàòèâó Ôðåäãîëüìà èç � 6, ñî-
ãëàñíî êîòîðîé äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
Ax = y äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = 0 èìåëî òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = 0 èìååò âèä

x′i(t) =
n∑

j=1

aij(t)xj(t) t ∈ [0, T ], xi(0) = 0 1 ≤ i ≤ n. (8.5)
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Òå î ð åì à 8.1. Ïóñòü aij ∈ C[0, T ]. Òîãäà äëÿ ∀yi ∈ C[0, T ]
çàäà÷à Êîøè (8.4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå xi ∈ C1[0, T ].

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî (8.5) èìååò òîëüêî
òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Ïðîèíòåãðèðóåì (8.5) ïî t ∈ [0, τ ]:

xi(τ) =
∫ τ

0

n∑

j=1

aij(t)xj(t) dt τ ∈ [0, T ].

Íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâà

|xi(τ)| ≤ M

∫ τ

0

n∑

j=1

|xj(t)| dt τ ∈ [0, T ], M = max
t∈[0,T ], 1≤i,j≤n

|aij(t)|.

Ïðîñóììèðóåì èõ ïî i îò 1 äî n:
n∑

i=1

|xi(τ)| ≤ M · n
∫ τ

0

n∑

i=1

|xi(t)| dt τ ∈ [0, T ].

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 8.2, â êîòîðîé a = 0, b = T , y =
∑ |xi|, α = M · n,

ïîëó÷àåì xi = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ÎÄÓ

x′′(t) + b(t)x′(t) + c(t)x(t) = y(t) t ∈ [a, b], x(a) = x(b) = 0. (8.6)

Ïóñòü b(t), c(t), y(t) ∈ C[a, b]. Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî X è îïåðàòîðû:

X = {x ∈ C2[a, b] : x(a) = x(b) = 0}, A,B,C : X → C[a, b],

A = B + C, Bx = x′′, Cx = bx′ + cx.

Òîãäà óðàâíåíèå (8.6) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå: Ax = y.
Óïðàæíåíèå 8.2. Äîêàçàòü, ÷òî îïåðàòîð B íåïðåðûâíî îáðàòè-

ìûé.
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Îïåðàòîð C : X → C[a, b] êîìïàêòíûé (òåîðåìà 7.1 ãë. IV). Çíà÷èò
ìîæíî ïðèìåíèòü àëüòåðíàòèâó Ôðåäãîëüìà. Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå
Ax = 0 èìååò âèä:

x′′(t) + b(t)x′(t) + c(t)x(t) = 0 t ∈ [a, b], x(a) = x(b) = 0. (8.7)

Òå î ð åì à 8.2. Ïóñòü b(t), c(t) ∈ C[a, b]. Òîãäà

(à) åñëè îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (8.7) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøå-
íèå, òî (8.6) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå äëÿ âñåõ y ∈ C[a, b];

(á) åñëè îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (8.7) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ,
òî, êðàåâàÿ çàäà÷à (8.6) ðàçðåøèìà íå äëÿ âñåõ y ∈ C[a, b], åñëè
ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî îíî íååäèíñòâåííî.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (8.7) èìååò òîëüêî òðèâè-
àëüíîå ðåøåíèå, åñëè c(t) ≤ 0 ëèáî c(t) = b′(t) + c̃(t), c̃(t) ≤ 0.

Óïðàæíåíèå 8.3. Äîêàçàòü, ÷òî çàäà÷à (8.6) èìååò ðåøåíèå ïðè
b(t) = const, c(t) ≤ 0 (óðàâíåíèå (8.7) óìíîæèòü íà x è ïðîèíòåãðèðî-
âàòü ïî t ∈ [a, b])

Ïðè c(t) ≥ 0 çàäà÷à (8.7) ìîæåò èìåòü íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.
Íàïðèìåð, åñëè b(t) ≡ 0, c(t) = (nπ/(b− a))2, n � ëþáîå íàòóðàëüíîå,
òî íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì áóäåò x(t) = sin

(
nπ

b− a
(t− a)

)
.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà

x(t)−
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds = y(t) t ∈ [a, b]. (8.8)

Óðàâíåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü â ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ýòî çà-
âèñèò îò òîãî, â êàêîì êëàññå ìû èùåì ðåøåíèå. Ïóñòü k(s, y) íåïðå-
ðûâíà íà [a, b]× [a, b]. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â L2(a, b). Îïðåäåëèì

A : L2(a, b) → L2(a, b), Ax(t) =
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds. (8.9)
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Òîãäà óðàâíåíèå (8.8) ýêâèâàëåíòíî

x−Ax = y.

Îïåðàòîð A : L2(a, b) → L2(a, b) êîìïàêòåí (ñëåäñòâèå 7.2 ãë. IV).
Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíÿòü òåîðåìû Ôðåäãîëüìà. Ôîðìóëà äëÿ ñîïðÿ-
æåííîãî îïåðàòîðà A∗ : L2(a, b) → L2(a, b) áûëà ïîëó÷åíà â � 6.

x(t)−
∫ b

a
k(t, s)x(s) ds = 0 t ∈ [a, b] (8.10)

x(t)−
∫ b

a
k(s, t)x(s) ds = y(t) t ∈ [a, b] (8.11)

x(t)−
∫ b

a
k(s, t)x(s) ds = 0 t ∈ [a, b] (8.12)

(8.10) � ýòî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå x−Ax = 0;
(8.11) � ýòî ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå x−A∗x = y;
(8.12) � ýòî îäíîðîäíîå ñîïðÿæåííîå óðàâíåíèå x−A∗x = 0.
Òîãäà òåîðåìû Ôðåäãîëüìà ïðèíèìàþò âèä.
Òå î ð åì à 8.3. Ïóñòü k(t, s) ∈ C

(
[a, b]× [a, b]

)
. Òîãäà ñëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû

(à) (8.8) èìååò ðåøåíèå x ∈ L2(a, b) äëÿ ëþáîãî y ∈ L2(a, b);

(á) (8.10) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 0;

(â) (8.11) èìååò ðåøåíèå x ∈ L2(a, b) äëÿ ëþáîãî y ∈ L2(a, b);

(á) (8.12) èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 0.

Ç àì å ÷ à í è å. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè ëþáîãî èç ýòèõ
óñëîâèé, çàäà÷è (8.8) è (8.11) êîððåêòíî ïîñòàâëåíû.

Ç àì å ÷ à í è å. Â � 8 ãë. II äîêàçàíî âûïîëíåíèå óñëîâèé (à), (á)
äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ôóíêöèé k(t, s).

Àëüòåðíàòèâà Ôðåäãîëüìà. Åñëè k(t, s) ∈ C
(
[a, b]× [a, b]

)
, òî
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ëèáî (8.8) èìååò ðåøåíèå x ∈ L2(a, b) äëÿ ëþáîãî y ∈ L2(a, b),

ëèáî (8.10) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ x 6= 0.

Òå î ð åì à 8.4. Ïóñòü k(t, s) ∈ C
(
[a, b]× [a, b]

)
. Òîãäà îäíîðîä-

íûå óðàâíåíèÿ (8.10) è (8.12) èìåþò ïî îäèíàêîâîìó êîíå÷íîìó ÷èñëó
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé.

Òå î ð åì à 8.5. Ïóñòü k(t, s) ∈ C
(
[a, b]× [a, b]

)
. Òîãäà

(à) óðàâíåíèå (8.8) èìååò ðåøåíèå x ∈ L2(a, b) òîëüêî, åñëè ôóíê-
öèÿ y ∈ L2(a, b) òàêîâà, ÷òî

∫ b

a
y(s)x0(s) ds = 0

äëÿ ëþáîãî x0, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì (8.12).

(â) óðàâíåíèå (8.11) èìååò ðåøåíèå x ∈ L2(a, b) òîëüêî, åñëè ôóíê-
öèÿ y ∈ L2(a, b) òàêîâà, ÷òî

∫ b

a
y(s)x0(s) ds = 0

äëÿ ëþáîãî x0, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåøåíèåì (8.10).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîððåêòíîñòè çàäà÷ (8.10) è (8.12) íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (8.11) (ëèáî (8.12)) èìåëî
òîëüêî òðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Ýòî âûïîëíÿåòñÿ íå âñåãäà. Íàïðèìåð,
åñëè k(t, s) = k1(t)k2(s), ïðè÷åì

∫ b

a
k1(t)k2(t) ds = 1, (8.13)

òî î÷åâèäíûì íåòðèâèàëüíûì ðåøåíèåì (8.11) ÿâëÿåòñÿ x0(t) = k1(t).
Óïðàæíåíèÿ. Ïóñòü k(t, s) = k1(t)k2(s). Äîêàçàòü, ÷òî

8.4 åñëè (8.13) íå âåðíî, òî çàäà÷è (8.10) è (8.12) êîððåêòíî ïîñòàâ-
ëåíû;
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8.5 åñëè (8.13) âåðíî, òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ðàç-
ðåøèìîñòè çàäà÷è (8.10) (çàäà÷è (8.12)) ÿâëÿåòñÿ

∫ b

a
k2(s)y(s) ds = 0

(∫ b

a
k1(s)y(s) ds = 0

)

Îäèí â îäèí ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîìåðíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíå-
íèå:

x(t)−
∫

D
k(t, s)x(s) ds = y(t) t ∈ D.

Çäåñü t = (t1, . . . , tn), s = (s1, . . . , sn), D ⊂ Rn. Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
òàêæå ñïðàâåäëèâû òåîðåìû Ôðåäãîëüìà.

Èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 1-ãî ðîäà

∫ b

a
k(t, s)x(s) ds = y(t) t ∈ [a, b]. (8.14)

Ñ÷èòàåì, ÷òî k(t, s) ∈ C
(
[a, b]× [a, b]

)
. (8.14) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

Ax = y.

Îïåðàòîð A : L2(a, b) → L2(a, b), äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå (8.9),
êîìïàêòåí. Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû � 7. Ïðîñòðàíñòâî
L2(a, b) áåñêîíå÷íîìåðíîå. Èç ñëåäñòâèÿ 7.1 è òåîðåìû 7.2 âûòåêàåò

Òå î ð åì à 8.6. Ïóñòü k(s, y) íåïðåðûâíà íà [a, b]× [a, b]. Òîãäà

(à) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè y(t) ∈ L2(a, b), äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à (8.14)
íå èìååò ðåøåíèé x ∈ L2(a, b);

(á) åñëè (8.14) èìååò ðåøåíèå x ∈ L2(a, b), òî îíî íå óñòîé÷èâî.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (8.14) íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíà.
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