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Ã ë à â à I

Ââîäíàÿ

Óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ è åå ïðîèçâîäíûå íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöè-

àëüíûì. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ

� îáûêíîâåííûì, åñëè èñêîìàÿ ôóíêöèÿ çàâèñèò òîëüêî îò îäíîãî àðãóìåíòà;

� â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ (óðàâíåíèåì ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè), åñëè èñêîìàÿ ôóíê-

öèÿ çàâèñèò áîëåå, ÷åì îò îäíîãî àðãóìåíòà.

Íàèâûñøèé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé, âõîäÿùåé â óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ïîðÿäêîì äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âèäà

Lu = f, (1)

ãäå L � íåêîòîðûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð, u � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíûì, åñëè L(αu) = αLu äëÿ âñåõ α ∈ R, L(u+ v) = Lu+ Lv äëÿ âñåõ ôóíêöèé u, v

(ò.å. L � ëèíåéíûé îïåðàòîð).

Ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì, åñëè f ≡ 0 è

íåîäíîðîäíûì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ êâàçèëèíåéíûì, åñëè îíî ëèíåéíî îòíîñè-

òåëüíî ñòàðøèõ ïðîèçâîäíûõ.

Ï ð è ì å ð û.

1.
∂u

∂x
+

(
∂u

∂y

)2

+ 2u = ex � íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ïîðÿäêà;

2.
∂u

∂x
+
∂2u

∂y2
+ sin(x)u = y � ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà;

3.
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+

(
∂u

∂x

)2

= 0 � êâàçèëèíåéíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà.

Ãëàâíîé öåëüþ íàñòîÿùåãî êóðñà ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà. Ëþáîå òàêîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè u =
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u(x), ãäå x = (x1, . . . , xd), ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

d∑
i,j=1

ai,j(x)
∂2u(x)

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi(x)
∂u(x)

∂xi
+ c(x)u(x) = f(x).

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

∇u =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xd

)
� ãðàäèåíò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè u = u(x) ëèáî u = u(x, t);

divw =
d∑

k=1

∂wk
∂xk

� äèâèðãåíöèÿ âåêòîð-ôóíêöèé w = (w1, . . . , wd), w = w(x) ëèáî

w = w(x, t);

∆u = div∇u =
d∑

k=1

∂2u

∂x2
k

� ëàïëàñèàí ñêàëÿðíîé ôóíêöèè u.

� 1 Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè

Âîëíîâîå óðàâíåíèå

Ìíîãèå çàäà÷è ìåõàíèêè (êîëåáàíèÿ ñòðóíû, ìåìáðàíû, ñòåðæíÿ, òðåõìåðíîãî îáúåìà),

è ôèçèêè (àêóñòè÷åñêèå è ýëåêòðîìàãíèòíûå âîëíû) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì êîëåáàíèé

âèäà

ρ
∂2u

∂t2
= div (p∇u)− qu+ F (x, t), (1.1)

ãäå íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ u = u(x, t) çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x ∈ Rd

(d = 1, 2, 3) è âðåìåíè t; êîýôôèöèåíòû ρ, p è q îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ñðåäû, â êî-

òîðîé ïðîèñõîäèò êîëåáàòåëüíûé ïðîöåññ. Îíè ìîãóò áûòü ôóíêöèÿìè îò x è t, ëèáî

ïîñòîÿííûìè. Ôóíêöèÿ F (x, t) âûðàæàåò èíòåíñèâíîñòü âíåøíåãî âîçìóùåíèÿ (âíåøíåé

ñèëû, äåéñòâóþùåé íà ïðîöåññ). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ div è ∇

div (p∇u) =
d∑

k=1

∂

∂xk

(
p
∂u

∂xk

)
.

Åñëè p ≡ const, òî

div (p∇u) = p
d∑

k=1

∂2u

∂x2
k

≡ p∆u,

è â ñëó÷àå p ≡ const, q ≡ 0 óðàâíåíèå (1.1) ïðèíèìàåò âèä

u′t − a2∆u = f(x, t), (1.2)

ãäå a2 = p/ρ, f = F/ρ. Óðàâíåíèå (1.2) íàçûâàåòñÿ âîëíîâûì óðàâíåíèåì. Îíî îïèñûâàåò,

â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùèå ïðîöåññû.
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Ðàññìîòðèì íàòÿíóòóþ ñòðóíó (ïîä ñòðóíîé ïîíèìàåòñÿ òîíêàÿ íèòü, êîòîðàÿ ìîæåò

ñâîáîäíî èçãèáàòüñÿ, ò.å. íå îêàçûâàåò ñîïðîòèâëåíèÿ èçìåíåíèþ åå ôîðìû íå ñâÿçàííîìó

ñ èçìåíåíèåì åå äëèíû). Ïóñòü â íåêîòîðîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëîæåíèå

ñòðóíû â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t è òî÷êå x îòêëîíåíèå ñòðóíû îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ

ðàâíî u = u(x, t). Îáîçíà÷èì T0 � íàòÿæåíèå ñòðóíû (åå ñ÷èòàåì ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé),

ρ = ρ(x) � ïëîòíîñòü ñòðóíû; F = F (x, t) � èíòåíñèâíîñòü âíåøíåé ñèëû, äåéñòâóþùåé

íà ñòðóíó. Óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû èìååò âèä (âûâîä ñì. â [1, 2, 3]):

ρ(x)u′′tt = T0u
′′
xx + F.

Ïðè ρ0 = const, äåëàÿ çàìåíó f = F/ρ è îáîçíà÷àÿ T0/ρ = a2 ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

u′t − a2u′′xx = f, (1.3)

êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ âîëíîâûì ïðè d = 1 è íàçûâàåòñÿ îäíîìåðíûì âîëíîâûì óðàâíåíèåì.

Åùå îäíî íàçâàíèå � óðàâíåíèå êîëåáàíèé ñòðóíû (ñâîáîäíûõ ïðè f ≡ 0 è âûíóæäåííûõ

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).

Êîëåáàíèÿ óïðóãîé ìåìáðàíû (ïîä ìåìáðàíîé ïîíèìàåòñÿ ñâîáîäíî èçãèáàþùàÿñÿ íà-

òÿíóòàÿ òîíêàÿ ïëåíêà) ñ ïëîòíîñòüþ ρ(x), íàòÿæåíèåì T0, îòêëîíåíèåì îò ïîëîæåíèÿ

ðàâíîâåñèÿ â ò. x = (x1, x2) è ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíûì u(x, t) îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì

ρ(x)u′t = T0∆u+ F.

Ïðè ρ = const îíî ïåðåõîäèò â äâóìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå.

Òðåõìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ çâóêîâûõ è ýëåê-

òðîìàãíèòíûõ âîëí.

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (äèôôóçèè)

Ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà èëè äèôôóçèè ÷àñòèö â ñðåäå îïèñûâàþòñÿ îäíèì è òåì

æå óðàâíåíèåì âèäà

ρ
∂u

∂t
= div (p∇u)− qu+ F (x, t). (1.4)

Åãî íàçûâàþò óðàâíåíèå äèôôóçèè.

Íàïðèìåð, ïóñòü u = u(x, t) � òåìïåðàòóðà ñðåäû â òî÷êå x è ìîìåíò âðåìåíè t, ρ(x),

c(x), κ(x) � ïëîòíîñòü, óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü è êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû â

òî÷êå x. Òîãäà óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà èìååò âèä (âûâîä ñì. â [1, 2, 3])

cρ
∂u

∂t
= div (κ∇u) + F (x, t),

ãäå F (x, t) � èíòåíñèâíîñòü âíóòðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà. Åñëè ρ, c, κ � ïîñòîÿííûå, òî

îáîçíà÷àÿ a2 = κρ−1c−1 è ρ−1c−1F = f , ïîëó÷àåì

u′t − a2∆u = f(x, t) (1.5)

� óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè îïèñûâàåò

ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà (u � òåìïåðàòóðà) è äèôôóçèè (u � ïëîòíîñòü ñðåäû).
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Óðàâíåíèå Ïóàññîíà

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ (ò.å. íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè) ïðîöåññîâ ôóíêöèè f è u íå çàâèñÿò îò

âðåìåíè. Òîãäà âîëíîâîå óðàâíåíèå (1.2) è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (1.5) ïðèíèìàþò

îäèí è òîò æå âèä

−∆u = f̃(x) (1.6)

� óðàâíåíèå Ïóàññîíà, ãäå f̃ = f/a2. Â ñëó÷àå f̃ ≡ 0 ïîëó÷àåì

∆u = 0

� óðàâíåíèå Ëàïëàñà (ò.å. óðàâíåíèå Ëàïëàñà � ýòî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ïóàññîíà).

Òðåìÿ îñíîâíûìè óðàâíåíèÿìè ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ÿâëÿþòñÿ

u′′tt − a2∆u = f(x, t) � âîëíîâîå óðàâíåíèå;

u′t − a2∆u = f(x, t) � óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè;

−∆u = f(x) � óðàâíåíèå Ïóàññîíà.

� 2 Êëàññèôèêàöèÿ è êàíîíè÷åñêèé âèä óðàâíåíèé 2-

ãî ïîðÿäêà

Ëþáîå êâàçèëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-

íîé ôóíêöèè u = u(x1, . . . , ud) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

d∑
i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
= F (x, u,∇u), (2.1)

ãäå aij = aij(x). Çàìåíà ïåðåìåííûõ

ξk = ξk(x). (2.2)

íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé (íåîñîáåííîé), åñëè îòîáðàæåíèå x→ ξ(x) âçàèìíî îäíîçíà÷-

íîå, ò.å. ξ(x) 6= ξ(y) ïðè x 6= y. Åñëè ôóíêöèè ξk = ξk(x) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå,

òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì íåâûðîæäåííîñòè ÿâëÿåòñÿ

∂ξ

∂x
6= 0,

ãäå ∂ξ
∂x

� îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ßêîáè ((∂ξi/∂xj)). Åãî íàçûâàþò ÿêîáèàíîì ïðåîáðàçî-

âàíèÿ.
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Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûõ â íîâûõ ïåðåìåííûõ

∂ ·
∂xi

=
d∑

k=1

∂ ·
∂ξk
· ∂ξk
∂xi

,
∂ ·
∂xj

=
d∑

n=1

∂ ·
∂ξn
· ∂ξn
∂xj

,

∂2u

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

(
∂u

∂xj

)
=

∂

∂xi

(
d∑

n=1

∂u

∂ξn

∂ξn
∂xj

)
=

=
d∑

n=1

∂

∂xi

(
∂u

∂ξn

)
∂ξn
∂xj

+
d∑

n=1

∂u

∂ξn

∂2ξn
∂xjxi

=

=
d∑

k,n=1

∂2u

∂ξk∂ξn

∂ξn
∂xj

∂ξk
∂xi

+
d∑

n=1

∂u

∂ξn

∂2ξn
∂xjxi

.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (2.1), ïîëó÷àåì

d∑
i,j=1

d∑
k,n=1

∂2u

∂ξk∂ξn

∂ξn
∂xj

∂ξk
∂xi

= F̃ (ξ, u,∇ξu).

Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç ãk,n íîâûå êîýôôèöèåíòû ïðè âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

ãk,n(ξ) =
d∑

i,j=1

aij
∂ξn
∂xj

∂ξk
∂xi

, (2.3)

çàïèøåì óðàâíåíèå (2.1) â íîâûõ ïåðåìåííûõ ξ

d∑
k,n=1

ãk,n(ξ)
∂2u

∂ξk∂ξn
= F̃ (ξ, u,∇ξu).

Çàôèêñèðóåì òî÷êó x = x0. Òîãäà ôîðìóëà äëÿ íîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ãk,n â òî÷êå x0

èìååò âèä

ãk,n =
d∑

i,j=1

aij(x0)tnjtki, tij =
∂ξi(x0)

∂xj
.

Îíà ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé ïðåîáðàçîâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

d∑
ij=1

aij(x0)xixj (2.4)

ïðè íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé çàìåíå

xi =
d∑

k=1

tkiξk, (2.5)

êîòîðàÿ ïðèâîäèò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (2.4) ê âèäó

d∑
kn=1

ãkn(x0)ξkξn.
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Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû (ïðèâåäåíèå êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó) èç-

âåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå (2.5), ïðèâîäÿùåå êâàä-

ðàòè÷íóþ ôîðìó (2.4) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

m∑
k=1

ξ2
k −

m+r∑
k=m+1

ξ2
k (0 ≤ m ≤ m+ r ≤ d). (2.6)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ëèíåéíàÿ çàìåíà (2.5) ïðèâîäèò êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó (2.4) ê êàíî-

íè÷åñêîìó âèäó (2.6), òî ëþáàÿ çàìåí ïåðåìåííûõ âèäà (2.2), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

∂ξi(x0)

∂xj
= tij,

ïðèâîäèò äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (2.1) â òî÷êå x = x0 ê âèäó

m∑
k=1

∂2u

∂ξ2
k

−
m+r∑

k=m+1

∂2u

∂ξ2
k

= F̃ (ξ, u,∇ξu) (2.7)

� êàíîíè÷åñêèé âèä êâàçèëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â òî÷êå x0.

Èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû (çàêîí èíåðöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì) âûòåêàåò, ÷òî ÷èñëà

m è r çàâèñÿò òîëüêî îò çíà÷åíèé aij(x0). Ýòî ïîçâîëÿåò êëàññèôèöèðîâàòü äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå (2.5).

Îïð å ä å ë å í è å. Óðàâíåíèå (2.1), èìåþùåå ïðè x = x0 êàíîíè÷åñêèé âèä (2.7), íà-

çûâàåòñÿ â ýòîé òî÷êå óðàâíåíèåì

� ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, åñëè m = d, r = 0 ëèáî m = 0, r = d;

� ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, åñëè m = d− 1, r = 0 ëèáî m = 0, r = d− 1;

� ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, åñëè m = n− 1, r = 1 ëèáî m = 1, r = d− 1.

Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ (2.1)

d∑
i

ai(x)
∂2u

∂x2
i

= F (x, u,∇u). (2.8)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îíî ÿâëÿåòñÿ â òî÷êå x = x0 óðàâíåíèåì

� ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà, åñëè âñå ÷èñëà ai(x0) íå ðàâíû íóëþ è èìåþò îäèíàêîâûé

çíàê;

� ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, åñëè ðîâíî îäíî ÷èñëî èç ai(x0) ðàâíî íóëþ, à îñòàëüíûå

èìåþò îäèíàêîâûé çíàê;

� ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, âñå ÷èñëà ai(x0) íå ðàâíû íóëþ è âñå êðîìå îäíîãî èìåþò

îäèíàêîâûé çíàê.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ñäåëàòü çàìåíó

ξi =

{
xi/
√
|ai(x0)| ïðè ai(x0) 6= 0,

xi ïðè ai(x0) = 0,

ïðèâîäÿùóþ óðàâíåíèå (2.8) â òî÷êå x0 ê âèäó

d∑
i

λi
∂2u

∂ξ2
i

= F (ξ, u,∇ξu), λi ∈ {±1, 0}

è ïåðåíóìåðîâàòü, åñëè íóæíî, ïåðåìåííûå ξi.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå

Ïóàññîíà ∆u = f ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà;

òåïëîïðîâîäíîñòè u′t − a2∆u = f ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà;

âîëíîâîå óðàâíåíèå u′′tt − a2∆u = f ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

Îòìåòèì òàêæå ñëåäóþùåå

1. Íå âñå óðàâíåíèÿ ïîäõîäÿò ïîä ïðèâåäåííóþ êëàññèôèêàöèþ. Íàïðèìåð,

∂u

∂x1

+
∂2u

∂x2
2

− ∂2u

∂x2
1

.

2. Åñëè êîýôôèöèåíòû aij ïîñòîÿííûå, òî óðàâíåíèå (2.1) ëèáî íåêëàññèôèöèðóåìîå,

ëèáî èìååò îäèí è òîò æå òèï â êàæäîé òî÷êå.

3. Åñëè êîýôôèöèåíòû aij çàâèñÿò îò x, òî óðàâíåíèå (2.1) ìîæåò èìåòü ðàçíûé òèï â

ðàçíûõ òî÷êàõ. Íàïðèìåð, óðàâíåíèå

xu′′xx + u′′yy = 0

ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì ïðè x > 0, ïàðàáîëè÷åñêèì ïðè x = 0 è ãèïåðáîëè÷åñêèì

ïðè x < 0.

4. Åñëè êîýôôèöèåíòû aij ïîñòîÿííûå, òî óðàâíåíèå (2.1) ïðèâîäèòñÿ ê êàíîíè÷åñêîìó

âèäó âî âñåõ òî÷êàõ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû (2.5), êîòîðàÿ ïðèâîäèò êâàäðà-

òè÷íóþ ôîðìó (2.1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ï ð è ì å ð. Ïðèâåäåì óðàâíåíèå

u′′xx + 2u′′xy + u′′yy = 0

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Åìó ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà

t21 + 2t1t2 + t22,

êîòîðóþ çàìåíà ïåðåìåííûõ ξ1 = t1 + t2, ξ2 = t1 ïðèâîäèò ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó: ξ2
1 .

Çíà÷èò, çàìåíà ïåðåìåííûõ ξ1 = x1 + x2, ξ2 = x1 ïðèâåäåò è èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå

óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó. Â íàøåì ñëó÷àå ïîëó÷èì u′′ξ1ξ2 = 0 (ïðîâåðèòü!).
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� 3 Ðåøåíèå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ äâóìåðíûõ óðàâ-

íåíèÿ 1-ãî ïîðÿäêà

Ïóñòü ω � îáëàñòü èç R2, ôóíêöèè U è U ′y îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â ω. Íàïîìíèì, ÷òî

òîãäà U íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y)

â îáëàñòè ω, åñëè

1) U ′y 6= 0 â ω;

2) ôóíêöèÿ y = y(x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè

y′ = f(x, y), y(x0) = y0, (3.1)

ãäå (x0, y0) ∈ ω, åñëè è òîëüêî åñëè,

U
(
x, y(x)

)
= U

(
x0, y0

)
.

Èç òåîðèè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (cì. [?]) èçâåñòíî, ÷òî åñëè ôóíê-

öèè f è f ′y íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè

ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè:

u′x + f(x, y)u′y = 0 â ω, (3.2)

ãäå ω � îáëàñòü èç R2; f = f(x, y) � çàäàííàÿ, u = u(x, y) � íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèè.

Òå î ð åì à 3.1. Ïóñòü ôóíêöèè f è f ′y íåïðåðûâíû. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ U íåïðåðûâ-

íî äèôôåðåíöèðóåìà è ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y) â ω, òî îíà ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì (3.2).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó (x0, y0) èç ω. Òàê êàê ôóíêöèè f è f ′y
íåïðåðûâíû, òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè

y′ = f(x, y), y(x0) = y(x).

Òàê êàê U � èíòåãðàë, òî

U
(
x, y(x)

)
= const.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ýòî ðàâåíñòâî ïî x

d

dx
U
(
x, y(x)

)
= 0.

Òàê êàê
d

dx
U
(
x, y(x)

)
= U ′x + U ′yy

′ = U ′x + U ′yf,

òî ôóíêöèÿ U óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.2) â òî÷êå (x0, y0) è, â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

òî÷êè, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ïóñòü η ëþáàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, U � èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

(3.2). Ïîëîæèì

u = η(U). (3.3)

Òîãäà u′x = η′(U)U ′x, u
′
y = η′(U)U ′y. Ñëåäîâàòåëüíî,

u′x + fu′y = η′(U)(U ′x + f U ′y) = 0,

òî åñòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà (3.3) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.2). Ìîæíî äîêàçàòü è

îáðàòíîå: ëþáîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3.2) ïðåäñòàâèìî â âèäå (3.3).

Ïðèìåð. Ðåøèòü çàäà÷ó:

eyu′x + 2xu′y = 0, u(x, 0) = sin x2.

Ð å ø å í è å. ×òîáû ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.1 çàïèøåì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå â

âèäå:

u′x +
2x

ey
u′y = 0. (3.4)

Èíòåãðèðóÿ ÎÄÓ y′ = 2x/ey ïîëó÷àåì ey − x2 = const. Çíà÷èò U = ey − x2 � îáùèé

èíòåãðàë. Ïî òåîðåìå 3.1 ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà u = η(ey−x2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

(3.4). Ïîäáåðåì ôóíêöèþ η èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ:

u(x, 0) = η(1− x2) = sinx2.

Äåëàÿ çàìåíó t = 1− x2 (x = ±
√

1− t) ïîëó÷àåì

η(t) = sin(1− t).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è èìååò âèä:

u(x, y) = sin(1− ey + x2).

� 4 Ïðèâåäåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó äâóìåðíûõ óðàâ-

íåíèé

Â � 2 áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ëþáîå êâàçèëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ïî-

ðÿäêà ñ ïîìîùüþ (ëèíåéíîé) çàìåíû ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðèâåñòè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó

â çàäàííîé òî÷êå. Âîçíèêàåò âîïðîñ: íåëüçÿ ëè îäíèì è òåì æå (ïóñòü äàæå íåëèíåé-

íûì) ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåìåííûõ ïðèâåñòè óðàâíåíèå ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè òî÷êè? Ïîëíîñòüþ ðåøèòü ýòó çàäà÷ó ìîæíî òîëüêî â ñëó÷àå d = 2.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u = u(x, y)

a u′′xx + 2b u′′xy + c u′′yy = . . . (4.1)
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Çäåñü è äàëåå ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíî âûðàæåíèå íå ñîäåðæàùåå âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ

ôóíêöèè ũ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèè a = a(x, y), b = b(x, y), c = c(x, y) äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìû è íå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0).

Ñîãëàñíî ôîðìóëàì � 2 çàìåíà

ξ = ξ(x, y), η = η(x, y)

ïðèâîäèò óðàâíåíèå (4.1) ê âèäó

ã u′′ξξ + 2b̃ u′′ξη + c̃ u′′ηη = . . . ,

ãäå

ã = a ξ′2x + 2b ξ′x ξ
′
y + c ξ′2y ,

c̃ = a η′2x + 2b η′x η
′
y + c η′2y ,

b̃ = a ξ′x η
′
x + c ξ′y η

′
y + b

(
ξ′x η

′
y + ξ′y η

′
x

)
.

(4.2)

Îòìåòèì, ÷òî ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîì âèäå:

u′′xx − uyy = . . .

ñ ïîìîùüþ çàìåíû ξ = y − x, η = x+ y ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

u′′ξη = . . . (4.3)

Ïîýòîìó (4.3) òàêæå íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì âèäîì äâóìåðíîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ.

Ëåììà 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ d = b2 − ac íåîòðèöàòåëüíàÿ, à ôóíêöèÿ a = a(x, y) íå

ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè (x0, y0). Òîãäà, åñëè U = U(x, y) � èíòåãðàë ÎÄÓ

y′ = λ1(x, y) (ëèáî y′ = λ2(x, y)), λ1,2 =
b±
√
d

a
,

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0), òî U � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

aU ′2x + 2b U ′x U
′
y + c U ′2y = 0, (4.4)

â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé æå òî÷êè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ýëåìåíòàðíî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

aU ′2x + 2b U ′x U
′
y + c U ′2y = a

(
U ′x + λ1U

′
y

) (
U ′x + λ2U

′
y

)
Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 ôóíêöèÿ U ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

U ′x + λ1U
′
y = 0 (ëèáî U ′x + λ2U

′
y = 0).

Çíà÷èò, îíà óäîâëåòâîðÿåò (4.4). Ëåììà äîêàçàíà.
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Îòìåòèì, ÷òî óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) èìååò

âèä
∂(ξ, η)

∂(x, y)
≡ ξ′yη

′
x − ξ′xη′y 6= 0. (4.5)

Òå î ð åì à 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ d = b2−ac çíàêîïîñòîÿííàÿ ëèáî ðàâíà íóëþ â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè ò. (x0, y0). Òîãäà ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííîå, äâàæäû íåïðåðûâíî

äèôôåðåíöèðóåìîå ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåìåííûõ ξ = ξ(x, y), η = η(x, y), êîòîðîå ïðèâîäèò

óðàâíåíèå (4.1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, y0) ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ êàíîíè-

÷åñêèõ òèïîâ

(à) åñëè d(x0, y0) > 0, òî ê ãèïåðáîëè÷åñêîìó

u′′ξη = . . . ; (4.6)

(á) åñëè d(x0, y0) = 0, òî ê ïàðàáîëè÷åñêîìó

u′′ξξ = . . . (ëèáî u′′ηη = . . .); (4.7)

(â) åñëè d(x0, y0) < 0, òî ê ýëëèïòè÷åñêîìó

u′′ξξ + u′′ηη = . . . (4.8)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî a 6= 0. Äåéñòâèòåëüíî,

åñëè c 6= 0, òî ìåíÿÿ ìåñòàìè x è y, a è c ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ a 6= 0. Åñëè a = c = 0, òî b 6= 0

è ðàçäåëèâ óðàâíåíèå (4.1) íà b ïîëó÷àåì ãèïåðáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå â êàíîíè÷åñêîì âèäå

uxy = . . .

Íàïîìíèì, ÷òî ã, b̃, c̃ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (4.2).

(à) Ïóñòü d > 0. Íàäî ïîäîáðàòü ôóíêöèè ξ è η òàê, ÷òîáû

ã = c̃ = 0, b̃ 6= 0

è âûïîëíÿëîñü óñëîâèå íåâûðîæäåííîñòè (4.5). Ïîëîæèì

λ1,2 =
b±
√
d

a
.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå ξ è η èíòåãðàëû óðàâíåíèé

y′ = λ1(x, y), y′ = λ2(x, y).

Òàê êàê ôóíêöèè λ1,2 = λ1,2(x, y) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå, òî â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè (x0, y0) ýòè èíòåãðàëû ñóùåñòâóþò è ÿâëÿþòñÿ äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôå-

ðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè. Ïî ëåììå 4.1 ôóíêöèè ξ, η ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ

(4.4), ò.å.

a ξ′2x + 2b ξ′x ξ
′
y + c ξ′2y = 0, a η′2y + 2b η′x η

′
y + c η′2y = 0.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ã = c̃ = 0. Ïî òåîðåìå 3.1

ξ′x + λ1ξ
′
y = 0, η′x + λ2η

′
y = 0,

òî åñòü ξ′x = −λ2ξ
′
y, η

′
x = −λ1η

′
y è ïîýòîìó

b̃ = a ξ′x η
′
x + c ξ′y η

′
y + b

(
ξ′x η

′
y + ξ′y η

′
x

)
=

= ξ′y η
′
y

(
aλ1λ1 + c− b(λ1 + λ2)

)
= ξ′y η

′
y

(
b2 − d
a

+ c− 2b2

a

)
=

= ξ′y η
′
y

b2 − d+ ac− 2b2

a
= ξ′y η

′
y

−2d

a
6= 0,

ξ′yη
′
x − ξ′xη′y = ξ′y η

′
y (−λ2 + λ1) = ξ′y η

′
y

−2d

a
6= 0,

ò.ê. ξ′y 6= 0, η′y 6= 0 ïî ñâîéñòâàì èíòåãðàëà äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Çíà÷èò, íàøå

ïðåîáðàçîâàíèå íåâûðîæäåííîå è ïðèâîäèò óðàâíåíèå (4.4) ê âèäó b̃u′′ξη = . . .. Ðàçäåëèâ íà

b̃ 6= 0, ïîëó÷àåì (4.6).

(á) Ïóñòü d = 0. Ïîëîæèì η = x, à ξ � èíòåãðàë óðàâíåíèÿ

y′ = b/a.

Òîãäà ïî ëåììå 4.1

a ξ′2x + 2b ξ′x ξ
′
y + c ξ′2y = 0,

çíà÷èò, ã = 0, Ïî òåîðåìå 3.1

ξ′x +
b

a
ξ′y = 0

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì

b̃ = a ξ′x η
′
x + c ξ′y η

′
y + b

(
ξ′x η

′
y + ξ′y η

′
x

)
= aξ′x + bξ′y = 0,

c̃ = a η′2x + 2b η′x η
′
y + c η′2y = a 6= 0,

ξ′yη
′
x − ξ′xη′y = ξ′y 6= 0.

Çíà÷èò, íàøå ïðåîáðàçîâàíèå íåâûðîæäåííîå è ïðèâîäèò óðàâíåíèå (4.4) ê âèäó au′′ηη = . . ..

Ðàçäåëèâ íà a 6= 0, ïîëó÷àåì (4.7).

(â) Ïóñòü d < 0. Òîãäà ôóíêöèè

λ1,2 =
b±
√
d

a

ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûìè (è ñîïðÿæåííûìè). Ïóñòü ω � èíòåãðàë ñëåäóþùåãî ÎÄÓ

äëÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé

y′ = λ1.

Òîãäà çàìåíà

ξ = Reω, η = Imω
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ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé è ïðèâîäèò óðàâíåíèå (4.1) ê âèäó (4.8). Ýòî äîêàçûâàåòñÿ ïî

òàêîé æå ñõåìå, êàê è â ïðåäûäóùèõ ñëó÷àÿõ. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ñì. â [1, 3, 6, 7].

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñõåìà ïðèâåäåíèÿ óðàâíåíèÿ (4.1) ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ïóñòü a 6= 0. Âû÷èñëÿåì

d = b2 − ac, λ1,2 =
b±
√
d

a
.

1. Åñëè d > 0, òî óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Çàìåíà ξ = ξ(x, y), η = η(x, y) �

èíòåãðàëû óðàâíåíèé: y′ = λ1,2.

2. Åñëè d = 0, òî óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà. Çàìåíà η = x, ξ = ξ(x, y) � èíòåãðàë

óðàâíåíèÿ: y′ = λ1.

3. Åñëè d < 0, òî óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà. Çàìåíà η = ω1, ξ = ω2, ãäå ω = ω1+iω2

� èíòåãðàë óðàâíåíèÿ: y′ = λ1.

Åñëè a = 0, b 6= 0, òî â ïðèâåäåííûõ âûøå ôîðìóëàõ ìåíÿåì ìåñòàìè x è y, a è b.

Ï ð è ì å ð. Ïðèâåñòè óðàâíåíèå Òðèêîìè

yu′′xx + u′′yy = 0

ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó.

Ð åø å í è å. a = y, b = 0, c = 1; d = b2 − ac = −y.
Ïóñòü y < 0. Òîãäà d > 0, óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà.

λ1,2 =
b±
√
d

a
= ±
√
−y
y

= ∓(−y)−1/2.

Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ

y′ = ±(−y)−1/2

ïîëó÷àåì
3

2
x+

√
−y3 = const,

3

2
x−

√
−y3 = const.

Çíà÷èò, íàäî ñäåëàòü çàìåíó

ξ =
3

2
x+

√
−y3, η =

3

2
x−

√
−y3.

Îíà ïðèâîäèò óðàâíåíèå Òðèêîìè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

u′′ξη =
1

6(ξ − η)
(u′ξ − u′η) ïðè y < 0.

Ïóñòü y > 0. Òîãäà d = −b < 0. Óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà.

λ1,2 =
b±
√
d

a
= ±
√
−y
y

= ±i
√
y

y
= ±iy−1/2.
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Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå

y′ = iy−1/2

ïîëó÷àåì
3

2
x+ iy3/2 = const.

Çíà÷èò ω = 3x/2 + iy3/2 � îáùèé èíòåãðàë. Íàäî äåëàòü çàìåíó

ξ = 3x/2, η = y3/2.

Îíà ïðèâîäèò óðàâíåíèå Òðèêîìè ê êàíîíè÷åñêîìó âèäó:

u′′ξξ + u′′ηη = −u′η/3η ïðè y > 0.

� 5 Ïîñòàíîâêè îñíîâíûõ êðàåâûõ çàäà÷

Ïóñòü â îáëàñòè Ω ⊂ Rd ïðîèñõîäèò íåêîòîðûé ïðîöåññ (ôèçè÷åñêèé, õèìè÷åñêèé è ò.

ä.). ×òîáû ïîëíîñòüþ îïèñàòü ïðîöåññ íàäî ïîìèìî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìî-

äåëèðóþùèõ ýòî ÿâëåíèå, çàäàòü óñëîâèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè Ω (ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ) è

óñëîâèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (íà÷àëüíûå óñëîâèÿ). Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñâÿçàíî ñ

íååäèíñòâåííîñòüþ ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Íàïðèìåð, ðåøåíèå îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = f(x, y) îïðå-

äåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèç-

âîäíûõ

u′x(x, y) = 0

îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò y.

Ñóùåñòâóåò ñëåäóþùèå òðè îñíîâíûõ òèïà êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà.

1. Çàäà÷à Êîøè äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé: Ω = Rd, çàäàþòñÿ

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ îòñóòñòâóþò.

2. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ è ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé: Ω 6=
Rd, çàäàþòñÿ íà÷àëüíûå è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.

3. Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé: Ω 6= Rd, çàäàþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëî-

âèÿ, íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îòñóòñòâóþò.

Ç àì å ÷ à í è å. Íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è èíîãäà íàçûâàþò åùå ñìåøàííûìè çàäà÷àìè.

Îáîçíà÷èì: Γ = ∂Ω � ãðàíèöà îáëàñòè Ω, n = n(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé

íîðìàëè ê Γ. Ðàçëè÷àþò òðè îñíîâíûõ òèïà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé 2-ãî ïîðÿäêà
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1) u = g � óñëîâèå Äèðèõëå (ãðàíè÷íîå óñëîâèå 1-ãî ðîäà);

2)
∂u

∂n
= g � óñëîâèå Íåéìàíà (ãðàíè÷íîå óñëîâèå 2-ãî ðîäà);

3)
∂u

∂n
+ βu = g � óñëîâèå 3-ãî ðîäà .

Çäåñü è äàëåå
∂u

∂n
� ïðîèçâîäíàÿ u ïî íàïðàâëåíèþ n, åå ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå:

∂u

∂n
= ∇u · n =

d∑
k=1

∂u

∂xk
nk.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ òðåõ îñíîâíûõ óðàâíåíèé ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

u′t − a2∆u = f(x, t). (5.1)

Ôóíêöèÿ u = u(x, t) çàâèñèò îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd, d ≥ 1

è âðåìåíè t.

Çàäà÷è Êîøè: íàéòè ôóíêöèþ u = u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ (5.1) ïðè

x ∈ Rd, t > 0 è íà÷àëüíîìó óñëîâèþ:

u(x, 0) = ϕ(x) (5.2)

ïðè x ∈ Rd.

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rd ñ ãðàíèöåé Γ; n = n(x) � åäèíè÷íûé

âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ.

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à (í.ê.ç.): íàéòè ôóíêöèþ u = u(x, t), óäîâëåòâîðÿþùóþ

óðàâíåíèþ (5.1) ïðè x ∈ Ω, t > 0, íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (5.2) ïðè x ∈ Ω è ãðàíè÷íîìó

óñëîâèþ:

α
∂u

∂n
+ βu = g(x, t) x ∈ Γ, t > 0. (5.3)

Çàäà÷à (5.1)�(5.3) íàçûâàåòñÿ

� í.ê.ç. Äèðèõëå, åñëè α ≡ 0, β ≡ 1 (ïåðâîé í.ê.ç.);

� í.ê.ç. Íåéìàíà, åñëè α ≡ 1, β ≡ 0 (âòîðîé í.ê.ç.);

� òðåòüåé í.ê.ç., åñëè α ≡ 1, β = β(x, t) 6≡ 0.

Åñëè g ≡ 0, òî (5.3) íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �

íåîäíîðîäíûì.
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Âîëíîâîå óðàâíåíèå

u′′tt − a2∆u = f(x, t).

Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäàþòñÿ

íå îäíî, à äâà íà÷àëüíûõ óñëîâèÿ

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x).

Óðàâíåíèå Ïóàññîíà

−∆u = f(x). (5.4)

Ôóíêöèÿ u = u(x) çàâèñèò òîëüêî îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd

(óðàâíåíèå Ïóàññîíà îïèñûâàåò ñòàöèîíàðíûå ïðîöåññû). Ðàçëè÷àþò âíóòðåííèå è âíåø-

íèå êðàåâûå çàäà÷è. Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rd.

Âíóòðåííÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèþ u = u(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

(5.4) ïðè x ∈ Ω è ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

α
∂u

∂n
+ βu = g(x) x ∈ Γ. (5.5)

Âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à: íàéòè ôóíêöèþ u = u(x), óäîâëåòâîðÿþùóþ óðàâíåíèþ

(5.4) ïðè x ∈ Rd \ Ω, ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (5.5) è óñëîâèþ íà áåñêîíå÷íîñòè

u(x) = O(1), åñëè d = 2

u(x) = o(1), åñëè d > 2
ïðè |x| → +∞. (5.6)

Îáîçíà÷åíèå u(x) = O(1) îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u îãðàíè÷åíà, u(x) = o(1) � ðàâíîìåðíî

ñõîäèòñÿ ê íóëþ.

Òî÷íî òàêæå êàê è äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ðàçëè÷àþò êðàåâóþ çàäà÷ó Äè-

ðèõëå, Íåéìàíà è òðåòüþ êðàåâóþ çàäà÷ó.

Ç àì å ÷ à í è å. Äëÿ äðóãèõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé óñëîâèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè ìîãóò

îòëè÷àòüñÿ îò (5.6).

� 6 Êîððåêòíî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è

Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé (ïî Àäàìàðó), åñëè åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò,

åäèíñòâåííî è óñòîé÷èâî (ò.å. íåïðåðûâíûì îáðàçîì çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ). Ëþ-

áóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (êàê, âïðî÷åì, è ëþáóþ çàäà÷ó,

îïèñûâàåìóþ óðàâíåíèÿìè) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Ax = y, (6.1)
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ãäå x � èñêîìûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà X, y � èçâåñòíûé ýëåìåíò ïðîñòðàíñòâà Y , îïå-

ðàòîð A äåéñòâóåò èç X â Y , åñëè ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì âûáðàòü ïðîñòðàíñòâà X, Y

è îïåðàòîð A.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Çàäà÷à (6.1) íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâëåííîé ïî Àäàìàðó, íà

ïàðå íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ X è Y , åñëè äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè y ∈ Y

(à) çàäà÷à (6.1) èìååò ðåøåíèå x ∈ X;

(á) ðåøåíèå x ∈ X åäèíñòâåííî;

(â) ðåøåíèå óñòîé÷èâî (ò.å. îòîáðàæåíèå A−1 íåïðåðûâíî).

Åñëè âûïîëíåíû òîëüêî óñëîâèÿ (à) è (á), òî çàäà÷à íàçûâàåòñÿ êîððåêòíî ïîñòàâ-

ëåííîé ïî Êîøè. Óñòîé÷èâîñòü î÷åíü âàæíà äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷, òàê êàê

â ðåàëüíîñòè èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è èçâåñòíû, êàê ïðàâèëî, íå òî÷íî, à ïðèáëèæåííî.

Îòìåòèì íåñêîëüêî ïðè÷èí ýòîãî.

1. Èñõîäíûå äàííûå y ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ¾èçìåðåíèé¿ (íàïðèìåð, òåìïåðàòóðû,

äàâëåíèÿ, ïëîòíîñòè è ò. ä.). Ëþáîé èçìåðèòåëüíûé ïðèáîð èìååò ïîãðåøíîñòü.

2. Èñõîäíûå äàííûå y ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ äðóãîé çàäà÷è. Áîëüøîå êîëè-

÷åñòâî çàäà÷ òî÷íî ðåøèòü íåëüçÿ (íàïðèìåð, ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ

ëèáî äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé). Èõ ðåøàþò ïðèáëèæåííî.

3. Ïóñòü èñõîäíûå äàííûå èçâåñòíû òî÷íî ïî êàêîé-òî ÿâíîé ôîðìóëå. Äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è (6.1) èñïîëüçóåòñÿ ÝÂÌ. Òîãäà ëþáîå èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, âõîäÿùåå â èñ-

õîäíûå äàííûå, áóäåò çàìåíåíî íà êîíå÷íóþ äðîáü.

Åñëè ðåøåíèå çàäà÷è íåóñòîé÷èâî, òî íåáîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü â èñõîäíûõ ìîæåò ñèëüíî

ïîâëèÿòü íà x, è, â èòîãå, ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå äàëåêîå îò ðåàëüíîãî.

Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 (íå çàâèñÿùàÿ îò x è y) òàêàÿ, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå

(6.1) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖x‖ ≤ C‖y‖. (6.2)

Íåðàâåíñòâî (6.2) íàçûâàþò àïðèîðíîé îöåíêîé.

Òå î ð åì à 6.1. Ïóñòü îïåðàòîð A ëèíååí, îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax = 0 èìååò

òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x = 0, Òîãäà åñëè óðàâíåíèå (6.1) èìååò ðåøåíèå, òî îíî

åäèíñòâåííî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü óðàâíåíèå (6.1) èìååò äâà ðåøåíèÿ: x1 è x2. Òîãäà â ñèëó

ëèíåéíîñòè

0 = Ax1 − Ax2 = A(x1 − x2)

è ïî óñëîâèþ òåîðåìû x1 − x2 = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Òå î ð åì à 6.2. Ïóñòü îïåðàòîð A ëèíååí è ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C > 0 äëÿ

êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ àïðèîðíàÿ îöåíêà (6.2). Òîãäà, åñëè çàäà÷à (6.1) èìååò ðåøåíèå,

òî îíî åäèíñòâåííî è óñòîé÷èâî.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç àïðèîðíîé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî îäíîðîäíîå óðàâíåíèå Ax =

0 èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 6.1.

Äîêàæåì óñòîé÷èâîñòü. Ïóñòü

Ax1 = y1, Ax2 = y2.

Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ ëèíåéíîñòè

A(x1 − x2) = y1 − y2

è èç àïðèîðíîé îöåíêè ñëåäóåò

‖x1 − x2‖ ≤ C‖y1 − y2‖.

Çíà÷èò, ðåøåíèå óñòîé÷èâî, ò.ê. äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ δ = ε/C

òàêàÿ, ÷òî ‖x1 − x2‖ ≤ ε ïðè ‖y1 − y2‖ ≤ δ. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 7 Èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû è íåðàâåíñòâà

Îïð å ä å ë å í è å. Ãðàíèöà Γ îáëàñòè Ω ⊂ Rd ïðèíàäëåæèò êëàññó Cm
α (m � öåëîå íåîò-

ðèöàòåëüíîå, α ∈ [0, 1], m + α > 0), åñëè äëÿ ëþáîé òî÷êè x0 ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ω,

ñèñòåìà äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò y1, . . . , yd è ôóíêöèÿ f = f(y1, . . . , yd−1) òàêèå, ÷òî

(à) ìíîæåñòâî Γ∩ω â êîîðäèíàòàõ y1, . . . , yd ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè yd = f(y1, . . . , yd−1);

ìíîæåñòâî Ω ∩ ω ëåæèò íèæå ãðàôèêà yd = f(y1, . . . , yd−1);

(á) ôóíêöèÿ f ∈ Cm
α (ω).

Åñëè m = 0, α = 1, òî ãðàíèöà Γ íàçûâàåòñÿ ëèïøèöåâîé, Ω � ëèïøèöåâà îáëàñòü.

Íàïðèìåð, ãðàíèöà ëþáîãî ïðÿìîóãîëüíèêà (ïàðàëëåëåïèïåäà), øàðà, ýëëèïñîèäà ëèï-

øèöåâà. Èç óñëîâèÿ (à) âûòåêàåò, ÷òî îáëàñòè ñ ðàçðåçàìè (íàïðèìåð, êðóã, ó êîòîðîãî

óäàëèëè òî÷êè, ëåæàùèå íà ðàäèóñå) íå ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè.

Äàëåå âñþäó ñ÷èòàåì, ÷òî Ω �ëèïøèöåâà îáëàñòü; n = n(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåø-

íåé íîðìàëè ê Γ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ôîðìóëû.

Ôîðìóëà Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî.∫
Ω

divF dx =

∫
Γ

F · n ds ∀F = (F1(x), . . . , Fd(x)) ∈ C1(Ω).

Ôîðìóëà äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà [4].

20



Ôîðìóëà èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì:∫
Ω

∂u

∂xi
v dx = −

∫
Ω

u
∂v

∂xi
u dx+

∫
Γ

uvni ds ∀u, v ∈ C1(Ω).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî â ôîðìóëå Ãàóññà-Îñòðîãðàäñêîãî ïîëîæèòü Fk = 0 ïðè

k 6= i è Fi = uv. Ôîðìóëû Ãðèíà:∫
Ω

∆u v dx = −
∫

Ω

∇u · ∇v dx+

∫
Γ

∂u

∂n
v ds ∀u ∈ C2(Ω), v ∈ C1(Ω)

� 1-ÿ ôîðìóëà Ãðèíà.∫
Ω

∆u v dx =

∫
Ω

u ·∆v dx+

∫
Γ

(
∂u

∂n
v − u∂v

∂n

)
ds ∀u, v ∈ C2(Ω)

� 2-ÿ ôîðìóëà Ãðèíà.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ó÷åñòü, ÷òî

∆u =
d∑
i=1

∂2u

∂x2
i

, ∇u · ∇v =
d∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi
,

∂u

∂n
=

d∑
i=1

∂u

∂xi
ni

è ïðèìåíèòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì∫
Ω

∆u v dx =
d∑
i=1

∫
Ω

∂2u

∂x2
i

v dx =

=
d∑
i=1

(
−
∫

Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx+

∫
Γ

∂u

∂xi
vni ds

)
=

= −
∫

Ω

∇u · ∇v dx+

∫
Γ

∂u

∂n
v ds.∫

Ω

∆u v dx = −
d∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx+

∫
Γ

∂u

∂n
v ds =

=
d∑
i=1

∫
Ω

(
u
∂2v

∂x2
i

dx−
∫

Γ

u
∂v

∂xi
ni ds

)
+

∫
Γ

∂u

∂n
v ds =

=

∫
Ω

u ·∆v dx+

∫
Γ

(
∂u

∂n
v − u∂v

∂n

)
ds.

Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà. Åñëè p, q ∈ (1,+∞), 1/p+ 1/q = 1, òî∫
Ω

|f · g| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω) ∀f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω).

Íàïîìíèì, ÷òî

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f |p dx
)1/p

, ‖g‖Lq(Ω) =

(∫
Ω

|f |q dx
)1/q

.

21



Ïðè p = q = 2 íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà ïðèíèìàåò âèä∫
Ω

|f · g| dx ≤

√∫
Ω

|f |2 dx ·

√∫
Ω

|g|2 dx.

Íåðàâåíñòâî Ãåëüäåðà äîêàçûâàåòñÿ â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

[4, 8].

Íåðàâåíñòâî Ôðèäðèõñà (Ñòåêëîâà). Åñëè u ∈ C1(Ω), u|Γ = 0, òî∫
Ω

|u|2 dx ≤ C(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx,

ïîñòîÿííàÿ C(Ω) çàâèñèò òîëüêî îò îáëàñòè Ω.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, íåðàâåíñòâî

Ãåëüäåðà è óñëîâèå u|Γ = 0∫
Ω

|u|2 dx =

∫
Ω

∂x1

∂x1

u2 dx = −
∫

Ω

x1
∂

∂x1

u2 dx+

∫
Γ

x1u
2n1 ds =

= −2

∫
Ω

x1
∂u

∂x1

u dx ≤ 2 sup
x∈Ω
|x1|

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂x1

u

∣∣∣∣ dx ≤
≤ 2 sup

x∈Ω
|x1|

√∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 dx ·
√∫

Ω

|u|2 dx.

Îñòàëîñü âîçâåñòè â êâàäðàò è ñîêðàòèòü íà
∫

Ω
|u|2 dx:∫

Ω

|u|2 dx ≤ 4 sup
x∈Ω
|x1|2

∫
Ω

∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣2 dx ≤ 4 sup
x∈Ω
|x1|2

∫
Ω

|∇u|2 dx.

Çàì å ÷ à í è å. Â êà÷åñòâå C(Ω) ìîæíî ïîëîæèòü

C(Ω) = 4 sup d2(Ω), d(Ω) = inf
Π
l(Π),

ãäå inf áåðåòñÿ ïî âñåì ïàðàëëåëåïèïåäàì, îïèñàííûì âîêðóã îáëàñòè Ω, l(Π) � íàèìåíü-

øèé èç ëèíåéíûõ ðàçìåðîâ ïàðàëëåëåïèïåäà Π (ò.å. d(Ω) � ¾òîëùèíà¿ îáëàñòè Ω).

Ëåììà Ãðîíóîëëà. Åñëè α ∈ R, ϕ(t) ∈ C1(0, T ) ∩ C[0, T ), ïðè÷åì

ϕ′(t) ≤ αϕ(t) ∀t ∈ (0, T ),

òî

ϕ(t) ≤ ϕ(0) · eαt ∀t ∈ (0, T ).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì ψ(t) = ϕ(t)e−αt. Òîãäà

ψ′(t) = ϕ′(t)e−αt − αϕ(t)e−αt =
(
ϕ′(t)− αϕ(t)

)
e−αt ≤ 0.

Çíà÷èò, ôóíêöèÿ ψ íå âîçðàñòàåò íà [0, T ). Ñëåäîâàòåëüíî, ψ(t) ≤ ψ(0) =⇒ ϕ(t)e−αt ≤ ϕ(0).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ëåììû Ãðîíóîëëà

â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå.
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� 8 Òåîðåìà Êîøè-Êîâàëåâñêîé

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-

íîé âåêòîð-ôóíêöèè u = (u1(x, t), . . . , uN(x, t))

∂kiu

∂tki
= Fi(x, t, u, ∂

miu) i = 1, N. (8.1)

Ïðàâàÿ ÷àñòü Fi(x, t, u, ∂
miu) êàæäîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò àðãóìåíòîâ x, t, ôóíêöèè u è

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u ïîðÿäêà íå âûøå, ÷åì mi.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñèñòåìà (8.1) íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé t,

åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü êàæäîãî i-ãî óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæèò ïðîèçâîäíûå âåêòîð-ôóíêöèè u

ïîðÿäêà âûøå, ÷åì ki è ïðîèçâîäíûå ïî t âûøå, ÷åì ki − 1 ïî t.

Íàïðèìåð, ñèñòåìà âèäà

∂2u1

∂t2
= F1 (x, t, u, ∂m1u) ,

∂u2

∂t
= F2 (x, t, ∂m2u)

(8.2)

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé îòíîñèòåëüíî t, åñëè â ïðàâàÿ ÷àñòü 1-ãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò òîëüêî

îò

t, x, u,
∂u

∂xi
,

∂2u

∂xj∂xi
, ∂

∂2u

∂xi∂t
,

à 2-ãî óðàâíåíèÿ òîëüêî îò

t, x, u,
∂u

∂xi
.

Óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà è òåïëîïðîâîäíîñòè ÿâëÿþòñÿ íîðìàëüíûìè îòíîñèòåëüíî ëþáîé

ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ýòî î÷åâèäíî, åñëè çàïèñàòü èõ â âèäå

∂2u

∂x2
k

= −
d∑
i 6=k

∂2u

∂x2
i

− f(x),

a2 ∂
2u

∂x2
k

= −a2

d∑
i 6=k

∂2u

∂x2
i

+
∂u

∂t
− f(x).

Âîëíîâîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïåðåìåííîé. Åãî ìîæíî

çàïèñàòü â âèäå

∂2u

∂t2
= a2

d∑
i=1

∂2u

∂x2
i

+
1

a2
f(x) ëèáî a2 ∂

2u

∂x2
k

= −a2

d∑
i 6=k

∂2u

∂x2
i

+
∂2u

∂t2
− f(x).

Äîáàâèì ê ñèñòåìå (8.1) óñëîâèÿ Êîøè:

∂kui(x, 0)

∂tk
= ϕi,k(x) i = 1, N, k = 0, ki − 1. (8.3)
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(8.1), (8.3) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè (íå ïóòàòü ñ çàäà÷åé Êîøè èç � 4).

Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû (8.2) óñëîâèÿ Êîøè èìåþò âèä

u1(x, 0) = ϕ1,0(x), u2(x, 0) = ϕ2,0(x),
∂u1

∂t
= ϕ1,1(x)

Äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ëèáî Ïóàññîíà óñëîâèÿ Êîøè ïðèíèìàþò âèä:

u = ϕ1,
∂u

∂x1

= ϕ2 ïðè x1 = 0.

Äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïîìèìî èõ ìîæíî çàäàâàòü òàêæå

u = ϕ1,
∂u

∂t
= ϕ2 ïðè t = 0.

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ àíàëèòè÷íîé â îáëàñòè ω, åñëè â ëþáîé òî÷êå îáëàñòè

îíà ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä.

Òå î ð åì à 8.1 (Êîøè-Êîâàëåâñêîé). Åñëè ôóíêöèè Fi è ϕi,k àíàëèòè÷íû â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè (x0, t0), òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâó-

åò àíàëèòè÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (8.1), (8.3), ïðè÷åì îíî åäèíñòâåííî â êëàññå

àíàëèòè÷íûõ ôóíêöèé.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðèâåäåíî â [6].
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Ã ë à â à II

Ìåòîä Ôóðüå

� 1 Ðÿäû Ôóðüå

Ïóñòü X � íåêîòîðîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, òî åñòü â íåì ââåäåíà îïåðàöèÿ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ (x, y) ýëåìåíòîâ x, y ∈ X. Íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé: ‖x‖2 = (x, x).

Ñèñòåìà ýëåìåíòîâ {ei}∞1 íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé â X, åñëè

(ei, ej) = 0 ïðè âñåõ i 6= j.

Ëåììà 1.1. Åñëè {ei} � îðòîãîíàëüíàÿ â X ñèñòåìà, ýëåìåíò x ∈ X ðàçëàãàåòñÿ â

ðÿä

x =
∞∑
i=1

ciei,

òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ðàâíû

ci =
(x, ei)

‖ei‖2
. (1.1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè âûòåêàåò

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(x, ei) =

(
∞∑
j=1

cjej , ei

)
=
∞∑
j=1

cj (ej, ei) = ci(ei, ei),

Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëà ci =
(x, ei)

‖ei‖2
íàçûâàþò êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå, ðÿä

∞∑
i=1

ciei

� ðÿäîì Ôóðüå ýëåìåíòà x ïî ñèñòåìå {ei}.
Åñëè {ei} � áàçèñ â X, òî ðàçëîæåíèå x ïî áàçèñó {ei} ñîâïàäàåò ñ ðÿäîì Ôóðüå, êîýô-

ôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ïî áàçèñó ðàâíû êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Ýòî âûòåêàåò èç ëåììû

1.1.

Òå î ð åì à 1.1. Ïóñòü {ei}∞1 � îðòîãîíàëüíàÿ â X ñèñòåìà, x ∈ X, ci � êîýôôè-

öèåíòû Ôóðüå ýëåìåíòà x. Òîãäà
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(à) ðÿä
∞∑
i=1

|ci|2‖ei‖2 ñõîäèòñÿ, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Áåññåëÿ:

∞∑
i=1

|ci|2‖ei‖2 ≤ ‖x‖2 (1.2)

(á) åñëè äîïîëíèòåëüíî ‖ei‖2 ≥ γ > 0, òî ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
i=1

|ci|2;

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èñïîëüçóÿ îðòîãîíàëüíîñòü ñèñòåìû {ei} è ôîðìóëó (x, ei) =

ci‖ei‖2 ïîëó÷àåì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

‖x−
n∑
i=1

ciei‖2 = ‖x‖2 +
n∑
i=1

c2
i ‖ei‖2 − 2

n∑
i=1

ci(x, ei) =

= ‖x‖2 +
n∑
i=1

c2
i ‖ei‖2 − 2

n∑
i=1

c2
i ‖ei‖2 = ‖x‖2 −

n∑
i=1

c2
i ‖ei‖2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

n∑
i=1

|ci|2‖ei‖2 = ‖x‖2 − ‖x−
n∑
i=1

ciei‖2 ≤ ‖x‖2 ∀n ≥ 1.

èç êîòîðîé ñëåäóåò óòâåðæäåíèå (à).

(á) âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâà Áåññåëÿ (1.2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L2(a, b) � ìíîæåñòâî âñåõ èçìåðèìûõ íà (a, b) ôóíêöèé f = f(x), äëÿ

êîòîðûõ èíòåãðàë (Ëåáåãà) ∫ b

a

|f(x)|2 dx

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. L2(a, b) � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî,

‖f‖L2(a,b) =

(∫ b

a

|f(x)|2 dx
)2

, (f, g)L2(a,b) =

∫ b

a

f(x) · g(x) dx.

Óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé f è g ïðèíèìàåò âèä:∫ b

a

f(x) · g(x) dx = 0.

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ïî îðòîãîíàëüíîé â L2(a, b) ñèñòåìå {ei(x)} îïðåäå-
ëÿþòñÿ ôîðìóëàìè:

ck =

∫ b
a
f(x) · ek(x) dx∫ b
a
|ek(x)|2 dx

.
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� 2 Ñïåêòðàëüíûå çàäà÷è

Ïóñòü A � ëèíåéíûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà X â X. Äëÿ

ëþáîãî ÷èñëà λ óðàâíåíèå

Ax = λx (2.1)

âñåãäà èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. ×èñëî λ, äëÿ êîòîðîãî óðàâíåíèå (2.1) èìååò íåòðè-

âèàëüíîå ðåøåíèå xλ, íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì îïåðàòîðà A; xλ � ñîáñòâåííûé

ýëåìåíò îïåðàòîðà A, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ. Ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ ÷èñåë

íàçûâàþò ñïåêòðîì. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë � ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à. Îò-

ìåòèì, ÷òî ñîáñòâåííûå ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ

(åñëè xλ � ñîáñòâåííûé ýëåìåíò, òî äëÿ ëþáîé ïîñòîÿííîé C ýëåìåíò C · xλ òàêæå áóäåò
ñîáñòâåííûì).

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó: íàéòè ÷èñëà λ, äëÿ êîòîðûõ êðàåâàÿ

çàäà÷à

y′′(x) + λy(x) = 0 x ∈ (0, l), (2.2)

α0y
′(0)− β0y(0) = 0, α1y

′(l) + β1y(l) = 0 (2.3)

èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ y(x) ∈ C2[0, l]. Çäåñü α0, α1, β0, β1 � çàäàííûå âåùåñòâåííûå

÷èñëà, ïðè÷åì

|αi|+ |βi| 6= 0, αi ≥ 0, βi ≥ 0 i = 1, 2. (2.4)

(2.2.2), (2.2.3) íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ.

Ñîáñòâåííûå ÷èñëà çàäà÷è (2.2), (2.3) ïðîñòûå, òî åñòü, ëþáûå äâå ôóíêöèè, óäîâëå-

òâîðÿþùèå (2.2), (2.3) ïðè îäíîì è òîì æå λ îòëè÷àþòñÿ íà ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü. Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïóñòü êàêîå-òî ñîáñòâåííîå ÷èñëî λ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

äëÿ ýòîãî λ ñóùåñòâóþò äâå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå (2.2), (2.3).

Òîãäà îáùåå ðåøåíèå ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà (2.2), ïðåäñòàâëÿþùåå èõ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ,

òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (2.3). Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íåâåðíî.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ñ÷åòíî. Çàíóìåðóåì ñîá-

ñòâåííûå ÷èñëà ïî âîçðàñòàíèþ λ1 < λ2 < . . . è îáîçíà÷èì y1, y2, . . . � ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.

Òå î ð åì à 2.1. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (2.4), òî

(à) ñîáñòâåííûå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíûå ïðè α0 = α1 = 0 è ïîëîæèòåëüíûå âî âñåõ

îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ;

(á) ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé {yk} îðòîãîíàëüíà â L2(a, b):∫ b

a

ym(x)yn(x) dx = 0 ïðè âñåõ m 6= n.

27



Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ðàññìîòðèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñëó÷àé α0 > 0, α1 = 0. Ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ (2.3) ïðèíèìàþò âèä:

y′(0) =
β0

α0

y(0), y(l) = 0.

(à) Óìíîæèì óðàâíåíèå (2.2) íà y(x) è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x ∈ (0, l). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, ïîëó÷àåì

0 =

∫ l

0

y′′(x)y(x) dx+

∫ l

0

λy(x) y(x) dx =

= −
∫ l

0

y′(x)y′(x) dx+ y′(x)y(x)

∣∣∣∣l
x=0

+ λ

∫ l

0

y2(x) dx =

= −
∫ l

0

y′2(x) dx− β0

α0

y2(0) + λ

∫ l

0

y2(x) dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,

λ =

∫ l
0
y′2(x) dx+ β0

α0
y2(0)∫ l

0
y2(x) dx

≥ 0.

Åñëè λ = 0, òî y ≡ 0, ÷òî íåâîçìîæíî ïî îïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííîé ôóíêöèè. Çíà÷èò λ > 0.

(á) Ôóíêöèè yn è ym óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì{
−y′′n(x) = λnyn(x) x ∈ (0, l),

y′n(0) = β0
α0
yn(0), yn(l) = 0

{
−y′′m(x) = λmym(x) x ∈ (0, l),

y′m(0) = β0
α0
ym(0), ym(l) = 0

Èñïîëüçóåì ýòè óðàâíåíèÿ è ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ:∫ l

0

λnyn(x) ym(x) dx = −
∫ l

0

y′′n(x)ym(x) dx =

=

∫ l

0

y′n(x)y′m(x) dx− y′n(x)ym(x)

∣∣∣∣l
x=0

.

Òàê êàê y′n(l)ym(l) = 0, y′n(0)ym(0) = β0
α0
yn(0)ym(0), òî

λn

∫ l

0

yn(x)ym(x) dx =

∫ l

0

y′n(x)y′m(x) dx+
β0

α0

yn(0)ym(0).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

λm

∫ l

0

ym(x)yn(x) dx =

∫ l

0

y′m(x)y′n(x) dx+
β0

α0

ym(0)yn(0).

Ðàññìàòðèâàÿ ðàçíîñòü äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

(λn − λm)

∫ l

0

ym(x)yn(x) dx = 0.

Òàê êàê λn 6= λm, òî óòâåðæäåíèå (á) äîêàçàíî.
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Àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàìè îáëàäàþò ðåøåíèÿ ìíîãîìåðíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

∆u(x) + λu(x) = 0 x ∈ Ω, α
∂u

∂n
+ βu = 0 x ∈ Γ,

ãäå Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà Rd ãðàíèöåé Γ. Äîêàçàòåëüñòâî ïî÷òè íå

îòëè÷àåòñÿ îò îäíîìåðíîãî ñëó÷àÿ.

Îòìåòèì åùå îäíî âàæíîå ñâîéñòâî.

Òå î ð åì à 2.2. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè yk(x) ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (2.2), (2.3) îáðà-

çóþò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ â L2(0, l), òî åñòü ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(0, l) ðàñêëàäûâàåòñÿ

â ñõîäÿùèéñÿ â íîðìå L2(0, l) ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
∞∑
k=1

ckyk(x), ck =

∫ b
a
f(x) · yk(x) dx∫ b
a
|yk(x)|2 dx

.

Äîêàçàòåëüñòâî (äëÿ ìíîãîìåðíîãî ñëó÷àÿ) ìîæíî íàéòè â [5, 6].

� 3 Ðåøåíèå çàäà÷è Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ è åãî ñâîéñòâà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.2), (2.3). Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.2) èìååò

âèä

y(x) = C1x+ C2 ïðè λ = 0;

y(x) = C1 cos
√
λx+ C1 sin

√
λx ïðè λ > 0.

Ïîäáåðåì êîíñòàíòû C1, C2 è λ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2.3). Ðàñ-

ñìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Çàäà÷à Äèðèõëå. Ïóñòü α0 = α1 = 0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

y(0) = 0, y(l) = 0.

Èç ïåðâîãî âûòåêàåò: 0 = y(0) = C1. Èç âòîðîãî: 0 = y(l) = C2 sin
√
λl. Ýòî ðàâåíñòâî

âîçìîæíî òîëüêî ïðè
√
λl = kπ, ãäå k � ëþáîå öåëîå ÷èñëî. Ïîëàãàÿ C2 = 1 ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

λk = (kπ/l)2, yk(x) = sin (kπx/l) k = 1,∞.

Çàäà÷à Íåéìàíà. Ïóñòü β0 = β1 = 0. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþò âèä

y′(0) = 0, y′(l) = 0.

Ïóñòü λ > 0. Òîãäà èç èç ïåðâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ âûòåêàåò: 0 = y′(0) = C2

√
λ, òî åñòü

C2 = 0. Èç âòîðîãî: 0 = y(l) = C1

√
λ sin

√
λl. Ñëåäîâàòåëüíî, λ = (kπ/l)2. Åñëè λ = 0,
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òî î÷åâèäíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ y ≡ C2. Ïîëàãàÿ C2 = 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðåøåíèå

ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è:

λk = (kπ/l)2, yk(x) = cos (kπx/l) k = 0,∞.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ðåøàþòñÿ çàäà÷à Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ â ñëó÷àå α0 = β1 = 0 ëèáî

α1 = β0 = 0. Åñëè α0, β0 6= 0 (ëèáî α1, β1 6= 0), òî íàõîæäåíèå ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ñâîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì {sin(kπx/l)}
è {cos(kπx/l)}. Íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ÷òî∫ l

0

sin2(kπx/l) dx =

∫ l

0

cos2(kπx/l) dx =
l

2
ïðè k ≥ 1. (3.1)

Ëåììà 3.1. Ïóñòü ck � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L2(0, l) ïî îðòîãîíàëüíîé

ñèñòåìå sin(kπx/l) ëèáî cos(kπx/l). Òîãäà ðÿäû

∞∑
k=1

c2
k,

∞∑
k=1

|ck|
k

ñõîäÿòñÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê

‖ sin(kπx/l)‖2
L2(0,l) = ‖ cos(kπx/l)‖2

L2(0,l) = l/2 ïðè âñåõ k ≥ 1,

òî ïî òåîðåìå 1.1 (á) ñõîäèòñÿ ðÿä
∞∑
k=1

c2
k. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Êîøè: ab ≤ a2/2 + b2/2

ïîëó÷àåì
|ck|
k
≤ 1

2

(
1

k2
+ c2

k

)
.

Òî åñòü ðÿä
∞∑
k=1

|ck|
k

ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ðÿäîì
∞∑
k=1

1

2

(
1

k2
+ c2

k

)
è, ñëåäîâàòåëüíî,

ñõîäèòñÿ. Ëåììà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 3.1. (à) Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(0, l) ðàñêëàäûâàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ïî

íîðìå L2(0, l) ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
∞∑
k=1

ck sin

(
kπx

l

)
, ck =

2

l

∫ b

a

f(x) · sin
(
kπx

l

)
dx. (3.2)

(á) Åñëè f ∈ C[0, l], f ′ ∈ L2(0, l), f(0) = f(l) = 0, òî, âî-ïåðâûõ, ðÿä â (3.2) ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, l], âî-âòîðûõ, ÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

k=1 |ck| ñõîäèòñÿ.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê {sin(kπx/l)}∞k=1 � ñèñòåìà ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé çàäà÷è

(2.2), (2.3), òî óòâåðæäåíèå (à) âûòåêàåò èç òåîðåìû 2.2 è ôîðìóëû (3.1). Äîêàæåì (á).
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Ïóñòü f ∈ C[0, l], f ′ ∈ L2(0, l). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è óñëîâèÿ

f(0) = f(l) = 0 ïîëó÷àåì

ck =
2

l

∫ b

a

f(x) · sin(kπx/l) dx =

= − l

kπ

2

l

∫ b

a

f(x) ·
(

cos(kπx/l)
)′
dx =

=
l

kπ

2

l

∫ b

a

f ′(x) cos(kπx/l) dx =
αk
k
,

ãäå

αk =
2

l

∫ b

a

l

π
f ′(x) cos(kπx/l) dx

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè l
π
f ′(x) ∈ L2(0, l) ïî ñèñòåìå cos(kπx/l). Òîãäà ïî ëåììå

3.1 ðÿä
∑∞

k=1 |ck| =
∑∞

k=1 |αk|/k ñõîäèòñÿ. Òàê êàê

|ck sin(kπx/l)| ≤ |ck| x ∈ [0, l],

òî ðÿä â (3.2) ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ñõîäèòñÿ

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, l]. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 3.2. (à) Ëþáàÿ ôóíêöèÿ f ∈ L2(0, l) ðàñêëàäûâàÿ â ñõîäÿùèéñÿ â íîðìå

L2(0, l) ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
c0

2
+
∞∑
k=1

ck cos

(
kπx

l

)
, (3.3)

ck =
2

l

∫ b

a

f(x) · cos

(
kπx

l

)
dx k = 0,∞.

(á) Åñëè f ∈ C[0, l], f ′ ∈ L2(0, l), òî ðÿä â (3.3) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà

[0, l]; ÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

k=0 |ck| ñõîäèòñÿ;
(â) Åñëè f ∈ C1[0, l], f ′′ ∈ L2(0, l), f ′(0) = f ′(l) = 0, òî ðÿä, ïîëó÷åííûé èç (3.3)

ïî÷ëåííûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, l]; ÷èñëîâîé

ðÿä
∑∞

k=0 k|ck| ñõîäèòñÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé (à) è (á) ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 3.1. Äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà (â) íóæíî äâàæäû ïðèìåíèòü ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ê èíòåãðà-

ëàì, îïðåäåëÿþùèì êîýôôèöèåíòû ck.

Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à ñ óñëîâèåì ïåðèîäè÷íîñòè:

y′′(x) + λy(x) = 0, y(x+ 2π) = y(x) x ∈ R. (3.4)

îáëàäàåò ñâîéñòâàìè àíàëîãè÷íûìè çàäà÷å Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ (2.2), (2.3). Åå ðåøåíèå

èìååò âèä

λk = k2 k = 0,∞,
y0(x) ≡ a0, yk(x) = ak cos kx+ bk sin kx k = 1,∞,
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ãäå ak è bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé

êëàññè÷åñêèé ðåçóëüòàò

Òå î ð åì à 3.3. Ïóñòü f ∈ C[0, 2π], f ′ ∈ L2(0, 2π), f(0) = f(2π). Òîãäà ôóíêöèÿ

f = f(x) ðàñêëàäûâàåòñÿ â àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà [0, 2π] ðÿä Ôóðüå:

f(x) =
a0

2
+
∞∑
k=1

(
ak cos kx+ bk sin kx

)
,

ak =
1

π

∫ 2π

0

f(x) cos kx dx, bk =
1

π

∫ 2π

0

f(x) sin kx dx,

÷èñëîâîé ðÿä
∑∞

k=1(|ak|+ |bk|) ñõîäèòñÿ.

� 4 Îäíîðîäíîå îäíîìåðíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîä-

íîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ îäíîðîäíîãî îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

u′t(x, t)− a2u′′xx(x, t) = 0 x ∈ (0, l), t > 0, (4.1)

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ (0, l), (4.2)

u(0, t) = u(l, t) = 0 t > 0. (4.3)

Ðåøèì åå ìåòîäîì Ôóðüå. Åãî åùå íàçûâàþò ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ.

1 ýòàï (ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ). Èùåì íåòðèâèàëüíûå ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

(4.1) âèäà u(x, t) = X(x)T (t). Ïîäñòàâëÿÿ â (4.1) ïîëó÷àåì

X(x)T ′(t)− a2X ′′(x)T (t) = 0 =⇒ T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíû îäíîé è òîé æå

êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç −λ. Ïîëó÷àåì

T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

T ′(t) + a2λT (t) = 0 t > 0, (4.4)

X ′′(x) + λX(x) = 0 x ∈ (0, l). (4.5)

Ïîäñòàâëÿÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ u(x, t) = X(x)T (t) ïîëó÷àåì

X(0) = X(l) = 0. (4.6)
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèè X(x) è T (t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñ íåêîòîðûì (îäèíà-

êîâûì) ÷èñëîì λ óðàâíåíèé (4.4)�(4.6), òî ôóíêöèÿ u(x, t) = X(x)T (t) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè (4.1) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (4.3). Îñòàëîñü íàéòè λ äëÿ

êîòîðûõ çàäà÷à (4.5), (4.6) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ. Òî åñòü íàäî ðåøèòü çàäà÷ó

Øòóðìà-Ëèóâèëëÿ

2 ýòàï. Ñïåêòðàëüíàÿ çàäà÷à (4.5), (4.6) ðåøåíà â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå. Åå ðåøåíèå

λk =

(
kπ

l

)2

, Xk(x) = sin

(
kπx

l

)
k = 1,∞.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.4): T (t) = C · exp(−λa2t). Ðåøåíèå ïðè λ = λk:

Tk(t) = ck exp

(
−kπat
l

)
, (4.7)

ck � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà.

3 ýòàï. Ôóíêöèè

uk = Xk(x)Tk(t) = ck exp

(
−kπat
l

)
sin

(
kπx

l

)
óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíûì ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì (4.1), (4.3). Çíà÷èò ñîñòàâëåííûé èç

íèõ ðÿä

u(x, t) =
∞∑
k=1

ck exp

(
−kπat
l

)
sin

(
kπx

l

)
(4.8)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (4.1), (4.3), åñëè, ðàçóìååòñÿ, îí ñõîäèòñÿ è åãî ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåí-

íî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî x è îäèí ðàç ïî t. Îñòàëîñü ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû ck òàê,

÷òîáû âûïîëíÿëîñü íà÷àëüíîå óñëîâèå (4.2). Ïîäñòàâèì ðÿä (4.8) â (4.2):

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
k=1

ck sin

(
kπx

l

)
� ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ϕ(x) â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå sin(kπx/l). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1

êîýôôèöèåíòû ðàâíû

ck =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin

(
kπx

l

)
dx. (4.9)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå (4.1)�(4.3) îïðåäåëÿåòñÿ ðÿ-

äîì (4.8), êîýôôèöèåíòû � ôîðìóëàìè (4.9), ïðè óñëîâèÿõ: ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî ìîæíî

äâàæäû ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî x è îäèí ðàç ïî t. Âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ãàðàíòè-

ðóþùèõ ñõîäèìîñòü áóäåò ðàññìîòðåí â � 3 ãë. III.

Çàäà÷à (4.1), (4.2) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà:

u′x(0, t) = u′x(l, t) = 0 t > 0,

ðåøàåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî. Äëÿ ôóíêöèè X(x) ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

X ′′(x) + λX(x) = 0 x ∈ (0, l), X ′(0) = X ′(l) = 0,
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ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä:

λk =

(
kπ

l

)
, Xk(x) = cos

(
kπx

l

)
k = 0,∞.

Ôóíêöèè Tk(t) îïðåäåëÿþòñÿ (4.7) ïðè k ≥ 1 è äîáàâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ T0(t) = c0/2. Â èòîãå,

ïîëó÷àåì ôîðìóëó

u(x, t) =
c0

2
+
∞∑
k=1

ck exp

(
−kπat
l

)
cos

(
kπx

l

)
,

ck =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) cos

(
kπx

l

)
dx k = 0,∞.

Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó (4.1), (4.2) ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè:

u(0, t) = u′x(l, t) = 0 ëèáî u′x(0, t) = u(l, t) = 0.

� 5 Îäíîðîäíîå îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå

Ðåøèì ìåòîäîì Ôóðüå íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êî-

ëåáàíèé ñòðóíû (îäíîðîäíîå îäíîìåðíîå âîëíîâîå óðàâíåíèå):

u′′tt(x, t)− a2u′′xx(x, t) = 0 x ∈ (0, l), t > 0, (5.1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x) x ∈ (0, l), (5.2)

u(0, t) = u(l, t) = 0 t > 0. (5.3)

1 ýòàï (ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ). Èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.1) âèäà u(x, t) =

X(x)T (t). Ïîäñòàâëÿÿ â (5.1) ïîëó÷àåì

X(x)T ′′(t)− a2X ′′(x)T (t) = 0 =⇒ T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíû îäíîé è òîé æå

êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç −λ. Ïîëó÷àåì

T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

T ′′(t) + a2λT (t) = 0 t > 0, (5.4)

X ′′(x) + λX(x) = 0 x ∈ (0, l). (5.5)
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Ïîäñòàâëÿÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ u(x, t) = X(x)T (t) ïîëó÷àåì

X(0) = X(l) = 0. (5.6)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèè X(x) è T (t) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñ íåêîòîðûì (îäèíàêî-

âûì) λ óðàâíåíèé (5.4)�(5.6), òî ôóíêöèÿ u(x, t) = X(x)T (t) óäîâëåòâîðÿåò âîëíîâîìó

óðàâíåíèþ (5.1) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (5.3).

2 ýòàï. Ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (5.5), (5.6)

λk =

(
kπ

l

)2

, Xk(x) = sin

(
kπx

l

)
k = 1,∞.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.4):

T (t) = c1 cos(
√
λa2t) + c2 sin(

√
λa2t),

ãäå c1, c2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Ðåøåíèå ïðè λ = λk:

Tk(t) = ak cos

(
kπat

l

)
+ bk sin

(
kπat

l

)
, (5.7)

ãäå ak è bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.

3 ýòàï. Ôóíêöèè

uk = Xk(x)Tk(t) =

(
ak cos

(
kπal−1t

)
+ bk sin

(
kπal−1t

))
sin

(
kπx

l

)
,

óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíûì ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì (5.1), (5.3). Çíà÷èò ñîñòàâëåííûé èç

íèõ ðÿä

u(x, t) =
∞∑
k=1

(
ak cos

(
kπal−1t

)
+ bk sin

(
kπal−1t

))
sin

(
kπx

l

)
(5.8)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (5.1), (5.3), åñëè, ðàçóìååòñÿ, îí ñõîäèòñÿ è åãî ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåí-

íî äèôôåðåíöèðîâàòü. Îñòàëîñü ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû ak è bk òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (5.2). Ïîäñòàâèì ðÿä (5.8) â ïåðâîå íà÷àëüíîå óñëîâèå:

u(x, 0) = ϕ(x) =
∞∑
k=1

ak sin

(
kπx

l

)
� ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ϕ(x) â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå sin(kπx/l). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1

ak =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin

(
kπx

l

)
dx. (5.9)

Ïîäñòàâèì ðÿä (5.9) âî âòîðîå íà÷àëüíîå óñëîâèå:

u′t(x, 0) = ψ(x) =
∞∑
k=1

bk
kπa

l
sin

(
kπx

l

)
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� ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ψ(x) â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå sin(kπx/l). Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1

bk
kπa

l
=

2

l

∫ l

0

ψ(x) sin

(
kπx

l

)
dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,

bk =
2

kπa

∫ l

0

ψ(x) sin

(
kπx

l

)
dx. (5.10)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå (5.1)�(5.3) îïðåäåëÿåòñÿ ðÿ-

äîì (5.8), êîýôôèöèåíòû � ôîðìóëàìè (5.9), (5.10) ïðè óñëîâèÿõ: ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî

ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü. Âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ãàðàíòèðóþùèõ ñõîäè-

ìîñòü áóäåò ðàññìîòðåí â � 2 ãë. IV.

Çàäà÷à (5.1), (5.2) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Íåéìàíà:

u′x(0, t) = u′x(l, t) = 0 t > 0,

ðåøàåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî. Äëÿ ôóíêöèè X(x) ïîëó÷àåì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

X ′′(x) + λX(x) = 0 x ∈ (0, l), X ′(0) = X ′(l) = 0,

ðåøåíèå êîòîðîé èìååò âèä:

λk =

(
kπ

l

)
, Xk(x) = cos

(
kπx

l

)
k = 0,∞.

Ôóíêöèè Tk(t) îïðåäåëÿþòñÿ (5.7) ïðè k ≥ 1 è äîáàâëÿåòñÿ T0(t) = a0/2 + b0t/2. Â èòîãå,

ïîëó÷àåì ôîðìóëó

u(x, t) =
a0

2
+
b0

2
t+

+
∞∑
k=1

(
ak cos

(
kπal−1t

)
+ bk sin

(
kπal−1t

))
sin

(
kπx

l

)
,

ak =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin

(
kπx

l

)
dx, bk =

2

kπa

∫ l

0

ψ(x) sin

(
kπx

l

)
dx.

Òàêèì æå ñïîñîáîì ìîæíî ðåøèòü çàäà÷ó (5.1), (5.2) ñî ñìåøàííûìè ãðàíè÷íûìè óñëî-

âèÿìè:

u(0, t) = u′x(l, t) = 0 ëèáî u′x(0, t) = u(l, t) = 0.

� 6 Çàäà÷à Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â êðóãå

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

∆u(x) = 0 x ∈ Ω, u(x) = g(x) x ∈ Γ = ∂Ω. (6.1)
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Åñëè Ω = {(x1, x2) : x2
1 +x2

2 < a2} � øàð ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå x = 0, òî äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è óäîáíî ïåðåéòè ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì (ρ, ϕ). Îïåðàòîð Ëàïëàñà â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ èìååò âèä:

∆u =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2u

∂ϕ2
.

Çàäà÷à (6.1) ïðèíèìàåò âèä

ρ
∂

∂ρ

(
ρ
∂u(ρ, ϕ)

∂ρ

)
+
∂2u(ρ, ϕ)

∂ϕ2
= 0 ρ ∈ [0, a), ϕ ∈ [0, 2π], (6.2)

u(a, ϕ) = g(ϕ), ϕ ∈ [0, 2π]. (6.3)

Òàê êàê òî÷êà (ρ, ϕ+ 2π) ñîâïàäàåò ñ (ρ, ϕ), òî íóæíî äîáàâèòü óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè

u(ρ, ϕ+ 2π) = (ρ, ϕ) ρ ∈ [0, 2π], ϕ ∈ R. (6.4)

Ðåøèì çàäà÷ó (6.2)�(6.4) ìåòîäîì Ôóðüå.

1 ýòàï (ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ). Èùåì ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.2) âèäà u(ρ, ϕ) =

R(ρ)Φ(ϕ). Ïîäñòàâëÿÿ â (6.2) ïîëó÷àåì

ρ (ρR′)
′
Φ +RΦ′′ = 0 =⇒ ρ (ρR′)

′
Φ = −RΦ′′ =⇒ ρ (ρR′)′

R
= −Φ′′

Φ
.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî, åñëè ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâíû îäíîé è òîé æå

êîíñòàíòå. Îáîçíà÷èì åå ÷åðåç λ. Ïîëó÷àåì

ρ (ρR′)′

R
= −Φ′′

Φ
= λ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ρ (ρR′(ρ))
′
+ λR(ρ) = 0 ρ ∈ [0, a), (6.5)

Φ′′(ϕ) + λΦ(ϕ) = 0 ϕ ∈ R. (6.6)

Ïîäñòàâëÿÿ â óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè u(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ) ïîëó÷àåì

Φ(ϕ+ 2π) = Φ(ϕ) = 0 ϕ ∈ R. (6.7)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ôóíêöèè R(ρ) è Φ(ϕ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñ íåêîòîðûì (îäèíà-

êîâûì) ÷èñëîì λ óðàâíåíèé (6.5)�(6.7), òî ôóíêöèÿ u(ρ, ϕ) = R(ρ)Φ(ϕ) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Ëàïëàñà (6.2) è óñëîâèþ ïåðèîäè÷íîñòè (6.4). Îñòàëîñü íàéòè λ äëÿ êîòîðûõ

çàäà÷à (6.6), (6.7) èìååò íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ.

2 ýòàï. Ðåøåíèå ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è (6.6), (6.7) èìååò âèä

λk = k2 k = 0,∞,
Φ0(ϕ) ≡ a0, Φk(ϕ) = ak cos kϕ+ bk sin kϕ k = 1,∞,

(6.8)

ãäå ak è bk � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå.
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Ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ÷àñòíûìè ðåøåíèÿìè ÎÄÓ 2-ãî ïîðÿäêà (6.5)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ôóíêöèè

1, ln ρ ïðè λ = 0,

ρ
√
λ, ρ−

√
λ ïðè λ > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå ðàâíî

R(ρ) =

{
C1 + C2 ln ρ ïðè λ = 0,

C1ρ
√
λ + C2ρ

−
√
λ ïðè λ > 0.

Ôóíêöèè ln ρ è ρ−
√
λ íå îïðåäåëåíû â òî÷êå ρ = 0. Ïîýòîìó, íóæíî ïîëîæèòü C2 = 0.

Ïîëàãàÿ C1 = 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6.5) ïðè λ = λk = k2:

Rk(ρ) = ρk k = 0,∞.

3 ýòàï. Ôóíêöèè

uk = Rk(ρ)Φk(ϕ) = ρk(ak cos kϕ+ bk sin kϕ)

óäîâëåòâîðÿþò îäíîðîäíûì ëèíåéíûì óðàâíåíèÿì (6.2), (6.4). Çíà÷èò ñîñòàâëåííûé èç

íèõ ðÿä

u(ρ, ϕ) =
∞∑
k=0

ρk(ak cos kϕ+ bk sin kϕ)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (6.2), (6.4), åñëè, ðàçóìååòñÿ, îí ñõîäèòñÿ è åãî ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåí-

íî äèôôåðåíöèðîâàòü. Îñòàëîñü ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû ak è bk òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü

ãðàíè÷íîå óñëîâèå (6.3). Óäîáíî ñäåëàòü çàìåíó a0 = α0/2, ak = αk/a
k, bk = βk/a

k. Òîãäà

ðÿä ïðèíèìàåò âèä

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
k=1

(ρ
a

)k
(αk cos kϕ+ βk sin kϕ). (6.9)

Ïîäñòàâèì åãî â (6.3):

u(a, ϕ) = g(ϕ) =
α0

2
+
∞∑
k=1

(αk cos kϕ+ βk sin kϕ)

� ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ϕ(x) â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìå {coskϕ, sin kϕ}. Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.2
êîýôôèöèåíòû ðàâíû

αk =
1

π

∫ 2π

0

g(ϕ) cos kϕ dϕ, βk =
1

π

∫ 2π

0

g(ϕ) sin kϕ dϕ. (6.10)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå (6.1) îïðåäåëÿåòñÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäè-

íàòàõ ðÿäîì (6.9), êîýôôèöèåíòû � ôîðìóëàìè (6.10), ïðè óñëîâèÿõ: ðÿä ñõîäèòñÿ è åãî

ìîæíî äâàæäû ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü. Âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ãàðàíòèðóþùèõ ñõîäè-

ìîñòü áóäåò ðàññìîòðåí â ?? ãë. III.
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� 7 Äðóãèå êðàåâûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

Èçëîæåííûé â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìåòîä ïðèãîäåí è äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷

äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Âíåøíÿÿ êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå. Ω = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 < a2},

∆u(x) = 0 x ∈ R2 \ Ω,

u(x) = g(x) x ∈ Γ,

u(x) = O(1) ïðè |x| → +∞.
(7.1)

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ u(x) äîëæíà áûòü îãðàíè÷åííîé ïðè |x| →
+∞. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò âíóòðåííåé çàäà÷è (6.1) âîçíèêàåò ïðè âûáîðå ôóíêöèé

Rk(ρ). Òàê êàê ôóíêöèè ln ρ è ρ
√
λ ñòðåìÿòñÿ ê +∞ ïðè |x| → +∞, òî ïîëàãàþò

R0 ≡ 1, Rk = ρ−
√
λ = ρ−k ïðè k ≥ 1.

Â èòîãå, ïðèõîäèì ê ôîðìóëå

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
k=1

(
a

ρ

)k
(αk cos kϕ+ βk sin kϕ),

êîýôôèöèåíòû ðÿäà îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (6.10).

Çàäà÷à Íåéìàíà â êðóãå. Ω = {(x1, x2) : x2
1 + x2

2 < a2},

∆u(x) = 0 x ∈ Ω,
∂u

∂n
= g(x) x ∈ Γ.

n = n(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ (â äàííîì ñëó÷àå n = x/a). Íåòðóäíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ïî íîðìàëè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä

∂u

∂n
= au′ρ íà Γ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íîå óñëîâèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

u′ρ(a, ϕ) =
1

a
g(ϕ) ϕ ∈ [0, 2π].

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ (ñì. ?? ãë. V)∫
Γ

g ds = a

∫ 2π

0

g(ϕ) dϕ = 0.

Ðåøåíèå çàäà÷è, êàê è â ñëó÷àå çàäà÷è Äèðèõëå, îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (6.9). Êîýôôèöèåíòû

ðÿäà íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ:

u′ρ(a, ϕ) =
1

a
g(ϕ) =

∞∑
k=1

k

a
(αk cos kϕ+ βk sin kϕ).
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� ðàçëîæåíèå ôóíêöèè g(ϕ) â ðÿä Ôóðüå (íóæíî ó÷åñòü, ÷òî
∫ 2π

0
g(ϕ) dϕ = 0) Èñïîëüçóÿ

òåîðåìó 3.2 çàêëþ÷àåì

αk =
1

kπ

∫ 2π

0

g(ϕ) cos kϕ dϕ, βk =
1

kπ

∫ 2π

0

g(ϕ) sin kϕ dϕ.

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò α0 ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, òàê êàê ðåøåíèå çàäà÷è

Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé.

Ñìåøàííàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â êðóãîâîì ñåêòîðå. Ïóñòü îáëàñòü Ω â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ èìååò âèä Ω = {(ρ, ϕ) : ρ ∈ [0, a), ϕ ∈ (0, θ)}. Ãðàíèöó Ω ìîæíî ðàçáèòü íà

òðè ÷àñòè: Γ1 � îòðåçîê, ëåæàùèé â Ω è íà ëó÷å ϕ = 0; Γ2 îòðåçîê, ëåæàùèé â Ω è íà ëó÷å

ϕ = θ; Γ3 � ÷àñòü îêðóæíîñòè |x| = a, îòñå÷åííàÿ óêàçàííûìè âûøå ëó÷àìè. Ðàññìîòðèì

çàäà÷ó

∆u(x) = 0 x ∈ Ω,

∂u

∂n
= 0 x ∈ Γ1 ∪ Γ2,

u = g(x) x ∈ Γ3.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂u

∂n
= −1

ρ
u′ϕ íà Γ1,

∂u

∂n
=

1

ρ
u′ϕ íà Γ2.

Çíà÷èò çàäà÷à â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ ïðèíèìàåò âèä

ρ
∂

∂ρ

(
ρ
∂u(ρ, ϕ)

∂ρ

)
+
∂2u(ρ, ϕ)

∂ϕ2
= 0 ρ ∈ [0, a), ϕ ∈ [0, θ],

u′ϕ(ρ, 0) = u′ϕ(ρ, θ) = 0 ρ ∈ (0, a),

u(a, ϕ) = g(ϕ) ϕ ∈ [0, θ].

Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè ïî î÷åâèäíîé ïðè÷èíå îòñóòñòâóåò. Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó-

÷àåì äëÿ R(ρ) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (6.5), äëÿ ôóíêöèè Φ ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó

Φ′′(ϕ) + λΦ(ϕ) = 0 ϕ ∈ (0, θ), Φ′(0) = Φ′(θ) = 0.

Îíè èìåþò ðåøåíèÿ

λk =

(
kπϕ

θ

)2

, Φk(ϕ) = cos

(
kπ

θ

)
Rk(ρ) = ρ

√
λk = ρkπ/θ k = 0,∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u = u(ρ, ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

u(ρ, ϕ) =
c0

2
+
∞∑
k=1

ck

(ρ
a

) kπ
θ

cos

(
kπϕ

θ

)
.
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Êîýôôèöèåíòû íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà Γ3:

u(a, ϕ) = g(ϕ) =
c0

2
+
∞∑
k=1

ck cos

(
kπϕ

θ

)
� ðàçëîæåíèå ôóíêöèè g(ϕ) â ðÿä Ôóðüå ïî cos

(
kπ
θ

)
,

ck =
2

θ

∫ θ

0

g(ϕ) cos

(
kπϕ

θ

)
dϕ k = 0,∞.

Êðàåâûå çàäà÷è â êîëüöå. Ïóñòü Ω � êîëüöî, îãðàíè÷åííîå îêðóæíîñòÿìè Γ1, Γ2 ñ

öåíòàìè â òî÷êå x = 0 ðàäèóñà r1 è r2 ñîîòâåòñòâåííî, r1 < r2. Ðåøåíèå çàäà÷è

∆u(x) = 0 x ∈ Ω, u(x) = gi(x) x ∈ Γi i = 1, 2

óäîáíî èñêàòü â âèäå ñóììû u = u1 + u2, ãäå u1, u2 � ðåøåíèÿ çàäà÷:

∆u1(x) = 0 x ∈ Ω, u1|Γ1 = g1(x), u|Γ2 = 0,

∆u2(x) = 0 x ∈ Ω, u2|Γ1 = 0, u2|Γ2 = g2(x).

Íàéäåì, íàïðèìåð, ôóíêöèþ u1. Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì è ðàçäåëÿÿ ïåðåìåí-

íûå, ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèé Φ(ϕ) çàäà÷ó (6.6), (6.7), åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

(6.8). Äëÿ ôóíêöèé R(ρ) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ρ (ρR′(ρ))
′
+ λR(ρ) = 0 ρ ∈ (r1, r2),

åãî îáùåå ðåøåíèå

R(ρ) =

{
C1 + C2 ln ρ ïðè λ = 0,

C1ρ
√
λ + C2ρ

−
√
λ ïðè λ > 0.

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ u1|Γ2 = 0 âûòåêàåò

R(r2) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ïîëîæèòü C2 = 1, òî

C1 = − ln a2 ïðè λ = 0, C1 = −r−2
√
λ

2 .

Ïîäñòàâëÿÿ λ = λk = k2 ïîëó÷àåì

R0(ρ) = ln(ρ/r2), Rk(ρ) = ρ−k −
(
r−2

2 ρ
)k

è ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì

u1(ρ, ϕ) = a0 ln(ρ/r2) +
∞∑
k=1

(
ρ−k −

(
r−2

2 ρ
)k)(

ak cos kϕ+ bk sin kϕ
)
.

Êîýôôèöèåíòû ðÿäà íàõîäÿòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ íà Γ1:

u1(r1, ϕ) = g1(ϕ).
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� 8 Ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ ïðàâîé ÷àñòüþ

ñïåöèàëüíîãî âèäà

Íåîäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ñâîäèòü ê îäíîðîäíûì èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ðàâíî ñóììå îáùåãî ðåøåíèÿ îäíî-

ðîäíîãî è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî. Ðàññìîòðèì ýòî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå:

u′t(x, t)− a2u′′xx(x, t) = f(x, t) x ∈ (0, l), t > 0,

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ (0, l),

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 t > 0.

(8.1)

Ïóñòü íàì èçâåñòíà ôóíêöèÿ w, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì (8.1) áåç íà÷àëüíîãî óñëî-

âèÿ, òî åñòü

w′t(x, t)− a2w′′xx(x, t) = f(x, t) x ∈ (0, l), t > 0, (8.2)

w(0, t) = 0, w(l, t) = 0 t > 0. (8.3)

Èùåì ðåøåíèå çàäà÷è (8.1) â âèäå: u = w + v, ãäå v � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ. Îíà

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì

v′t(x, t)− a2v′′xx(x, t) = 0 x ∈ (0, l), t > 0,

v(x, 0) = ϕ(x)− w(x, 0) x ∈ (0, l),

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0 t > 0.

(8.4)

Çàäà÷à (8.4) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ôóðüå, îïèñàííîì â � 4. Îñòàëîñü âûÿñíèòü êàêèì îáðàçîì

ìîæíî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé (8.2), (8.3). Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ ÎÄÓ â

ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ

1. f = f(x), ò.å. ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàâèñèò îò t. Åñëè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå w = w(x),

òî ïðèõîäèì ê çàäà÷å

−a2w′′(x) = f(x), w(0) = w(l) = 0.

2. f = f(x)eωt. Åñëè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå w = w(x)eωt, òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíî-

ñòè ïðèíèìàåò âèä:

ωw(x)eωt − a2w′′(x)eωt = f(x)eωt,

ñëåäîâàòåëüíî,

w′′(x)− ω

a2
w(x) = − 1

a2
f(x), w(0) = w(l) = 0.

3. f = f(x) sinαt. Åñëè èñêàòü ðåøåíèå â âèäå

w = w1(x) sinαt+ w2(x) cosαt,

òî óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè ïðèíèìàåò âèä:

αw1(x) cosαt− αw2(x) sinαt−
− a2

(
w1(x) sinαt+ w2(x) cosαt

)
= f(x) sinαt.
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Îíî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð,

αw1 − a2w′′2 = 0, −αw2 − a2w′′1 = f(x).

4. f =
m∑
i=1

eωit(fi(x) cos(αit) + fi(x) sin(αit)). Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå èùåòñÿ â âèäå:

w =
m∑
i=1

eωit(w1,i(x) cos(αit) + w2,i(x) sin(αit)).

Çàäà÷à ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ñ íóëåâûìè ãðàíè÷-

íûìè óñëîâèÿìè ñ ïîìîùüþ çàìåíû âèäà: u = ũ+ g, ãäå ũ � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ,

à g � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå

u(0, t) = g1(t), u(l, t) = g2(t)

ìîæíî ïîëîæèòü

g = g1(t)
l − t
l

+ g2(t)
t

l
.

� 9 Ðåøåíèå íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì Ôóðüå

Ìåòîä Ôóðüå ïðèãîäåí è äëÿ ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð,

çàäà÷ó (8.1) ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Ôóíêöèþ u ìîæíî èñêàòü â âèäå: u = v + w, ãäå v

è w � ðåøåíèÿ çàäà÷:

v′t(x, t)− a2v′′xx(x, t) = 0 x ∈ (0, l), t > 0,

v(x, 0) = ϕ(x) x ∈ (0, l),

v(0, t) = 0, v(l, t) = 0 t > 0.

(9.1)

w′t(x, t)− a2w′′xx(x, t) = f(x, t) x ∈ (0, l), t > 0, (9.2)

w(x, 0) = 0 x ∈ (0, l), (9.3)

w(0, t) = 0, w(l, t) = 0 t > 0. (9.4)

Çàäà÷à (9.1) ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ôóðüå, îïèñàííîì â � 4. Ðåøèì çàäà÷ó (9.2)�(9.4). Ðåøåíèå

èùåì â âèäå:

w(x, t) =
∞∑
k=1

Tk(t) sin

(
kπx

l

)
. (9.5)

Åñëè ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ, òî îí óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (9.4). Äëÿ ôèêñèðîâàí-

íîãî ìîìåíòà âðåìåíè t ôóíêöèþ x→ f(x, t) (çàâèñÿùóþ òîëüêî îò àðãóìåíòà x), ìîæíî

ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå:

f(x, t) =
∞∑
k=1

fk(t) sin

(
kπx

l

)
, fk(t) =

2

l

∫ l

0

f(x, t) sin

(
kπx

l

)
dx.
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Ïîäñòàâëÿÿ ðÿä (9.5) â óðàâíåíèå (9.2), ìåíÿÿ ìåñòàìè çíàêè ñóììû è ïðîèçâîäíûõ, ïî-

ëó÷àåì
∞∑
k=1

(
T ′k(t) + a2

(
kπ

l

)2

Tk(t)

)
sin

(
kπx

l

)
=
∞∑
k=1

fk(t) sin

(
kπx

l

)
.

Ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè, íàïðèìåð,

T ′(t) + ω2
kT (t) = fk(t) (ωk = (akπ/l)2). (9.6)

Èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ w(x, 0) = 0 âûòåêàåò

Tk(0) = 0. (9.7)

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè Tk íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè (9.6), (9.7). Îíè ðàâíû

Tk(t) =

∫ t

0

fk(τ)eω
2
k(τ−t) dτ.
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Ã ë à â à III

Ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü u = u(x, t), x ∈ Rd, t ∈ R, d ≥ 1. Èç òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì âûòåêàåò, ÷òî

óðàâíåíèå

u′t −
d∑

i,j=1

ai,j(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ c(x, t)u = f(x, t) (1)

ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì, åñëè ìàòðèöà ((ai,j(x, t))), ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé

(ëèáî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé) â ëþáîé òî÷êå. Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìîòðèì ïàðàáîëè-

÷åñêèå óðàâíåíèÿ âèäà (1) ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà â ãëàâíîé ÷àñòè:

u′t − a2∆u+
−→
b · ∇u+ c · u = f(x, t),

ãäå
−→
b =

(
b1(x, t), . . . , bd(x, t)

)
, ∇u =

(
u′x1 , . . . , u

′
xd

)
.

� 1 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rd ñ ãðàíèöåé Γ. Îáîçíà÷èì

QT = Ω× (0, T ]

� ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé öèëèíäð. C2,1(QT ) � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå äâàæäû

íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû ïî x è îäèí ðàç ïî t íà QT . Ââåäåì äèôôåðåíöèàëüíûé

îïåðàòîð

Lu ≡ −a2∆u+
−→
b · ∇u+ cu,

âåêòîð-ôóíêöèÿ
−→
b =

−→
b (x, t) è ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ c = c(x, t) çàäàíû â QT , âåùåñòâåííîå

a2 > 0. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé c ≡ 0.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü c ≡ 0. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ u ∈ C2,1(QT ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåí-

ñòâó

u′t + Lu > 0 (< 0) â QT ,

òî îíà íå èìååò â QT òî÷åê ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà).
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Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò (x0, t0) ∈ QT � òî÷êà ìè-

íèìóìà ôóíêöèè u(x, t). Òîãäà ñîãëàñíî íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ìèíèìóìà â òî÷êå (x0, t0)

âûïîëíÿåòñÿ

∂u

∂xi
= 0,

∂2u

∂x2
i

≥ 0 i = 1, d,

u′t = 0 ïðè t0 < T è u′t ≤ 0 ïðè t0 = T.

Ñëåäîâàòåëüíî, u′t+Lu ≤ 0 â (x0, t0). Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû. Ñëó÷àé u′t+Lu < 0

â QT ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ u íå èìååò â QT òî÷åê ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà).

Òå î ð åì à 1.1 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ëþáîå ðåøåíèå u ∈ C2,1(QT )∩C(QT ) óðàâ-

íåíèÿ

u′t − a2∆u+
−→
b (x, t) · ∇u = 0 â QT (1.1)

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

m(u) ≤ u(x, t) ≤M(u) ∀(x, t) ∈ QT , (1.2)

â êîòîðîé

m(u) = min

{
inf
x∈Ω

u(x, 0), inf
x∈Γ, t∈[0,T ]

u(x, t)

}
,

M(u) = max

{
sup
x∈Ω

u(x, 0), sup
x∈Γ, t∈[0,T ]

u(x, t)

}
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì uε = u+ εt, ε > 0. Òîãäà

∂uε
∂t
− a2∆uε +

−→
b · ∇uε = (

∂u

∂t
− a2∆u+

−→
b · ∇u) + ε = ε > 0 â QT .

Çíà÷èò ê ôóíêöèè uε ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 1.1 ñîãëàñíî êîòîðîé ôóíêöèÿ uε íå èìååò

â QT òî÷åê ìèíèìóìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì uε äîñòèãàåòñÿ ëèáî ïðè x ∈ Γ ëèáî ïðè

t = 0, òî åñòü

m(uε) ≤ uε(x, t) ∀(x, t) ∈ QT .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0+ ïîëó÷àåì íèæíþþ îöåíêó â (1.2). Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêà-

çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ïàðà-

áîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.1) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé

ëèáî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ëèáî íà ãðàíèöå îáëàñòè Γ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé c 6≡ 0.
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Ëåììà 1.2. Ïóñòü c = c(x, t) ≥ 0 â QT . Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ u ∈ C2,1(QT ) óäîâëåòâî-

ðÿåò íåðàâåíñòâó

u′t + Lu > 0 (< 0) â QT ,

òî îíà íå èìååò â QT òî÷åê îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà (ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òàêîå æå êàê è ó ëåììû 1.1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò

(x0, t0) ∈ QT � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè u(x, t), ïðè÷åì u(x0, t0) < 0. Òî÷íî òàêæå êàê è

ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1 èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ìèíèìóìà âûòåêàåò

u′t − a2∆u+
−→
b · ∇u ≤ 0 â òî÷êå (x0, t0).

Òàê êàê c(x0, t0)u(x0, t0) ≤ 0, òî u′t + Lu ≤ 0 â (x0, t0). Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 1.2 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ïóñòü c = c(x, t) ≥ 0 â QT . Òîãäà ëþáîå

ðåøåíèå u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT ) óðàâíåíèÿ

u′t − a2∆u+
−→
b (x, t) · ∇u+ c(x, t) · u = 0 â QT (1.3)

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

min{m(u), 0} ≤ u(x, t) ≤ max{M(u), 0} ∀(x, t) ∈ QT , (1.4)

m(u) è M(u) îïðåäåëåíû â òåîðåìå 1.1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òàêîå æå êàê è ó òåîðåìû 1.1. Ïîëîæèì uε = u+ εt. Òîãäà

∂uε
∂t

+ Luε ≡
∂uε
∂t
− a2∆uε +

−→
b · ∇uε + c · uε = ε+ εt · c > 0 â QT .

Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü ê ôóíêöèè uε ëåììó 1.2 ñîãëàñíî êîòîðîé uε íå èìååò â QT

îòðèöàòåëüíûõ ìèíèìóìîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëèáî ôóíêöèÿ uε ïîëîæèòåëüíàÿ â QT ëèáî

åå ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè x ∈ Γ èëè t = 0. Ýòî îçíà÷àåò

min{0,m(u)} ≤ uε(x, t) ∀(x, t) ∈ QT .

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0+ ïîëó÷àåì íèæíþþ îöåíêó â (1.4). Âåðõíÿÿ äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïðè c(x, t) < 0 ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè â ëåâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (1.3) ïîìåíÿòü çíàê ó îäíîãî èç ñëàãàåìûõ, òî ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå áóäåò âû-

ïîëíÿòüñÿ. Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ò.å. d = 1) ôóíêöèÿ u(x, t) = et sinx ÿâëÿåòñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèé

u′t − u′′xx − 2u = 0, u′t + u′′xx = 0 â QT = (−π, π)× (0, T ],

à ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ±1, äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ (±π/2, T ) ∈ QT .

47



� 2 Åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷è Äèðèõëå

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

u′t − a2∆u+
−→
b (x, t) · ∇u+ c(x, t) · u = f(x, t) â QT , (2.1)

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ Ω, (2.2)

u(x, t) = g(x, t) x ∈ Γ, t ∈ (0, T ). (2.3)

Çäåñü QT ≡ Ω× (0, T ], Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rd ñ ãðàíèöåé Γ.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿ u ∈ C2,1(QT ) ∩ C(QT ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (2.1)�(2.3) íàçû-

âàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.3).

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (òåîðåìà 1.2) âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü f ≡ 0, c(x, t) ≥ 0 â QT , ϕ ∈ C(Ω), g ∈ C(Γ × [0, T ]). Òîãäà

ëþáîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖u‖C(QT ) ≤ max
{
‖ϕ‖ C(Ω) , ‖g‖C(Γ×[0,T ])

}
.

Èñïîëüçóÿ ýòîò ðåçóëüòàò íåòðóäíî äîêàçàòü

Òå î ð åì à 2.1. Ïóñòü c(x, t) ≥ 0 â QT , ϕ ∈ C(Ω), g ∈ C(Γ× [0, T ]). Òîãäà

(à) çàäà÷à (2.1)�(2.3) èìååò íå áîëåå îäíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ;

(á) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) óñòîé÷èâî ïî ϕ è g â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

åñëè u1 è u2 � ðåøåíèÿ (2.1)�(2.3) ñ èñõîäíûìè äàííûìè (f, ϕ1, g1) è (f, ϕ2, g2) ñî-

îòâåòñòâåííî, òî

‖u1 − u2‖C(QT ) ≤ max
{
‖ϕ1 − ϕ2‖ C(Ω) , ‖g1 − g2‖C(Γ×[0,T ])

}
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (à) Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ u1 è u2 çàäà÷è (2.1)�(2.3).

Òîãäà èõ ðàçíîñòü u = u1 − u2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

u′t − a2∆u+
−→
b (x, t) · ∇u+ c(x, t) · u = 0 â QT ,

u(x, 0) = 0 x ∈ Ω,

u(x, t) = 0 x ∈ Γ, t ∈ (0, T ).

Ïðèìåíÿÿ ñëåäñòâèå 2.1 ïîëó÷àåì u = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, u1 = u2. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ

äîêàçàíà.
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(á) Ïóñòü u1 è u2 � ðåøåíèÿ (2.1)�(2.3) ñ èñõîäíûìè äàííûìè (f, ϕ1, g1) è (f, ϕ2, g2)

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èõ ðàçíîñòü u = u1 − u2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

u′t − a2∆u+
−→
b (x, t) · ∇u+ c(x, t) · u = 0 â QT ,

u(x, 0) = ϕ1(x)− ϕ2(x) x ∈ Ω,

u(x, t) = g1(x, t)− g2(x, t) x ∈ Γ, t ∈ (0, T ).

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ñëåäñòâèå 2.1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) óñòîé÷èâî è ïî ïðàâîé ÷àñòè

f . Ýòî âûòåêàåò èç àïðèîðíîé îöåíêè:

‖u‖C(QT ) ≤ max
{
‖ϕ‖ C(Ω) , ‖g‖C(Γ×[0,T ])

}
+ C‖f‖C(QT )

(ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò òîëüêî îò T ), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîé äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,

÷òî ôóíêöèÿ v = u + t(K + ε) (v = u − t(K + ε)), K = ‖f‖C(QT ), ε > 0 óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó

v′t − a2∆v +
−→
b (x, t) · ∇v + c(x, t) · v > 0 (< 0) â QT

è ïðèìåíèòü ëåììó 1.2.

Ç àì å ÷ à í è å. Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.3) áóäåò åäèíñòâåííûì è â ñëó÷àå c ≤ 0 (ñì.

� 4).

� 3 Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ îäíîðîäíîãî

îäíîìåðíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (îáîñ-

íîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå)

Ïóñòü u = u(x, t), (x, t) ∈ QT ≡ [0, l]× (0, T ]. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

u′t − a2u′′xx = 0 â QT , (3.1)

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ [0, l], (3.2)

u(0, t) = u(l, t) = 0 t ∈ [0, T ]. (3.3)

Ñëåäóÿ ìåòîäó Ôóðüå (� 4 ãë. II) èùåì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà:

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk, (3.4)

ãäå

uk(x, t) = ake
−( kπa

l
)2t sin

(
kπx

l

)
, ak =

2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin

(
kπx

l

)
dx.

Òå î ð åì à 3.1. Ïóñòü ϕ ∈ C[0, l], ϕ′ ∈ L2(0, l), ϕ(0) = ϕ(l) = 0. Òîãäà
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(à) ðÿä (3.4) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â QT ;

(á) äëÿ ëþáîãî τ > 0 ðÿäû
∞∑
k=1

∂uk
∂t

,
∞∑
k=1

∂uk
∂x

,
∞∑
k=1

∂2uk
∂x2

(3.5)

ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, l]× [τ, T ];

(â) ôóíêöèÿ u, îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé (3.4), ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è

(3.1)�(3.3).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (à) Ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1 ãë. II

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ak sin

(
kπx

l

)
, (3.6)

ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà [0, l]. Òàê êàê

|uk(x, t)| ≤ |ak sin

(
kπx

l

)
| ∀k ≥ 1, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

òî ðÿä (3.6) ìàæîðèðóåò ðÿä (3.4) â QT . Çíà÷èò ïîñëåäíèé ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíî-

ìåðíî â QT .

(á) Òàê êàê

|ak| ≤
2

l

∫ l

0

|ϕ(x)| dx = C k = 1,∞,

ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò k, òî íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè âñåõ t ∈ [τ, T ], x ∈ [0, l]

âûïîëíÿþòñÿ ∣∣∣∣∂uk∂t
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ak(kπal )2e−( kπa
l

)2t sin

(
kπx

l

)∣∣∣∣ ≤
≤ C

(πa
l

)2

k2e−k
2ω, ω = (πa/l)2τ > 0,∣∣∣∣∂uk∂x

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ak(kπl )e−( kπa
l

)2t cos

(
kπx

l

)∣∣∣∣ ≤
≤ C

(π
l

)
ke−k

2ω,∣∣∣∣∂2uk
∂x2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ak(kπl )2e−( kπa
l

)2t sin

(
kπx

l

)∣∣∣∣ ≤
≤ C

(π
l

)2

k2e−k
2ω,

×èñëîâîé ðÿä
∑∞

k=1 k
2e−k

2ω ñõîäèòñÿ. Çíà÷èò ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû (3.5) ìàæîðèðóþò-

ñÿ íà [0, l] × [τ, T ] ñõîäÿùèìèñÿ ÷èñëîâûìè ðÿäàìè. Çíà÷èò (3.5) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî íà [0, l]× [τ, T ].
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(â) Èç óòâåðæäåíèé (à), (á), ôîðìóëû (3.6) è ðàâåíñòâ

uk(0, t) = uk(l, t) = 0, u(x, 0) =
∞∑
k=1

ak sin

(
kπx

l

)
,

∂uk
∂t
− a2∂

2uk
∂x2

= 0

âûòåêàåò, ÷òî u ∈ C(QT ) ∩ C2,1([0, l] × [τ, T ]) è óäîâëåòâîðÿåò (3.2), (3.3), à òàêæå (3.1) â

[0, l]× [τ, T ] äëÿ ëþáîãî τ > 0. Çíà÷èò âûïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå (â). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 2.1 è 3.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü ϕ ∈ C[0, l], ϕ′ ∈ L2(0, l), ϕ(0) = ϕ(l) = 0. Òîãäà êëàññè÷åñêîå

ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)�(3.3) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, óñòîé÷èâî (ïî ϕ) è îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (3.4).

Çàì å ÷ à í è å. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðÿä ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé uk

ëþáîãî ïîðÿäêà ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïî [0, l]×[τ, T ] äëÿ ëþáîãî τ > 0. Çíà÷èò

êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1)�(3.3) áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç äèôôåðåíöèðóåìî â QT .

� 4 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ 3-é êðàåâîé çàäà÷è è çà-

äà÷è Íåéìàíà

Ïóñòü u = u(x, t), (x, t) ∈ QT ≡ Ω× (0, T ], Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rd ñ ãðàíèöåé Γ,

n = n(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

u′t − a2∆u+ c(x, t) · u = f(x, t) â QT , (4.1)

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ Ω, (4.2)

∂u(x, t)

∂n
+ αu = g(x, t) x ∈ Γ, t ∈ (0, T ). (4.3)

Ïðè α = 0 îíà íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé Íåéìàíà, ïðè α 6= 0 � 3-é íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷åé. Îòìåòèì, ÷òî ïðè α ≥ 0, c ≥ 0 äëÿ íåå ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà

(â ?? ãë. Vîí áóäåò äîêàçàí äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ). Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì

åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ äðóãèì ñïîñîáîì (ìåòîä ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ) íå íàêëà-

äûâàÿ óñëîâèÿ íà çíàê êîýôôèöèåíòà c(x, t).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿ u = u(x, t) óäîâëåòâîðÿþùàÿ (4.1)�(4.3) íàçûâàåòñÿ

� êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì, åñëè u ∈ C2,1(QT ) è u, ∇u ∈ C(QT );

� ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì, åñëè u ∈ C2,1(QT ).

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Ïóñòü u ∈ C2,1(QT ) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.1). Óìíîæèì óðàâíåíèå (4.1) íà u è ïðî-

èíòåãðèðóåì ïî x ∈ Ω èñïîëüçóÿ 1-þ ôîðìóëó Ãðèíà (ñì. ??). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî∫
Ω

u′tu dx =
1

2

∂

∂t

∫
Ω

u2 dx,

−
∫

Ω

∆uu dx =

∫
Ω

∇u∇u dx−
∫

Γ

∂u

∂n
u ds,
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ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

1

2

∂

∂t

∫
Ω

u2 dx+

∫
Ω

(
a2|∇u|2 + c|u|2

)
dx− a2

∫
Γ

∂u

∂n
u ds =

∫
Ω

fu ds, (4.4)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîëó÷åíèÿ àïðèîðíûõ îöåíîê ðåøåíèé è, êàê ñëåäñòâèå,

äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëåäóþùèì

ðåçóëüòàòîì.

Òå î ð åì à 4.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ α = α(x, t) � íåîòðèöàòåëüíàÿ è èíòåãðèðóåìàÿ

ïî Γ äëÿ âñåõ t ∈ [0, T ]; ôóíêöèÿ c = c(x, t) èíòåãðèðóåìàÿ è îãðàíè÷åííàÿ ñíèçó íà QT .

Òîãäà çàäà÷à (4.1)�(4.2) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ: u1 è u2. Òîãäà èõ ðàçíîñòü u =

u1 − u2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì

u′t − a2∆u+ c(x, t) · u = 0 â QT ,

u(x, 0) = 0 x ∈ Ω,

∂u(x, t)

∂n
+ αu = 0 x ∈ Γ, t ∈ (0, T ).

Ðàâåíñòâî (4.4) ïðèíèìàåò âèä (ó÷èòûâàåì, ÷òî f ≡ 0, ∂u/∂n = −αu):
1

2

∂

∂t

∫
Ω

u2 dx+

∫
Ω

(
a2|∇u|2 + c|u|2

)
dx+ a2

∫
Γ

α|u|2 ds = 0 ïðè t > 0,

Òàê êàê α > 0, òî
1

2

∂

∂t

∫
Ω

u2 dx ≤ −
∫

Ω

c u2 dx ≤ −C
∫

Ω

u2 dx,

ãäå C � êîíñòàíòà, îãðàíè÷èâàþùàÿ ñíèçó ôóíêöèþ c(x, t). Ïîëîæèì

θ(t) =

∫
Ω

u2(x, t) dx.

Òîãäà θ′(t) ≤ −2Cθ(t) è çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó Ãðîíóîëëà (ñì. � 7), ñîãëàñíî

êîòîðîé

θ(t) ≤ θ(0)e−2Ct.

Òàê êàê u(x, 0) = 0, òî θ(0) = 0 è ïîýòîìó θ(t) = 0 äëÿ âñåõ t > 0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî

ïðè u ≡ 0, òî åñòü ïðè u1 = u2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Èñïîëüçóÿ òî÷íî òàêèå æå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü

ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå (2.1)�(2.3) ïðè óñëîâèè: ôóíêöèè

c(x, t) è −
d∑
i=1

∂bi(x, t)

∂xi

îãðàíè÷åíû ñíèçó è èíòåãðèðóåìû íà QT . Ñëåäóåò òîëüêî ó÷åñòü, ÷òî åñëè u(x, t) = 0

x ∈ Γ, òî ∫
Ω

−→
b · ∇uu dx =

1

2

∫
Ω

d∑
i=1

bi
∂u2

∂xi
dx = −1

2

∫
Ω

d∑
i=1

∂bi
∂xi

u2 dx.
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� 5 Ñòàáèëèçàöèÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíî-

ñòè

Ãîâîðÿò, ÷òî ðåøåíèå u(x, t) ñòàáèëèçèðóåòñÿ ïî âðåìåíè, åñëè ñóùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðå-

äåë

lim
t→+∞

u(x, t) = u0(x).

Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

u′t − a2∆u = f(x) â Q∞ = Ω× (0,+∞), (5.1)

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ Ω, (5.2)

u(x, t) = g(x) x ∈ Γ, t ∈ (0, T ). (5.3)

Ýòà çàäà÷à îïèñûâàåò, íàïðèìåð, ïðîöåññ òåïëîîáìåíà â îáëàñòè Ω (u � òåìïåðàòóðà), â

ñëó÷àå êîãäà èñòî÷íèêè òåïëà âíóòðè îáëàñòè è òåìïåðàòóðà íà ãðàíèöå Ω íå ìåíÿþòñÿ

ñî âðåìåíåì. Î÷åâèäíî, ÷òî òåìïåðàòóðà u(x, t) äîëæíà ñòàáèëèçèðîâàòüñÿ. Äîêàæåì, ÷òî

îíà ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ u0(x) çàäà÷è

−a2∆u0(x) = f(x) x ∈ Ω, u0(x) = g(x) x ∈ Γ. (5.4)

Òå î ð åì à 5.1. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ u = u(x, t) ∈ C2,1(Ω × [0,+∞))

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.3) è u0(x) ∈ C2(Ω) ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (5.4). Òîãäà∫
Ω

|u(x, t)− u0(x)|2 dx ≤
∫

Ω

|ϕ(x)− u0(x)|2 dx · e−C1a2t → 0 (5.5)

ïðè t → +∞; C1 = 2/C, C = C(Ω) � ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà Ôðèäðèõñà (ñì. � 7

ãë. I).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîëîæèì v = u−u0. Ó÷èòûâàÿ (5.1)�(5.4) ïîëó÷àåì äëÿ ôóíêöèè

v(x, t) óðàâíåíèÿ:

v′t − a2∆v = 0 â QT ,

v(x, 0) = ϕ(x)− u0(x) x ∈ Ω,

v(x, t) = 0 x ∈ Γ, t ∈ (0, T ).

Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü ê v ôîðìóëó (4.4), êîòîðàÿ â íàøåì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

1

2

∂

∂t

∫
Ω

v2 dx+

∫
Ω

a2|∇v|2dx = 0.

Òàê êàê ôóíêöèÿ x → v(x, t) ðàâíà íóëþ ïðè x ∈ Γ, òî ìîæíî ñïðàâåäëèâî Ôðèäðèõñà

(ñì. � 7 ãë. I) ∫
Ω

|v|2 dx ≤ C

∫
Ω

|∇v|2 dx ⇐⇒ −
∫

Ω

|∇v|2 dx ≤ − 1

C

∫
Ω

|v|2 dx
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Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé îöåíêà

1

2

∂

∂t

∫
Ω

v2 dx = −
∫

Ω

a2|∇v|2dx ≤ −a
2

C

∫
Ω

v2 dx.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ

θ(t) =

∫
Ω

v2 dx

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó: θ′(t) ≤ (−2a2/C)θ(t). Ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà (ñì. ??)

ïîëó÷àåì

θ(t) ≤ θ(0)e−(2a2/C)t.

Òàê êàê

θ(0) =

∫
Ω

|ϕ(x)− u0(x)|2 dx, θ(t) =

∫
Ω

|u(x, t)− u0(x)| dx,

òî òåîðåìà äîêàçàíà.

� 6 Íåóñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-

íîñòè ñ îáðàòíûõ õîäîì ïî âðåìåíè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

u′t − a2∆u = f(x, t) â QT , (6.1)

u(x, T ) = ϕ(x) x ∈ Ω, (6.2)

u(x, t) = g(x, t) x ∈ Γ, t ∈ (0, T ). (6.3)

Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ðàññìîòðåííûõ ðàíåå òåì, ÷òî çàäàåòñÿ óñëîâèå íå â íà÷àëüíûé, à â

êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè. Çàìåíà

τ = T − t

ïðèâîäèò çàäà÷ó (6.1)�(6.3) ê âèäó:

−u′τ − a2∆u = f(x) â QT , (6.4)

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ Ω, (6.5)

u(x, τ) = g(x, τ) x ∈ Γ, τ ∈ (0, T ), (6.6)

òî åñòü ê íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷å äëÿ óðàâíåíèÿ (6.4), êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò óðàâíå-

íèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè çíàêîì ïðè ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè. (6.4) íàçûâàþò óðàâíåíèåì

òåïëîïðîâîäíîñòè ñ îáðàòíûì õîäîì ïî âðåìåíè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (6.4)�(6.6) (è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è (6.1)�(6.3))

íåóñòîé÷èâî.

Íàïðèìåð, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (ò.å. d = 1) ôóíêöèÿ

u(x, τ) =
1

k
ek

2τ sin(kx)
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ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

−u′τ − u′′xx = 0 â (0, π)× (0, T ]

u(x, 0) = ϕ(x),

u(0, τ) = u(π, τ) = 0

ïðè ϕ(x) = 1
k

sin(kx). Òàê êàê

‖ϕ(x)‖C[0,π] → 0 ïðè k → +∞,

òî è ðåøåíèå çàäà÷è, åñëè áû îíî áûëî óñòîé÷èâûì, ñòðåìèëîñü áû ê íóëþ ïðè k → +∞.

Îäíàêî,

max
x∈[0,π], τ∈[0,T ]

|u(x, τ)| = 1

k
ekT → +∞ ïðè k → +∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå íåóñòîé÷èâî.
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Ã ë à â à IV

Ãèïåðáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Èç òåîðèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå

u′′tt + α(x, t)u′t −
d∑

i,j=1

ai,j(x, t)
∂2u

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi(x, t)
∂u

∂xi
+ c(x, t)u = f(x, t) (1)

ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ai,j(x, t), ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííîé (ëèáî îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé) â ëþáîé òî÷êå. Â ýòîé ãëàâå ìû îãðà-

íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ

u′′tt − a2∆u = f(x, t).

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ α, ai,j, bi, c óðàâíåíèå (1) ñ ïîìîùüþ

çàìåíû ôóíêöèè âèäà

u(x, t) = v(x, t) · exp

(
d∑

k=1

βixi + γ

)
ïðèâîäèòñÿ ê

v′′tt −
d∑

i,j=1

ai,j(x, t)
∂2v

∂xi∂xj
= f̃(x, t).

Ñäåëàâ â ïîñëåäíåì ëèíåéíóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì âîëíîâîå óðàâíåíèå.

� 1 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷

Ïóñòü u = u(x, t), (x, t) ∈ QT ≡ Ω × (0, T ], Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rd (d ≥ 1) ñ

ãðàíèöåé Γ, n = n(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-

êðàåâóþ çàäà÷ó

u′′tt − a2∆u = f(x, t) â QT , (1.1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x) x ∈ Ω, (1.2)

α
∂u

∂n
+ βu = g(x, t) x ∈ Γ, t ∈ (0, T ), (1.3)
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ãäå α è β � çàäàííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà. Çàäà÷à (1.1)�(1.3) íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé

çàäà÷åé

� Äèðèõëå ïðè α = 0, β = 1;

� Íåéìàíà ïðè α = 1, β = 0;

� 3-ãî ðîäà ïðè α, β 6= 0.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿ u = u(x, t) ∈ C2(QT ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì (1.1)�

(1.3), íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì í.ê.ç. (1.1)�(1.3).

Ïóñòü ôóíêöèÿ u = u(x, t) ∈ C2(QT ) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1.1). Óìíîæèì

(1.1) íà u′t è ïðîèíòåãðèðóåì ïî x ∈ Ω. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

u′′ttu
′
t =

1

2

d

dt
(u′t

2
),

−
∫

Ω

∆u · u′t dx =

∫
Ω

∇u · ∇u′t dx−
∫

Γ

∂u

∂n
u′t ds,

∇u · ∇u′t =
d∑
i=1

∂u

∂xi

∂u′t
∂xi

=
1

2

d

dt

d∑
i=1

(
∂u

∂xi

)2

=
1

2

d

dt
|∇u|2

(âòîðîå ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç 1-é ôîðìóëû Ãðèíà ??), ïîëó÷àåì

1

2

∫
Ω

d

dt

(
u′t

2
+ a2|∇u|

)
dx =

∫
Ω

f · u′t dx+ a2

∫
Γ

∂u

∂n
u′t ds.

Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèå

E(t) =
1

2

∫
Ω

(
u′t

2
+ a2|∇u|

)
dx � èíòåãðàë ýíåðãèè,

òî ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

E ′(t) =

∫
Ω

f · u′t dx+ a2

∫
Γ

∂u

∂n
u′t ds ∀t ≥ 0. (1.4)

Èñïîëüçóÿ (1.4) ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå àïðèîðíûå îöåíêè ðåøåíèé íà÷àëüíî-êðàåâûõ

çàäà÷ äëÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû åäèíñòâåí-

íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Ìû äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü.

Òå î ð åì à 1.1. Ïóñòü α = 0, β = 1 ëèáî α = 1, β ≥ 0. Òîãäà íà÷àëüíî-êðàåâàÿ

çàäà÷à (1.1)�(1.3) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ: u1 è u2. Òîãäà èç ðàçíîñòü u =

u1 − u2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è:

u′′tt − a2∆u = 0 â QT ,

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = 0 x ∈ Ω,

α
∂u

∂n
+ βu = 0 x ∈ Γ, t ∈ (0, T ).
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Ôîðìóëà (1.4) ïðèíèìàåò âèä

E ′(t) = a2

∫
Γ

∂u

∂n
u′t ds ∀t ≥ 0. (1.5)

Äîêàæåì, ÷òî E(t) ≡ 0. Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì

E(0) =
1

2

∫
Ω

(
u′t

2
(x, 0) + a2|∇u(x, 0)|

)
dx = 0,

â ñèëó óñëîâèé u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = 0.

Åñëè α = 0, β = 1, òî

u(x, t) = 0 =⇒ u′t(x, t) = 0 ïðè x ∈ Γ.

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.5) ïîëó÷àåì E ′(t) = 0, òî åñòü E(t) = E(0) = 0.

Åñëè α = 1, β ≥ 0, òî
∂u

∂n
= −βu,

ñëåäîâàòåëüíî, ∫
Γ

∂u

∂n
u′t ds = −β

∫
Γ

u · u′t ds = −β
2

d

dt

∫
Γ

u2 ds.

Ïîäñòàâëÿÿ â (1.5) ïîëó÷àåì

0 =
d

dt

(
E(t) +

β

2

∫
Γ

u2 ds

)
=⇒

E(t) +
β

2

∫
Γ

u2 ds = E(0) +
β

2

∫
Γ

u2(x, 0) ds ≤ E(0) = 0,

òàê êàê β ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, E(t) ≡ 0.

Äîêàçàëè, ÷òî E(t) ≡ 0. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè

u′t ≡ 0, ∇u ≡ 0 =⇒ u ≡ Const.

Òàê êàê u(x, 0) = 0, òî u ≡ 0. Òî åñòü u1 = u2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

� 2 Ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ ñâî-

áîäíûõ êîëåáàíèé ñòðóíû (ñõîäèìîñòü ìåòîäà Ôó-

ðüå)

Ïóñòü u = u(x, t), (x, t) ∈ [0, l]× [0, T ] ≡ QT . Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

u′′tt − a2u′′xx = 0 â QT , (2.1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x) x ∈ [0, l], (2.2)

u(0, t) = u(l, t) = 0 t ∈ [0, T ]. (2.3)
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Îíà îïèñûâàåò êîëåáàíèÿ ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè (â òî÷êàõ x = 0 è x =

l) ïðè îòñóòñòâèå âíåøíèõ ñèë (ò.å. ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ). Ôóíêöèè ϕ(x) è ψ(x) � ýòî

ïîëîæåíèå è ñêîðîñòü ñòðóíû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè.

Èç ôèçè÷åñêèõ è ìàòåìàòè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè ϕ è ψ íå ìîãóò

áûòü ïðîèçâîëüíûìè.

Ëåììà 2.1. Åñëè çàäà÷à (2.1)�(2.3) èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, òî ϕ ∈ C2[0, l], ψ ∈
C1[0, 1], ïðè÷åì

ϕ(0) = ϕ′′(0) = ϕ(l) = ϕ′′(l) = 0, ψ(0) = ψ(l) = 0. (2.4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü u � ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå. Òàê êàê u ∈ C2(QT ), òî, â ÷àñò-

íîñòè, ôóíêöèè x → u(x, 0) è x → u′t(x, 0) ïðèíàäëåæàò C2[0, l] è C1[0, l] ñîîòâåòñòâåííî.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèÿ (2.1)�(2.3), ïîëó÷àåì

u(x, 0) = ϕ(x) =⇒ u(0, 0) = ϕ(0)

u(0, t) = 0 =⇒ u(0, 0) = 0

}
=⇒ ϕ(0) = 0;

u′′xx(x, t) = −a−2u′′tt(x, t) =⇒ u′′xx(0, 0) = −a−2u′′tt(0, 0)

u(0, t) = 0 =⇒ u′′tt(0, 0) = 0

u(x, 0) = ϕ(x) =⇒ u′′xx(0, 0) = ϕ′′(0)


Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ′′(0) = 0.

u′t(x, 0) = ψ(x) =⇒ u′t(0, 0) = ψ(0)

u(0, t) = 0 =⇒ u′t(0, 0) = 0

}
=⇒ ψ(0) = 0.

Ðàâåíñòâà íóëþ â òî÷êå x = l äîêàçûâàþòñÿ àáñîëþòíî òàêæå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóÿ ìåòîäó Ôóðüå (ñì. ?? ãë. II) èùåì ðåøåíèå â âèäå ðÿäà

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk, (2.5)

ãäå

uk(x, t) =

(
ak cos

(
kπat

l

)
+ bk sin

(
kπat

l

))
· sin

(
kπx

l

)
,

ak =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin

(
kπx

l

)
dx, bk =

2

kπa

∫ l

0

ψ(x) sin

(
kπx

l

)
dx.

Òå î ð åì à 2.1. Ïóñòü ϕ ∈ C2[0, l], ψ ∈ C1[0, 1], ϕ′′′, ψ′′ ∈ L2(0, l) è âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (2.4). Òîãäà ðÿäû

∞∑
k=1

uk,

∞∑
k=1

∂uk
∂x

,

∞∑
k=1

∂2uk
∂x2

,

∞∑
k=1

∂uk
∂t

,

∞∑
k=1

∂2uk
∂t2

(2.6)
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ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà QT , ôóíêöèÿ u(x, t) =
∑∞

k=1 uk ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿð-

íûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1)�(2.3).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Èç óñëîâèé òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèè ϕ, ψ ðàçëàãàþòñÿ â

àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèåñÿ íà [0, l] ðÿäû Ôóðüå (ñì. òåîðåìó ?? ãë. II)

ϕ(x) =
∞∑
k=1

ak sin

(
kπx

l

)
, ψ(x) =

∞∑
k=1

kπa

l
bk sin

(
kπx

l

)
. (2.7)

Äîêàæåì ñõîäèìîñòü ðÿäà
∞∑
k=1

k2
(
|ak|+ |bk|

)
. (2.8)

Òðè ðàçà ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ: ϕ, ϕ′′ = 0

ïðè x = 0, l, ïîëó÷àåì

ak =
2

l

∫ l

0

ϕ(x) sin

(
kπx

l

)
dx = −2

l

l

kπ

∫ l

0

ϕ(x)

(
cos

(
kπx

l

))′
dx =

=
2

l

l

kπ

∫ l

0

ϕ′(x) cos

(
kπx

l

)
dx =

=
2

l

(
l

kπ

)2 ∫ l

0

ϕ′(x)

(
sin

(
kπx

l

))′
dx =

= −2

l

(
l

kπ

)2 ∫ l

0

ϕ′′(x) sin

(
kπx

l

)
dx =

=
2

l

(
l

kπ

)3 ∫ l

0

ϕ′′′(x) cos

(
kπx

l

)
dx.

Àíàëîãè÷íî, äâà ðàçà ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷àåì

bk = − 2

kπa

(
l

kπ

)2 ∫ l

0

ψ′′(x) sin

(
kπx

l

)
dx.

Ñëåäîâàòåëüíî,

ak =
αk
k3
, bk =

βk
k3
,

ãäå

αk =
2

l

∫ l

0

(l/π)3ϕ′′′(x) cos

(
kπx

l

)
dx,

βk = −2

l

∫ l

0

(l/π)3a−1ψ′′(x) sin

(
kπx

l

)
dx

� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèé (l/π)3ϕ′′′, −(l/π)3a−1ψ′′ ∈ L2(0, l) ïî îðòîãîíàëüíûì ñè-

ñòåìàì cos(kπx/l) è sin(kπx/l) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà (ëåììà ??) ðÿäû
∞∑
k=1

|αk|/k è
∞∑
k=1

|βk|/k

ñõîäÿòñÿ. Òàê êàê

k2(|ak|+ |bk|) = |αk|/k + |βk|/k,
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òî ðÿä (2.8) òàêæå ñõîäèòñÿ.

Âû÷èñëÿÿ, åñëè íóæíî, ïðîèçâîäíûå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî | sin(. . .)| ≤ 1, | cos(. . .)| ≤ 1,

ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ k ≥ 1, (x, t) ∈ QT

|uk| ≤ |ak|+ |bk| ≤ k2
(
|ak|+ |bk|

)
;

|∂uk/∂t| ≤
kπa

l

(
|ak|+ |bk|

)
≤ (πa/l)k2

(
|ak|+ |bk|

)
;

|∂2uk/∂t
2| ≤

(
kπa

l

)2 (
|ak|+ |bk|

)
= (πa/l)2k2

(
|ak|+ |bk|

)
;

|∂uk/∂x| ≤
kπ

l

(
|ak|+ |bk|

)
≤ (π/l)k2

(
|ak|+ |bk|

)
;

|∂2uk/∂x
2| ≤

(
kπ

l

)2 (
|ak|+ |bk|

)
= (π/l)2k2

(
|ak|+ |bk|

)
.

Òàêèì îáðàçîì ñõîäÿùèéñÿ ÷èñëîâîé ðÿä (2.8), óìíîæåííûé íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîíñòàí-

òû, ìàæîðèðóåò ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû (2.6). Çíà÷èò îíè ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåð-

íî íà QT . Ñëåäîâàòåëüíî, u ∈ C2(QT ). Èç (2.7) è ôîðìóë:

u(x, 0) =
∞∑
k=1

ak sin

(
kπx

l

)
, u′t(x, 0) =

∞∑
k=1

kπa

l
bk sin

(
kπx

l

)
;

∂2uk
∂t2
− a2∂

2uk
∂t2

= 0 â QT , uk(0, t) = uk(l, t) = 0

âûòåêàåò âûïîëíåíèå óðàâíåíèé (2.1)�(2.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü ϕ ∈ C2[0, l], ψ ∈ C1[0, 1], ϕ′′′, ψ′′ ∈ L2(0, l) è âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ ñîãëàñîâàíèÿ (2.4). Òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (2.1)�(2.3)

ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäîì (2.5).

Çàì å ÷ à í è å. Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1)�

(2.3) ìîæíî äîêàçàòü áåç óñëîâèé íà ϕ′′′ è ψ′′ (ñì. ??), îäíàêî, â ýòîì ñëó÷àå ðÿä (2.5)

ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ.

Ç àì å ÷ à í è å. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à Íåéìàíà (òî åñòü êðàå-

âûå óñëîâèÿ (2.2) çàìåíÿþòñÿ íà u′x(0, t) = u′x(l, t) = 0).

� 3 Çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé

ñòðóíû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

u′′tt(x, t)− a2u′′xx(x, t) = 0 x ∈ R, t > 0, (3.1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x) x ∈ R. (3.2)
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Ïîëîæèì R+ = {t ∈ R : t ≥ 0}. Ôóíêöèÿ u ∈ C2(R × R+), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèÿì

(3.1), (3.2), íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (3.1), (3.2).

Ëåììà 3.1. Ëþáîå ðåøåíèå u ∈ C2(R× R+) óðàâíåíèÿ (3.1) ïðåäñòàâèìî â âèäå

u(x, t) = θ1(x− at) + θ2(x+ at), (3.3)

ôóíêöèè θ1, θ2 ∈ C2(R).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ïåðåìåííûõ

ξ = x− at, η = x+ at

óðàâíåíèå (3.1) ïðèíèìàåò âèä:

u′′ξη = 0.

Òàê êàê
∂u′η
∂ξ

= 0, òî u′η íå çàâèñèò îò ξ, òî åñòü u
′
η = C(η), ñëåäîâàòåëüíî,

u(ξ, η) =

∫
C(η) dη + θ1,

ãäå θ1 íå çàâèñèò îò η, òî åñòü θ1 = θ1(ξ). Âîçâðàùàÿñü ê ñòàðûì ïåðåìåííûì ïîëó÷àåì

ôîðìóëó (3.3). Ëåììà äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ âèäà (3.3) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (3.1). Ôîðìóëà

(3.3) íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà.

Ïîäáåðåì ôóíêöèè θ1 è θ2 òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ (3.1). Ïîäñòàâ-

ëÿÿ (3.3) â (3.2) ïîëó÷àåì

ϕ(x) = u(x, 0) = θ1(x) + θ2(x) =⇒
θ1(y) + θ2(y) = ϕ(y) ∀y ∈ R, (3.4)

ψ(x) = u′t(x, 0) = −aθ′1(x) + aθ′2(x) =⇒

−θ′1(x) + θ′2(x) =
1

a
ψ(x) =⇒

−θ1(y) + θ2(y) =
1

a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ + C ∀y ∈ R, (3.5)

ãäå C = −θ1(0) + θ2(0). Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ôîðìóëû (3.4), (3.5) ïîëó÷àåì

θ2(y) =
1

2
ϕ(y) +

1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ +
C

2
,

θ1(y) =
1

2
ϕ(y)− 1

2a

∫ y

0

ψ(ξ) dξ − C

2
.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ôîðìóëû â (3.3) ïðèõîäèì ê

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

(∫ x+at

0

ψ(ξ) dξ −
∫ x−at

0

ψ(ξ) dξ

)
.
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Ïðîñòîé ïîäñòàíîâêîé ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì

(3.2). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

−
∫ x−at

0

ψ(ξ) dξ =

∫ 0

x−at
ψ(ξ) dξ

ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

u(x, t) =
ϕ(x− at) + ϕ(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ) dξ (3.6)

� ôîðìóëà Äàëàìáåðà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (3.1), (3.2). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ϕ ∈ C2(R),

ψ ∈ C1(R), òî u ∈ C2(R× R+) è íåïðåðûâíûì îáðàçîì çàâèñèò îò ϕ è ψ. Òàêèì îáðàçîì,

ìû äîêàçàëè

Òå î ð åì à 3.1. Ïóñòü ϕ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R). Òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà-

÷è Êîøè (3.1), (3.2) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, óñòîé÷èâî (ïî ϕ è ψ) è îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé Äàëàìáåðà (3.6).

Çàì å ÷ à í è å. Ñóùåñòâóþò ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ àíàëîãè÷íîé 2-õ ìåðíîé çàäà÷è

(ôîðìóëà Ïóàññîíà), 3-õ ìåðíîé (ôîðìóëà Êèðõãîôà) è çàäà÷è Êîøè äëÿ íåîäíîðîäíîãî

âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ.

� 4 Çàäà÷à Êîøè íà ïîëóîñè

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñòðóíû íà ïîëóîñè:

u′′tt(x, t)− a2u′′xx(x, t) = 0 x > 0, t > 0. (4.1)

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âûäåëåíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ íàäî ïîìèìî íà÷àëüíûõ óñëîâèé

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x) x > 0, (4.2)

çàäàòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïðè x = 0. Íàïðèìåð, óñëîâèå Äèðèõëå

u(0, t) = 0 t > 0. (4.3)

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å Êîøè èç ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà è ðåøèòü ñ ïîìîùüþ

ôîðìóëû Äàëàìáåðà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 2.1 âûòåêàåò

Ëåììà 4.1. Åñëè çàäà÷à (4.1)�(4.3) èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, òî

ϕ ∈ C2[0,+∞), ϕ(0) = ϕ′′(0) = 0, ψ ∈ C1[0,+∞), ψ(0) = 0. (4.4)
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

u′′tt(x, t)− a2u′′xx(x, t) = 0 x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = ϕ̃(x), u′t(x, 0) = ψ̃(x) x ∈ R.
(4.5)

Åå ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà:

u(x, t) =
ϕ̃(x− at) + ϕ̃(x+ at)

2
+

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ̃(ξ) dξ. (4.6)

Ëåììà 4.2. Ïóñòü ôóíêöèè ϕ̃ ∈ C2(R) è ψ̃ ∈ C1(R) íå÷åòíûå. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è

Êîøè (4.5) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (3.4).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé

u(0, t) =
ϕ̃(−at) + ϕ̃(at)

2
+

1

2a

∫ at

−at
ψ̃(ξ) dξ

è ó÷åñòü, ÷òî â ñèëó íå÷åòíîñòè ϕ̃ è ψ̃ âûïîëíÿåòñÿ

ϕ̃(−at) + ϕ̃(at) = 0,

∫ at

−at
ψ̃(ξ) dξ = 0.

Ïðîäîëæèì ϕ è ψ íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü íå÷åòíûì îáðàçîì è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûå

ôóíêöèè ÷åðåç ϕ̃ è ψ̃ ñîîòâåòñòâåííî, òî åñòü

ϕ̃(x) =

{
ϕ(x) ïðè x ≥ 0,

−ϕ(−x) ïðè x < 0.
ψ̃(x) =

{
ψ(x) ïðè x ≥ 0,

−ψ(−x) ïðè x < 0.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.4). Òîãäà ϕ̃ ∈ C2(R), ψ̃ ∈ C1(R).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì, ÷òî ϕ̃ ∈ C2(R). Òàê êàê ϕ(0) = 0, òî ôóíêöèÿ ϕ̃

íåïðåðûâíà íà R. Î÷åâèäíî, ÷òî ϕ̃′ íåïðåðûâíà ïðè x 6= 0. Èñïîëüçóÿ íå÷åòíîñòü ϕ̃ è

óñëîâèå ϕ(0) = ϕ̃(0) = 0, ïîëó÷àåì

ϕ̃′(0−) = lim
x→0−

ϕ̃(x)− ϕ̃(0)

x
= lim

x→0−

−ϕ(−x)

x
= lim

x→0+

ϕ(x)

x
= ϕ′(0).

Òàê êàê ϕ̃′(0+) = ϕ′(0) = ϕ̃′(0−), òî ϕ̃′ íåïðåðûâíà â òî÷êå x = 0. Èç íå÷åòíîñòè ϕ̃ âûòåêàåò

íå÷åòíîñòü ϕ̃′′. Òîãäà èç óñëîâèé ϕ′′ ∈ C[0,+∞), ϕ′′(0) = 0 ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

ϕ̃′′. Äîêàçàëè, ÷òî ϕ̃ ∈ C2(R). Óòâåðæäåíèå ψ̃ ∈ C1(R) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Ëåììà

äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 4.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (4.4). Òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå çàäà÷è

(4.1)�(4.3) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, óñòîé÷èâî (ïî íà÷àëüíûì äàííûì) è îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (4.6), â êîòîðîé ϕ̃ è ψ̃ � íå÷åòíîå ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé ϕ è ψ íà R.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Òàê êàê ϕ̃ ∈ C2(R), ψ̃ ∈ C1(R) (ëåììà 4.3), òî ñóùåñòâóåò ðå-

ãóëÿðíîå ðåøåíèå u(x, t) çàäà÷è Êîøè (4.5), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà
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(4.6). Òàê êàê ôóíêöèè ϕ̃ è ψ̃ íå÷åòíûå, òî ôóíêöèÿ u óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ

(4.2) (ëåììà 4.2). Çíà÷èò îíà ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì (4.1)�(4.3).

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ: u1 è u2. Òîãäà èõ ðàçíîñòü

u = u1 − u2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è:

u′′tt(x, t)− a2u′′xx(x, t) = 0 x > 0, t > 0,

u(x, 0) = 0, u′t(x, 0) = 0 x > 0,

u(0, t) = 0 t > 0.

Ïîëîæèì ũ(x, t) = u(x, t) ïðè x ≥ 0 è ũ(x, t) = −u(−x, t) ïðè x < 0. Òàê êàê

u(0, t) = u′′xx(0, t) = 0 t ≥ 0,

òî ïî ëåììå 4.3 ôóíêöèÿ ũ(x, t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x ïðè x ∈ R,
t ≥ 0. Òîãäà íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ũ ∈ C2(R× R+). Òàê êàê

ũ′′xx = (−u(−x, t))′′xx = −u′′xx(−x, t),
ũ′′tt = (−u(−x, t))′′tt = −u′′t (−x, t)

ïðè x < 0,

òî

ũ′′tt − a2ũ′′xx = −
(
u′′t (−x, t)− a2u′′xx(−x, t)

)
= 0 ïðè x < 0,

òî åñòü ôóíêöèÿ ũ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (4.1) ïðè x < 0. Îíà óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó æå

óðàâíåíèþ è ïðè x ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

ũ′′tt − a2ũ′′xx = 0 x ∈ R, t > 0.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî

ũ(x, 0) = 0, ũ′t(x, 0) = 0 x ∈ R.

Òî åñòü ôóíêöèÿ ũ ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè

äàííûìè. Ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Çíà÷èò ũ ≡ 0 è, ïîýòîìó, u ≡ 0, u1 ≡ u2.

Åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíà. Óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ î÷åâèäíà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ðåøàåòñÿ çàäà÷à (4.1)�(4.3), åñëè óñëîâèå Äèðè-

õëå (4.2) çàìåíèòü íà óñëîâèå Íåéìàíà:

u′x(0, t) = 0.

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè ϕ è ψ íàäî ïðîäîëæàòü íà R ÷åòíûì îáðàçîì. Óñëîâèÿ íà ϕ è

ψ:

ϕ ∈ C2[0,+∞), ϕ′(0) = 0, ψ ∈ C1[0,+∞), ψ′(0) = 0.
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� 5 Ðåøåíèå íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ôîð-

ìóëû Äàëàìáåðà

Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à

u′′tt(x, t)− a2u′′xx(x, t) = 0 x ∈ (0, l), t ∈ (0, T ], (5.1)

u(x, 0) = ϕ(x), u′t(x, 0) = ψ(x) x ∈ [0, l], (5.2)

u(0, t) = u(l, t) = 0 t ∈ [0, T ]. (5.3)

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Êîøè (4.5), åñëè ïîëîæèòü

ϕ̃(x) =



...

−ϕ(−x) ïðè x ∈ [−l, 0),

ϕ(x) ïðè x ∈ [0, l],

−ϕ(l − x) ïðè x ∈ (l, 2l],

ϕ(2− x) ïðè x ∈ (2l, 3l),
...

(5.4)

è àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ψ̃. Òîãäà

ϕ̃(x) = −ϕ̃(−x) = −ϕ̃(l − x), ψ̃(x) = −ψ̃(−x) = −ψ̃(l − x) (5.5)

äëÿ âñåõ x ∈ R. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåãóëÿðíîãî
ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (5.1)�(5.3) ÿâëÿþòñÿ

ϕ ∈ C2[0, l], ϕ(0) = ϕ′′(0) = ϕ(l) = ϕ′′(l) = 0

ψ ∈ C1[0, 1], ψ(0) = ψ(l) = 0.
(5.6)

Òî÷íî òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå äîêàçûâàþòñÿ

Ëåììà 5.1. Ïóñòü ϕ̃ ∈ C2(R) è ψ̃ ∈ C1(R) � ëþáûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå (5.5).

Òîãäà äëÿ ðåøåíèÿ u(x, t) çàäà÷è Êîøè (4.5) âûïîëíÿþòñÿ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5.3).

Ëåììà 5.2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.6), ôóíêöèè ϕ̃ è ψ̃ îïðåäåëÿþòñÿ (5.4).

Òîãäà ϕ̃ ∈ C2(R) è ψ̃ ∈ C1(R). (5.3).

Èç ýòèõ äâóõ ëåìì î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò

Òå î ð åì à 5.1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5.6). Òîãäà ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå íà÷àëüíî-

êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå (5.1)�(5.3) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, óñòîé÷èâî ïî íà÷àëüíûì

äàííûì è îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Äàëàìáåðà (4.6), ôóíêöèè ϕ̃ è ψ̃ îïðåäåëÿþòñÿ (5.4).

Çàì å ÷ à í è å. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ] äîñòà-

òî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ϕ̃ è ψ̃ íà [−aT, l + aT ].
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Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à Íåéìàíà (ò.å. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5.3) çàìåíÿåì íà u′x(0, t) =

u′x(l, t) = 0) ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Íàäî ïîëîæèòü

ϕ̃(x) = ϕ(kl − x), ψ̃(x) = ψ(kl − x) ïðè x ∈ (kl, kl + l], k ≥ 1

è ïðîäîëæèòü ôóíêöèè ϕ̃, ψ̃ íà îòðèöàòåëüíóþ ïîëóîñü ÷åòíûì îáðàçîì. Óñëîâèÿ íà íà-

÷àëüíûå äàííûå:

ϕ ∈ C2[0, l], ϕ′(0) = ϕ′(l) = 0, ψ ∈ C1[0, l], ψ′(0) = ψ′(l) = 0.
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Ã ë à â à V

Ýëëèïòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

−
d∑

i,j=1

ai,j(x)
∂2u(x)

∂xi∂xj
+

d∑
i=1

bi(x)
∂u(x)

∂xi
+ c(x)u(x) = f(x)

ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì â îáëàñòè Ω ⊂ Rd, åñëè ìàòðèöà ((ai,j(x))) ïîëîæèòåëüíî (îòðèöà-

òåëüíî) îïðåäåëåíà â ëþáîé òî÷êå x ∈ Ω, òî åñòü

d∑
i,j=1

ai,j(x)ξiξj > 0 (< 0) ∀ξ ∈ Rd \ {0}, x ∈ Ω.

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ýëëèïòè÷åñêèì óðàâíåíèé ñ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà â ãëàâ-

íîé ÷àñòè:

−∆u+
−→
b · ∇u+ c(x) · u = f(x, t),

ãäå
−→
b =

(
b1(x), . . . , bd(x)

)
, ∇u =

(
u′x1 , . . . , u

′
xd

)
.

� 1 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rd ñ ãðàíèöåé Γ. Îïðåäåëèì ýëëèïòè÷åñêèé äèôôå-

ðåíöèàëüíûé îïåðàòîð

Lu ≡ −∆u+
−→
b (x) · ∇u+ c(x) · u.

Ëåììà 1.1. Ïóñòü c ≡ 0. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ u ∈ C2(Ω) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Lu > 0 (< 0) â Ω,

òî îíà íå èìååò â Ω òî÷åê ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò x0 ∈ Ω � òî÷êà ìèíèìóìà

ôóíêöèè u(x). Òîãäà ñîãëàñíî íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ìèíèìóìà

∂u(x0)

∂xi
= 0,

∂2u(x0)

∂x2
i

≥ 0 i = 1, d,
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Ñëåäîâàòåëüíî, Lu(x0) ≤ 0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû. Ñëó÷àé Lu < 0 â Ω ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ç àì å ÷ à í è å. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ u íå èìååò â Ω òî÷åê ëîêàëüíîãî

ìèíèìóìà (ìàêñèìóìà).

Òå î ð åì à 1.1 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ïóñòü õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîð-

ôóíêöèè
−→
b =

−→
b (x) îãðàíè÷åíà â Ω. Òîãäà ëþáîå ðåøåíèå u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) óðàâíåíèÿ

−∆u+
−→
b (x) · ∇u = 0 â Ω (1.1)

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

m(u) ≤ u(x) ≤M(u) ∀x ∈ Ω, (1.2)

â êîòîðîé

m(u) = min
x∈Γ

u(x), M(u) = max
x∈Γ

u(x).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü, íàïðèìåð, b1(x) îãðàíè÷åíà â Ω, òî åñòü ñóùåñòâóåò ïî-

ñòîÿííàÿ C > 0 äëÿ êîòîðîé

|b1(x)| ≤ C ∀x ∈ Ω.

Âîçüìåì ëþáîå ÷èñëî γ > C. Îïðåäåëèì

w(x) = ex1γ.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî c ≡ 0 âû÷èñëÿåì

Lw = −∂
2w

∂x2
1

+ b1
∂w

∂x1

= γeγx1 (−γ + b1) < 0 â Ω.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè uε = u+ εw ïðè ε > 0 âûïîëíÿåòñÿ

Luε = Lu+ εLw = εLw < 0.

Çíà÷èò ê ôóíêöèè uε ìîæíî ïðèìåíèòü ëåììó 1.1 ñîãëàñíî êîòîðîé ôóíêöèÿ uε íå èìååò

â Ω òî÷åê ìàêñèìóìà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì uε äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå Γ, òî åñòü

uε(x) ≤M(uε) ∀x ∈ Ω.

Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε→ 0+ ïîëó÷àåì âåðõíþþ îöåíêó â (1.2). Íèæíÿÿ îöåíêà äîêà-

çûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: ëþáîå ðåøåíèå îäíîðîäíîãî ýëëèï-

òè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (1.1) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèé íà

ãðàíèöå îáëàñòè Γ .

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé c 6≡ 0.
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Ëåììà 1.2. Ïóñòü c = c(x) ≥ 0 ïðè x ∈ Ω. Òîãäà, åñëè ôóíêöèÿ u ∈ C2(Ω) óäîâëå-

òâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Lu > 0 (< 0) â Ω,

òî îíà íå èìååò â Ω òî÷åê îòðèöàòåëüíîãî ìèíèìóìà (ïîëîæèòåëüíîãî ìàêñèìóìà).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î òàêîå æå êàê è ó ëåììû 1.1. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò

x0 ∈ Ω � òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè u(x), ïðè÷åì u(x0) < 0. Òî÷íî òàêæå êàê è ïðè

äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.1 èç íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ìèíèìóìà âûòåêàåò

−∆u+
−→
b · ∇u ≤ 0 â òî÷êå x0.

Òàê êàê c(x0)u(x0) ≤ 0, òî Lu(x0) ≤ 0. Ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì ëåììû. Ëåììà äîêàçàíà.

Òå î ð åì à 1.2 (ïðèíöèï ìàêñèìóìà). Ïóñòü ôóíêöèÿ c = c(x) íåîòðèöàòåëüíàÿ

è îãðàíè÷åííàÿ â Ω, õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîð-ôóíêöèè
−→
b îãðàíè÷åíà â Ω. Òîãäà

ëþáîå ðåøåíèå u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) óðàâíåíèÿ

−∆u+
−→
b · ∇u+ c · u = 0 â Ω

óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

min{m(u), 0} ≤ u(x) ≤ max{M(u), 0} ∀x ∈ Ω,

m(u) è M(u) îïðåäåëåíû â òåîðåìå 1.1.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 1.1.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïðè c(x) < 0 ïðèíöèï ìàêñèìóìà íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ

u(x) = sin(x1) · sin(x2) · . . . · sin(xd)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

−∆u− u = 0 â Ω ≡ (−π, π)d,

à ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ ðàâíûå 1 è −1 äîñòèãàþòñÿ â òî÷êàõ ñ êîîðäè-

íàòàìè ±π/2, ëåæàùèìè â Ω.

� 2 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó Äèðèõëå äëÿ ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ:

−∆u+
−→
b (x) · ∇u+ c(x) · u = f(x) â Ω, (2.1)

u(x) = g(x) x ∈ Γ. (2.2)

Çäåñü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rd ñ ãðàíèöåé Γ.

70



Îïð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèþ u = u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), óäîâëåòâîðÿþùóþ (2.1), (2.2)

íàçûâàþò êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è Äèðèõëå (2.1), (2.2).

Èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà (òåîðåìà 1.2) î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 2.1. Ïóñòü f ≡ 0, ôóíêöèÿ c = c(x) íåîòðèöàòåëüíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â

Ω, õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîð-ôóíêöèè
−→
b =

−→
b (x) îãðàíè÷åíà â Ω, g ∈ C(Γ). Òîãäà

ëþáîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå

‖u‖C(Ω) ≤ ‖g‖C(Γ).

Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà òî÷íî òàêæå, êàê è â ïàðàáîëè÷åñêîì ñëó÷àå (?? ãë. III) âûòåêàåò

Òå î ð åì à 2.1. Ïóñòü f ≡ 0, ôóíêöèÿ c = c(x) íåîòðèöàòåëüíàÿ è îãðàíè÷åííàÿ â

Ω, õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîð-ôóíêöèè
−→
b =

−→
b (x) îãðàíè÷åíà â Ω, g ∈ C(Γ). Òîãäà

(à) çàäà÷à (2.1), (2.2) èìååò íå áîëåå îäíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ;

(á) êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1)�(2.2) óñòîé÷èâî ïî g â ñëåäóþùåì ñìûñëå: åñëè

u1 è u2 � ðåøåíèÿ (2.1), (2.2) ñ èñõîäíûìè äàííûìè (f, g1) è (f, g2) ñîîòâåòñòâåííî,

òî

‖u1 − u2‖C(Ω) ≤ ‖g1 − g2‖C(Γ).

Çàì å ÷ à í è å. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) óñòîé÷èâî è ïî ïðàâîé ÷àñòè

f . Ýòî âûòåêàåò èç àïðèîðíîé îöåíêè:

‖u‖C(Ω) ≤ C1‖f‖C(Ω) + ‖g‖C(Γ).

(ïîñòîÿííàÿ C1 çàâèñèò òîëüêî îò Ω), äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êîòîðîé äîñòàòî÷íî çàìåòèòü,

÷òî ôóíêöèÿ v = u+ eKx1 (v = u− eKx1) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

Lv < 0 (> 0) â Ω,

åñëè ÷èñëî K äîñòàòî÷íî áîëüøîå è ïðèìåíèòü ëåììó 1.2.

Ç àì å ÷ à í è å. Â îòëè÷èå îò ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ðåøåíèå çàäà÷è (2.1), (2.2) â

ñëó÷àå c ≤ 0 ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì. Íàïðèìåð, çàäà÷à

−∆u− u = 0 â Ω ≡ (−π, π)d, u|Γ = 0

ïîìèìî òðèâèàëüíîãî èìååò ðåøåíèå

u(x) = sin(x1) · sin(x2) · . . . · sin(xd).
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� 3 Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ 3-é êðàåâîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì 3-ãî ðîäà:

−∆u+
−→
b (x) · ∇u+ c(x) · u = f(x) â Ω, (3.1)

∂u

∂n
= κ(x)

(
g(x)− u

)
x ∈ Γ. (3.2)

n = n(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê Γ. Åñëè u = u(x) � òåìïåðàòóðà â òî÷êå

x, òî óñëîâèå (3.2) îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó îáëàñòüþ Ω è âíåøíåé ñðåäîé ïðîèñõîäèò òåïëîîá-

ìåí ÷åðåç ãðàíèöó Γ (ïî çàêîíó Ôóðüå), κ � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè, g(x)

� òåìïåðàòóðà âíåøíåé ñðåäû.

Ôóíêöèÿ u = u(x) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (3.1), (3.2) íàçûâàåòñÿ êëàññè-

÷åñêèì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (3.1), (3.2).

Òå î ð åì à 3.1. Ïóñòü f ≡ 0, κ(x) > 0 x ∈ Γ, õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîð-

ôóíêöèè
−→
b =

−→
b (x) îãðàíè÷åíà â Ω. Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (3.1), (3.2) óäî-

âëåòâîðÿåò îöåíêå

(à) åñëè c ≡ 0, òî

m ≤ u(x) ≤M x ∈ Ω,

ãäå m = min
x∈Γ

g(x), M = max
x∈Γ

g(x);

(á) åñëè ôóíêöèÿ c = c(x) íåîòðèöàòåëüíà è îãðàíè÷åíà â Ω, òî

min{0,m} ≤ u(x) ≤ max{0,M} x ∈ Ω.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (à) Ïóñòü c ≡ 0. Òàê êàê f ≡ 0, òî ìîæíî ïðèìåíèòü ïðèí-

öèï ìàêñèìóìà (òåîðåìà 1.1), ñîãëàñíî êîòîðîìó ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèè u äîñòèãàåòñÿ íà Γ. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ Γ, u(x0) ≥ u(x) äëÿ âñåõ x ∈ Ω.

Ñîãëàñíî íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà l = l(x), íàïðàâëåííîãî

â òî÷êå x0 âíå Ω âûïîëíÿåòñÿ
∂u(x0)

∂l
≥ 0.

Â ÷àñòíîñòè, ∂u(x0)/∂n ≥ 0. Òîãäà èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3.2) âûòåêàåò

κ(x0)
(
g(x0)− u(x0)

)
≥ 0.

Òàê êàê κ(x0) > 0, òî g(x0) ≥ u(x0) è, ïîýòîìó,

u(x) ≤ u(x0) ≤ g(x0) ≤M ∀x ∈ Ω.

Âåðõíÿÿ îöåíêà äîêàçàíà. Íèæíÿÿ äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ (á) äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó 1.2 è ïîâòîðèòü

ïðèâåäåííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Èç ïîëó÷åííîé àïðèîðíîé îöåíêè ñòàíäàðòíûì îáðàçîì âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 3.1. Ïóñòü κ(x) > 0 x ∈ Γ, ôóíêöèÿ c = c(x) íåîòðèöàòåëüíà è îãðàíè-

÷åíà â Ω, õîòÿ áû îäíà êîìïîíåíòà âåêòîð-ôóíêöèè
−→
b =

−→
b (x) îãðàíè÷åíà â Ω. Òîãäà

çàäà÷à (3.1), (3.2) èìååò íå áîëåå îäíîãî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Åñëè ðåøåíèå ñóùåñòâó-

åò, òî îíî óñòîé÷èâî ïî g.

Çàì å ÷ à í è å. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ïàðàãðàôà îñòàþòñÿ â ñèëå, åñëè â

ãðàíè÷íîì óñëîâèè (3.2) âåêòîð n çàìåíèòü íà l, ãäå l = l(x) � ëþáîé âåêòîð, íàïðàâëåí-

íûé â òî÷êå x âíå Ω è íå ÿâëÿþùèéñÿ êàñàòåëüíûì ê Γ.

� 4 Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ 3-é êðàåâîé çàäà÷è è çà-

äà÷è Íåéìàíà (ìåòîä ýíåðãåòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ)

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

−∆u+ c(x) · u = f(x) x ∈ Ω, (4.1)

∂u

∂n
+ β(x)u = g(x) x ∈ Γ. (4.2)

Ôóíêöèÿ u = u(x) ∈ C2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùàÿ (4.1), (4.2) íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì ðåøåíè-

åì êðàåâîé çàäà÷è (4.1), (4.2).

Ïóñòü u = u(x) ∈ C2(Ω) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4.1). Óìíîæèì (4.1) íà u è

ïðîèíòåãðèðóåì ïî Ω. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî

−
∫

Ω

∆u · u dx =

∫
Ω

∇u · ∇u dx−
∫

Γ

∂u

∂n
u ds,

âûòåêàþùåå èç 1-é ôîðìóëû Ãðèíà (ñì. ?? ãë. I), ïîëó÷àåì∫
Ω

(
|∇u|2 + c(x)|u|2

)
dx−

∫
Γ

∂u

∂n
u ds =

∫
Ω

f · u dx. (4.3)

Òå î ð åì à 4.1. Ïóñòü ôóíêöèè c = c(x), x ∈ Ω è β = β(x), x ∈ Γ íåïðåðûâíû

è íåîòðèöàòåëüíû, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà èç íèõ íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íóëþ. Òîãäà

êðàåâàÿ çàäà÷à (4.1), (4.2) èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåãóëÿðíîãî ðåøåíèÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü ñóùåñòâóåò äâà ðåøåíèÿ: u1 è u2. Òîãäà èõ ðàçíîñòü u =

u1 − u2 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì:

−∆u+ c(x) · u = 0 â Ω,

∂u

∂n
+ β(x)u = 0 x ∈ Γ. x ∈ Γ.

Ôîðìóëà (4.3) ïðèíèìàåò âèä (f ≡ 0, −∂u/∂n = βu):∫
Ω

(
|∇u|2 + c(x)|u|2

)
dx+

∫
Γ

β(x)|u|2 ds = 0
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Òàê êàê c(x), β(x) ≥ 0, òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî ïðè ∇u(x) ≡ 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, u = const. Êðîìå òîãî, c(x)u(x) = 0 ïðè x ∈ Ω, β(x)u(x) = 0 ïðè x ∈ Γ. Çíà÷èò

u ≡ 0, u1 = u2. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé c(x) ≡ 0, β(x) ≡ 0. Òîãäà (4.1), (4.2) � çàäà÷à Íåéìàíà

äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

−∆u = f(x) â Ω,
∂u

∂n
= g(x) x ∈ Γ. (4.4)

Èç ôîðìóëû (4.3) âûòåêàåò

Òå î ð åì à 4.2. Åñëè u1, u2 � ðåãóëÿðíûå ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è Íåéìàíà (4.4), òî

u1 − u2 ≡ Const (ò.å. ðåøåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî àääèòèâíîé ïîñòîÿííîé).

Ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà ñóùåñòâóåò íå ïðè âñåõ èñõîäíûõ äàííûõ f è g.

Òå î ð åì à 4.3. Åñëè êðàåâàÿ çàäà÷à Íåéìàíà (4.4) èìååò ðåãóëÿðíîå ðåøåíèå, òî∫
Ω

f(x) dx+

∫
Γ

g(x) ds = 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî â ôîðìóëå Ãðèíà:

−
∫

Ω

∆u · v dx =

∫
Ω

∇u · ∇v dx−
∫

Γ

∂u

∂n
v ds

ïîëîæèòü v ≡ 1 è ïîäñòàâèòü −∆u = f , ∂u
∂n

= g.

� 5 Êîððåêòíîñòü çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ Ëà-

ïëàñà â êðóãå (îáîñíîâàíèå ìåòîäà Ôóðüå)

Êðàåâàÿ çàäà÷à Äèðèõëå

∆u(x) = 0 x ∈ Ω ≡ {(x1, x2) : x2
1 + x2 < a2} ,

u(x) = g(x) x ∈ Γ ≡ {(x1, x2) : x2
1 + x2 = a2}

(5.1)

â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ρ, ϕ) (u = u(ρ, ϕ)) ïðèíèìàåò âèä:

ρ
∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+ ρ

∂2u

∂ϕ2
= 0 ρ ∈ [0, a), ϕ ∈ [0, 2π], (5.2)

u(a, ϕ) = g(ϕ) ϕ ∈ [0, 2π], (5.3)

u(ρ, ϕ+ 2π) = u(ρ, ϕ) ρ ∈ [0, a], ϕ ∈ [0, 2π]. (5.4)
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Ñëåäóÿ ìåòîäó Ôóðüå (?? ãë. II) èùåì åå ðåøåíèå â âèäå ðÿäà:

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
k=1

uk, (5.5)

uk =
(ρ
a

)k (
ak cos kϕ+ bk sin kϕ

)
,

ak =
1

π

∫ 2π

0

g(ϕ) cos kϕ dϕ, bk =
1

π

∫ 2π

0

g(ϕ) sin kϕ dϕ.

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî Ω = {(ρ, ϕ) : ρ ∈ [0, a), ϕ ∈ [0, 2π]}.
Òå î ð åì à 5.1. Ïóñòü g = g(ϕ) ∈ C[0, 2π], g′(ϕ) ∈ L2(0, 2π), g(0) = g(2π). Òîãäà

(à) ðÿä (5.5) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî â Ω;

(à) äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, a) ðÿäû

∞∑
k=1

∂uk
∂ρ

,
∞∑
k=1

∂2uk
∂ρ2

,
∞∑
k=1

∂uk
∂ϕ

,
∞∑
k=1

∂2uk
∂ϕ2

,
∞∑
k=1

∂2uk
∂ϕ∂ρ

(5.6)

ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ïðè ρ ∈ [0, r], ϕ ∈ [0, 2π];

(â) ôóíêöèÿ u, îïðåäåëÿåìàÿ (5.5), ïðèíàäëåæèò C2(Ω) ∩ C(Ω).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. (à) Èç óñëîâèé òåîðåìû è òåîðèè ðÿäîâ Ôóðüå (òåîðåìà ?? ãë. II)

âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ g(ϕ) ðàñêëàäûâàåòñÿ â àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ íà

[0, 2π] ðÿä Ôóðüå:

g(ϕ) =
α0

2
+
∞∑
k=1

(
ak cos kϕ+ bk sin kϕ

)
. (5.7)

Òàê êàê |ρ/a)k| ≤ 1 ïðè ρ ∈ [0, a], òî

|uk(ρ, ϕ)| ≤ |ak cos kϕ+ bk sin kϕ| ∀(ρ, ϕ) ∈ Ω, k ≥ 1.

òî åñòü, ðÿä (5.5) ìàæîðèðóåòñÿ â Ω ðÿäîì (5.7). Ñëåäîâàòåëüíî, îí ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è

ðàâíîìåðíî â Ω.

(á) Òàê êàê αk, βk � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè g(ϕ) ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå

{cos kϕ, sin kϕ}, òî ÷èñëîâûå ðÿäû
∞∑
k=1

α2
k,
∞∑
k=1

β2
k ñõîäÿòñÿ (ñì. ?? ãë. II). Ñëåäîâàòåëüíî,

αk → 0, βk → 0 ïðè k →∞.

Çíà÷èò ÷èñëîâûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αk è βk îãðàíè÷åíû, òî åñòü ñóùåñòâóåò C > 0 òàêàÿ,

÷òî |αk|+|βk| ≤ C ∀k ≥ 1. Ïóñòü r ∈ (0, a). Äèôôåðåíöèðóÿ uk(ρ, ϕ) ïî ñîîòâåòñòâóþùèì

ïåðåìåííûì è ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâà

ρ

a
≤ r

a
= µ < 1 ïðè ρ ∈ [0, r],

|αk|+ |βk| ≤ C, | cos(. . .)| ≤ 1, | sin(. . .)| ≤ 1
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íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûå ðÿäû (5.6) ìàæîðèðóþòñÿ íà (ρ, ϕ) ∈ [0, r]×[0, 2π]

÷èñëîâûìè ðÿäàìè âèäà

A
∞∑
k=1

k2µk,

ãäå A � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Òàê êàê µ < 1, òî ðÿä
∞∑
k=1

k2µk ñõîäèòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ðÿäû (5.6) ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà (ρ, ϕ) ∈ [0, r]× [0, 2π].

(â) Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ (à), ôîðìóëû (5.7) è

u(a, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
k=1

(
ak cos kϕ+ bk sin kϕ

)
,

uk(ρ, ϕ+ 2π) = uk(ρ, ϕ)

âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà íà Ω è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèÿì (5.3), (5.4). Èç

óòâåðæäåíèÿ (á) âûòåêàåò, ÷òî âî-ïåðâûõ, u ∈ C2([0, r]×[0, 2π]), âî-âòîðûõ, ðÿä (5.5) ìîæíî

äâàæäû ïî÷ëåííî äèôôåðåíöèðîâàòü íà ìíîæåñòâå [0, r] × [0, 2π] äëÿ ëþáîãî r ∈ (0, a).

Òàê êàê êàæäûé ÷ëåí ðÿäà óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ (5.2), òî è ôóíêöèÿ u

(ñóììà ðÿäà) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó æå óðàâíåíèþ äëÿ ëþáîãî ρ ∈ [0, a). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ = τ(x) � åäèíè÷íûé âåêòîð êàñàòåëüíûé ê îêðóæíîñòè Γ â òî÷êå x.

Òîãäà ïðîèçâîäíàÿ ïî íàïðàâëåíèþ τ , ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, ñîâïàäàåò

ñ ïðîèçâîäíîé ïî óãëó ϕ.

Ñëåäñòâèå 5.1. Ïóñòü g ∈ C(Γ), g′τ ∈ L2(Γ). Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äèðèõëå (5.1) ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî, óñòîé÷èâî ïî g è îïðåäåëÿåòñÿ â ïîëÿðíûõ

êîîðäèíàòàõ ðÿäîì (5.5).

Çàì å ÷ à í è å. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìåòîäîì Ôóðüå äîêàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîñòü çà-

äà÷è Íåéìàíà

∆u = 0 â Ω,
∂u

∂n
= g íà Γ

ïðè (íåîáõîäèìîì) óñëîâèè ∫ 2π

0

g(ϕ) dϕ = 0,

à òàêæå âíåøíèõ êðàåâûõ çàäà÷ (âíå êðóãà), êðàåâûõ çàäà÷ â êîëüöå è ñåêòîðå.
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� 6 Ôîðìóëû Ïóàññîíà è

Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 5.1. Òîãäà ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ

Ëàïëàñà â êðóãå (5.1) îïðåäåëÿåòñÿ (â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ (ρ, ϕ)) ðÿäîì

u(ρ, ϕ) =
α0

2
+
∞∑
k=1

(ρ
a

)k (
ak cos kϕ+ bk sin kϕ

)
=

=
1

2π

∫ 2π

0

g(ψ) dψ +
∞∑
k=1

(ρ
a

)k ( 1

π

∫ 2π

0

g(ψ) cos kψ dψ · cos kϕ+

+
1

π

∫ 2π

0

g(ψ) sin kψ dψ · sin kϕ
)
.

Òàê êàê ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî, òî ðÿä ìîæíî çíàêè èíòåãðàëà è ñóììû

ìîæíî ìåíÿòü ìåñòàìè. Â èòîãå ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

u(ρ, ϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

g(ψ)×

×

(
1 + 2

∞∑
k=1

(ρ/a)k
(

cos kϕ · cos kψ + sin kϕ · cos kψ
))

dψ.

Åå ìîæíî óïðîñòèòü èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äëÿ êîñèíóñà ðàçíîñòè:

u(ρ, ϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

(
1 + 2

∞∑
k=1

(ρ/a)k cos
(
k(ϕ− ψ)

))
g(ψ) dψ. (6.1)

Ëåììà 6.1. Ïóñòü µ ∈ (0, 1). Òîãäà äëÿ ëþáîãî θ ∈ R

1 + 2
∞∑
k=1

µk · cos(kθ) =
1− µ2

1 + µ2 − 2µ cos θ
.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü i � ìíèìàÿ åäèíèöà. Òîãäà

e±ikθ = cos(kθ)± i sin(kθ).

Ñëåäîâàòåëüíî, cos(kθ) = (eikθ + e−ikθ)/2. Òîãäà èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

∞∑
k=1

γk =
γ

1− γ
∀ ïðè |γ| < 1,

ïîëó÷àåì

1 + 2
∞∑
k=1

µk · cos(kθ) =

= 1 +
∞∑
k=1

(
µeiθ

)k
+
∞∑
k=1

(
µe−iθ

)k
= 1 +

µeiθ

1− µeiθ
+

µe−iθ

1− µe−iθ
=

=
1− µ2

1 + µ2 − µeiθ − µe−iθ
.
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Îñòàëîñü ó÷åñòü, ÷òî eiθ + e−iθ = 2 cos θ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñóììèðóÿ ðÿä â (6.1) ñ ïîìîùüþ ëåììû 6.1, â êîòîðîé θ = ϕ − ψ, µ = ρ/a ∈ (0, 1),

ïðèõîäèì ê

u(ρ, ϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

a2 − ρ2

a2 + ρ2 − 2aρ cos(ϕ− ψ)
dψ (6.2)

� ôîðìóëà Ïóàññîíà.

Çàïèøåì åå â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ïóñòü ds � ýëåìåíò äëèíû äóãè îêðóæíîñòè

Γ. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ds = adψ èëè dψ = ds/a. Ïóñòü òî÷êè x ∈ Ω, y ∈ Γ èìåþò

ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (ρ, ϕ) è (a, ψ) ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà óãîë ìåæäó âåêòîðàìè x è y

ðàâåí ϕ− ψ è ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ

|x− y|2 = |x|2 + |y|2 − 2|x| · |y| cos(ϕ− ψ) = ρ2 + a2 − 2aρ cos(ϕ− ψ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëó Ïóàññîíà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

u(x) =
1

2πa

∫
Γ

a2 − |x|2

|x− y|2
dsy. (6.3)

Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî

Òå î ð åì à 6.1. Ïóñòü g ∈ C(Γ), g′τ ∈ L2(Γ). Òîãäà êëàññè÷åñêîå ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äèðèõëå (5.1) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà (6.2) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ è (6.3) â

äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ.

Çàì å ÷ à í è å. Òåîðåìà 6.1 îñòàåòñÿ â ñèëå, åñëè îòáðîñèòü óñëîâèå íà ïðîèçâîäíóþ

ôóíêöèè g.

Ç àì å ÷ à í è å. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåìàÿ ôîðìóëîé Ïóàñ-

ñîíà (6.3) ïðèíàäëåæèò C∞(Ω).

Ðåøåíèå çàäà÷è Íåéìàíà

∆u = 0 â Ω,
∂u

∂n
= g íà Γ

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

Åå ìîæíî âûâîäèòü òàêæå êàê è ôîðìóëó Ïóàññîíà, ó÷èòûâàÿ
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Ã ë à â à VI

Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ è ôóíêöèé

Ãðèíà

Â ýòîé ãëàâå ìû êðàòêî ðàññìîòðèì äâà ìåòîäà ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

1. ìåòîä ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûé ñâîäèò êðàåâóþ çàäà÷ó ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíîãî óðàâ-

íåíèÿ;

2. ìåòîä ôóíêöèé Ãðèíà.

Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà (Ïóàññîíà).

� 1 Ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

Ïóñòü Ω � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç Rd. Ôóíêöèÿ u ∈ C2(Ω), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ

Ëàïëàñà:

∆u = 0 â Ω,

íàçûâàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â îáëàñòè Ω. Åñëè îáëàñòü Ω íåîãðàíè÷åííàÿ, òî äîáàâëÿþò

óñëîâèå

u(x) =

{
O(1) ïðè d = 2

O(|x|d−2) ïðè d ≥ 3
ïðè x ∈ Ω, |x| → ∞. (1.1)

Íàéäåì ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè âèäà u = u(|x|). Ïåðåõîäÿ ê ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì ïðè

d = 2 è ê ñôåðè÷åñêèì ïðè d = 3 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî u = u(ρ) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

∂u

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
= 0 ïðè d = 2,

∂u

∂ρ

(
ρ2∂u

∂ρ

)
= 0 ïðè d = 3.

Ðåøàÿ èõ íàõîäèì:

u(ρ) =

{
C1 ln ρ+ C2 ïðè d = 2,

C1ρ
−1 + C2 ïðè d = 3.
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Çíà÷èò ôóíêöèÿ

u(x) =

{
ln |x| ïðè d = 2,

1/|x| ïðè d = 3.

ãàðìîíè÷åñêàÿ âñþäó êðîìå òî÷êè x = 0. Ïðè d > 3 ôóíêöèÿ u(x) = 1/|x|d−2 òàêæå

ãàðìîíè÷åñêàÿ â Rd \ {0}. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî òîãäà è ôóíêöèÿ

u(x) =

{
ln |x− y| ïðè d = 2,

1/|x− y|d−2 ïðè d ≥ 3

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â Rd \ {y}. Îáîçíà÷èì ωd � ïëîùàäü ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà

â Rd.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿ

Ed(x, y) =


1

2π
ln |x− y| ïðè d = 2,

1

(d− 2)ωd |x− y|d−2
ïðè d ≥ 3

íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ñèììåòðè÷íîñòü: Ed(x, y) = Ed(y, x);

2. ôóíêöèÿ x→ Ed(x, y) ãàðìîíè÷åñêàÿ è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè âñåõ x 6= y;

3. ôóíêöèÿ y → Ed(x, y) ãàðìîíè÷åñêàÿ è áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìà ïðè âñåõ y 6= x.

� 2 Ôîðìóëà Ãðèíà èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíê-

öèé

Òå î ð åì à 2.1. Ïóñòü u ∈ C2(Ω). Òîãäà äëÿ âñåõ x ∈ Ω

u(x) =

∫
Ω

Ed(x, y)∆u(y) dy +

∫
Γ

(
u(y)

∂Ed(x, y)

∂ny
− Ed(x, y)

∂u(y)

∂ny

)
dsy. (2.1)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ïðîâåäåì äëÿ ñëó÷àÿ d ≥ 3. Òîãäà

Ed(x, y) =
1

(d− 2)ωd
|x− y|2−d,

ωd � ïëîùàäü ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â Rd. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x0 ∈ Ω. Âûáåðåì

äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0. Îáîçíà÷èì

Bε = {y ∈ Rd : |x0 − y| ≤ ε}, Sε ≡ ∂Bε = {y ∈ Rd : |x0 − y| = ε}.

80



Åñëè ε ìàëî, øàð Bε ñîäåðæèòñÿ â Ω. Ïîëîæèì

Ωε = Ω \Bε.

Ãðàíèöà ∂Ωε îáëàñòè Ωε ñîñòîèò èç Γ è Sε. Ïîëîæèì vd(y) = Ed(x0, y). Íàì íóæíî äîêàçàòü,

÷òî

u(x0) =

∫
Ω

vd∆u dy +

∫
Γ

(
u
∂vd
∂n
− vd

∂u

∂ny

)
dsy. (2.2)

Â ïðàâîé ÷àñòè (2.2) u = u(y). Òàê êàê x0 6∈ Ωε, òî ôóíêöèÿ vd ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ωε è

ïðèíàäëåæèò C∞(Ωε). Çíà÷èò ìîæíî ïðèìåíèòü ê ôóíêöèÿì u = u(y) è vd = vd(y) 2-þ

ôîðìóëó Ãðèíà â Ωε:∫
Ωε

∆vdu dy =

∫
Ωε

∆vdu dy +

∫
∂Ωε

(
u
∂vd
∂n
− vd

∂u

∂ny

)
dsy.

Òàê êàê ∆vd = 0, òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíà íóëþ. Ïðåäñòàâèì èíòå-

ãðàë ïî ∂Ωε â ïðàâîé ÷àñòè â âèäå ñóììû èíòåãðàëîâ ïî Γ è Sε, ïåðåíîñÿ âòîðîé èç íèõ â

ëåâóþ ÷àñòü ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

I1(ε) + I2(ε) =

∫
Ωε

∆vdu dy +

∫
Γ

(
u
∂vd
∂n
− vd

∂u

∂ny

)
dsy, (2.3)

I1(ε) =

∫
Sε

vd
∂u

∂ny
ds, I2(ε) = −

∫
Sε

u
∂vd
∂ny

.

Ïðåäåë ïðàâîé ÷àñòè â (2.3) ïðè ε → +0 ðàâåí ïðàâîé ÷àñòè â (2.2). Îñòàëîñü äîêàçàòü,

÷òî

I1(ε)→ 0, I2(ε)→ u(x0) ïðè ε→ 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè y ∈ Sε

vd(y) = Ed(x0, y) =
1

(d− 2)ωd|x0 − y|d−2
=

1

(d− 2)ωd εd−2
.

Òàê êàê u ∈ C1(Ω), òî ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè u îãðàíè÷åíû â Ω. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

ïîñòîÿííàÿ C > 0 (íå çàâèñÿùàÿ îò ε) òàêàÿ, ÷òî

|∇u| ≤ C â Ω =⇒
∣∣∣∣ ∂u∂ny

∣∣∣∣ ≤ |∇u| ≤ C íà Sε.

Òîãäà ó÷èòûâàÿ, ÷òî measSε = εd−1ωd, ïîëó÷àåì

|I1(ε)| =

∣∣∣∣∫
Sε

vd
∂u

∂ny
ds

∣∣∣∣ =
1

(d− 2)ωd εd−2

∣∣∣∣∫
Sε

∂u

∂ny
ds

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

(d− 2)ωd εd−2
C measSε =

ε

(d− 2)
C → 0 ïðè ε→ 0.

Ââåäåì íîâóþ ïåðåìåííóþ r = |y− x0|. Òàê êàê âåêòîð íîðìàëè ê Sε âíåøíèé ïî îòíîøå-

íèþ ê Ωε ðàâåí x0 − y, òî
∂·
∂ny

= − ∂·
∂r

íà Sε.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

vd(y) =
1

(d− 2)ωdrd−2
,

∂vd
∂ny

= − ∂

∂r

(
1

(d− 2)ωdrd−2

)
=

1

ωdrd−1
=

1

ωdεd−1
=

1

measSε
,

ïîëó÷àåì

I2(ε) =
1

measSε

∫
Sε

u(y) dsy.

Ñîãëàñíî èíòåãðàëüíîé òåîðåìå î ñðåäíåì íàéäåòñÿ òî÷êà xε ∈ Sε òàêàÿ, ÷òî

1

measSε

∫
Sε

u(y) dsy = u(xε).

Î÷åâèäíî, ÷òî xε → x0 ïðè ε → 0. Çíà÷èò I2(ε) → u(x0) ïðè ε → 0. Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â

(2.3) ïðè ε→ 0 ïîëó÷àåì (2.2). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2.1. Ëþáàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåí-

öèðóåìîé â Ω.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü u ∈ C2(Ω), ∆u = 0 â Ω. Âîçüìåì ëþáóþ òî÷êó x0 ∈ Ω, B

� øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå x0, ëåæàùèé â Ω. Òàê êàê u ∈ C2(Ω), òî u ∈ C2(Ω). Çíà÷èò ê

ôóíêöèè u â øàðå B ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó (2.1). Îíà ïðèíèìàåò âèä:

u(x) =

∫
∂B

(
u(y)

∂Ed(x, y)

∂ny
− Ed(x, y)

∂u(y)

∂ny

)
dsy ∀x ∈ B.

Ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî x ∈
B äëÿ ëþáîãî y ∈ ∂B. Çíà÷èò u ∈ C∞(B). Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè òî÷êè x0 ñëåäñòâèå

äîêàçàíî.

Ç àì å ÷ à í è å. Ìîæíî äîêàçàòü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: ëþáàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ â Ω

ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷íîé â Ω.

� 3 Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà

Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà òî÷åê, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ f îòëè÷íà îò íóëÿ íàçûâàåòñÿ íîñè-

òåëåì ôóíêöèè f . Îáîçíà÷àåòñÿ: supp f . Ââåäåì D(Rd) � ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðóåìûõ â Rd ôóíêöèé ñ îãðàíè÷åííûìè íîñèòåëÿìè.

Îïð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿ F = F(x, y), êîòîðàÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ Rd äâàæäû äèôôå-

ðåíöèðóåìà ïî y ∈ Rd ïðè y 6= x è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ:∫
Rd
F(x, y)∆v(y) dy = v(x) ∀x ∈ Rd (3.1)

íàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.
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Ïóñòü v ∈ D(R3). Òîãäà ñóùåñòâóåò øàð Ω, êîòîðûé ñîäåðæèò íîñèòåëü ôóíêöèè v

è, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ v ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ãðàíèöû Ω. Èç (2.1)

âûòåêàåò ∫
Ω

Ed(x, y)∆v(y) dy = v(x) ∀x ∈ Ω.

Òàê êàê v = 0 âíå Ω, òî ∫
Rd
Ed(x, y)∆v(y) dy = v(x) ∀x ∈ Rd.

Òàêèì îáðàçîì, ñèíãóëÿðíîå ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì. Íåòðóäíî çàìåòèòü,

÷òî åñëè ôóíêöèÿ u = u(y) ãàðìîíè÷åñêàÿ â Rd, òî

F(x, y) = Ed(x, y) + u(y) (3.2)

� ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Ñïðàâåäëèâ è îáðàòíûé ðåçóëüòàò:

Ëåììà 3.1. Ðàçíîñòü äâóõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ðàâíà ñèíãóëÿðíîìó ðåøåíèþ.

Òàêèì îáðàçîì âñå ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ èìåþò âèä (3.2).

� 4 Ïîòåíöèàëû è èõ ñâîéñòâà

Ïóñòü ôóíêöèè f = f(x) è ρ(x) èçìåðèìû â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω ⊂ Rd è íà Γ = ∂Ω

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà

u(x) =

∫
Ω

f(y)Ed(x, y) dy � îáúåìíûé ïîòåíöèàë

çàðÿäîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â Ω ñ ïëîòíîñòüþ f ,

u(x) =

∫
Γ

ρ(y)Ed(x, y) dy � ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ,

u(x) =

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy � ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ,

çàðÿäîâ ðàñïðåäåëåííûõ íà ïîâåðõíîñòè Γ ñ ïëîòíîñòüþ ρ. Ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîé-

íîãî ñëîÿ íàçûâàþò ïîâåðõíîñòíûìè. Îòìåòèì, ÷òî åñëè x ∈ Ω (x ∈ Γ), òî çíà÷åíèÿ

îáúåìíîãî (ïîâåðõíîñòíîãî) ïîòåíöèàëà â òî÷êå x âû÷èñëÿåòñÿ êàê çíà÷åíèå íåñîáñòâåí-

íîãî èíòåãðàëà, ò.ê. ïîäèíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ y → Ed(x, y) èìååò îñîáåííîñòü â òî÷êå

y = x.
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Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ

u(x) =

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy (4.1)

â òî÷êàõ x ∈ Rd \ {0}.
Òå î ð åì à 4.1. Åñëè ρ ∈ L1(Γ), òî ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ (4.1) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Ëàïëàñà â Ω è Rd \ Ω.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè x /∈ Γ, òî ôóíêöèÿ y → Ed(x, y), íåïðåðûâíà íà Γ. Çíà÷èò

èíòåãðàë (4.1) ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. Òàê êàê ôóíêöèÿ x → Ed(x, y) áåñêîíå÷íî äèôôå-

ðåíöèðóåìà â Rd \ Γ ïðè y ∈ Γ, òî è ïîòåíöèàë u áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåì â Rd \ Γ.

Áîëåå òîãî, ïðè x ∈ Rd \ Γ

∆u(x) =

∫
Γ

ρ(y)
∂

∂ny
∆xEd(x, y) dy = 0,

òàê êàê ∆xEd(x, y) = 0. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â Ω è Rd\Ω ôóíêöèåé,

ò.å. äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.1).

Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó Γ ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ òåðïèò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà. Îáî-

çíà÷èì

u−(x0) = lim
x∈Ω, x→x0

u(x), u+(x0) = lim
x∈Rd\Ω, x→x0

u(x) ïðè x0 ∈ Γ,

òî åñòü u− � ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè u íà Γ èçíóòðè Ω, u+ � èçâíå Ω. Åñëè u íåïðåðûâíà

íà Ω (íà Rd\Ω) òî ôóíêöèÿ u− (ôóíêöèÿ u+) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà íà Γ. Èìååò ìåñòî

Òå î ð åì à 4.2 (î ñêà÷êå). Ïóñòü Γ ∈ C1,α ñ íåêîòîðûì α > 0, ρ ∈ C(Γ). Òîãäà

ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ (4.1) îïðåäåëåí âñþäó â Rd, íåïðåðûâåí íà Ω è Rd \Ω è òåðïèò

ðàçðûâ 1-ãî ðîäà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç Γ, ïðè÷åì

u−(x) = −1

2
ρ(x) +

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy x ∈ Γ, (4.2)

u+(x) =
1

2
ρ(x) +

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy x ∈ Γ; (4.3)

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [1, 2, 3, 7].

Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ

Äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ

u(x) =

∫
Γ

ρ(y)Ed(x, y) dy (4.4)
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ñïðàâåäëèâà

Òå î ð åì à 4.3. Åñëè ρ ∈ L1(Γ), òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ (4.4) óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ Ëàïëàñà â Ω è Rd \ Ω.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 4.1. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ ÿâëÿ-

åòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â Ω è Rd \Ω ôóíêöèåé, ò.å. äîïîëíèòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (1.1).

Åñëè ρ ∈ C(Γ), òî ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ íåïðåðûâåí âñþäó â Rd. Îäíàêî, åãî ïðî-

èçâîäíûå òåðïÿò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó Γ. Ïîëîæèì ui = u â Ω,

ue = u â Rd \ Ω,
∂u−

∂n
=
∂ui
∂n

,
∂u+

∂n
=
∂ue
∂n

íà Γ

� íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè u íà Γ, âû÷èñëåííàÿ ïî çíà÷åíèÿì âíóòðè è âíå

îáëàñòè Ω.

Òå î ð åì à 4.4 (î ñêà÷êå). Ïóñòü Γ ∈ C1,α ñ íåêîòîðûì α > 0, ρ ∈ C(Γ). Òîãäà

ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ (4.4) íåïðåðûâåí â Rd, åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå íåïðåðûâíû â Ω

è Rd \ Ω è òåðïÿò ðàçðûâ 1-ãî ðîäà ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç Γ, ïðè÷åì

∂u−

∂n
=

1

2
ρ(x) +

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy x ∈ Γ, (4.5)

∂u+

∂n
= −1

2
ρ(x) +

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂nx
dy x ∈ Γ; (4.6)

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â [1, 2, 3, 7].

Ç àì å ÷ à í è å. Âûðàæåíèå ∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂nx
dy

ïîëó÷àåòñÿ ôîðìàëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ ïî íîðìàëè n

(åñëè ïîìåíÿòü çíàêè ïðîèçâîäíîé è èíòåãðàëà ìåñòàìè). Åãî íàçûâàþò ïðÿìûì çíà÷å-

íèåì íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà.

Îáúåìíûé ïîòåíöèàë

Åñëè f ∈ L1(Ω), òî ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ òåîðåìû 4.1 ïîëó÷àåì, ÷òî îáúåìíûé ïîòåíöèàë

u(x) =

∫
Ω

f(y)Ed(x, y) dy (4.7)

ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â Rd \Ω ôóíêöèåé. Â êàæäîé òî÷êå x ∈ Ω îí îïðåäåëÿåòñÿ íåñîá-

ñòâåííûì èíòåãðàëîì, êîòîðûé ñõîäèòñÿ (ñì. [1, 2, 3, 7]). Áîëåå òîãî ñïðàâåäëèâà

Òå î ð åì à 4.5. Ïóñòü f ∈ C1(Ω). Òîãäà îáúåìíûé ïîòåíöèàë (4.7) ïðèíàäëåæèò

C2(Ω) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà

−∆u(x) = f(x) x ∈ Ω. (4.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ u ∈ C2(Ω) ìîæíî íàéòè â [1, 2, 3, 7]. Äîêàæåì (4.8).

Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò. Îáîçíà÷èì D(Ω) � ìíîæåñòâî

áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ â Ω ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà íóëþ â íåêîòîðîé

îêðåñòíîñòè Γ.

Ëåììà 4.1. Åñëè u ∈ C(Ω), ïðè÷åì∫
Ω

u v dx = 0 ∀v ∈ D(Ω),

òî u ≡ 0.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ Ω, u(x0) 6= 0.

Ïóñòü, íàïðèìåð, u(x0) > 0. Òàê êàê ôóíêöèÿ u íåïðåðûâíà, òî íàéäåòñÿ îêðåñòíîñòü U

òî÷êè x0 â êîòîðîé u > 0. Âîçüìåì ëþáîé îòêðûòûé øàð B ñ öåíòðîì â òî÷êå x ðàäèóñà

ε òàêîé, ÷òî B ⊂ U , B ⊂ Ω. Òîãäà

u(x) > 0 x ∈ B.

Âîçüìåì ëþáóþ ôóíêöèþ v òàêóþ, ÷òî

v0(x) = 0 x ∈ Ω \B, v(x) > 0 x ∈ B.

Òàêîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,

v0(x) = η(|x− x0|), ãäå η(t) =

{
exp

(
1

t2−ε2
)

ïðè |t| < ε,

0 ïðè |t| ≥ ε.

Òîãäà ∫
Ω

u v0 dx =

∫
B

u v0 dx > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ëåììà äîêàçàíà.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î ôîðìóëû (4.8). Ñîãëàñíî ëåììå 4.1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî∫
Ω

(∆u+ f)v dx = 0 ∀v ∈ D(Ω). (4.9)

Âîçüìåì ëþáóþ ôóíêöèþ v ∈ D(Ω). Ïðèìåíÿÿ 2-þ ôîðìóëó Ãðèíà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

v = 0,
∂v

∂n
= 0 íà Γ

ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ∫
Ω

∆u(x) v(x) dx =

∫
Ω

u(x) ∆v(x) dx.

Ïîäñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëó äëÿ ïîòåíöèàëà (4.7):∫
Ω

∆u(x) v(x) dx =

∫
Ω

(∫
Ω

Ed(x, y) f(y) dy

)
∆v(x) dx =

=

∫
Ω

(∫
Ω

Ed(x, y) ∆v(x) dx

)
f(y) dy.
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Ïðèìåíèì ê ôóíêöèè v ôîðìóëó èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ãðèíà (2.1), â êîòîðîé

ïîìåíÿëè ìåñòàìè x è y:

v(y) = −
∫

Ω

Ed(x, y) ∆v(x) dx.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîñëåäíþþ ôîðìóëó â ïðàâóþ ÷àñòü ïðåäûäóùåé ïîëó÷àåì∫
Ω

∆u(x) v(x) dx = −
∫

Ω

v(y) f(y) dy.

Ôîðìóëà (4.9) äîêàçàíà.

� 5 Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ìåòîäîì ïîòåíöèàëîâ

Ìåòîä ïîòåíöèàëîâ ñâîäèò ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé Ëàïëàñà ∆u = 0 è

Ïóàññîíà −∆u = f ê ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Óðàâíåíèå Ïóàññîíà ñ ïîìîùüþ

çàìåíû

u = v + uf ,

ãäå uf � îáúåìíûé ïîòåíöèàë ñ ïëîòíîñòüþ f , à v � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, ñâî-

äèòñÿ ê óðàâíåíèþ Ëàïëàñà äëÿ ôóíêöèè v, ò.ê. −∆u = f (òåîðåìà 4.5). Ïîýòîìó, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü êðàåâûå çàäà÷è òîëüêî äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà.

Âíóòðåííÿÿ çàäà÷à Äèðèõëå

Èùåì ðåøåíèå çàäà÷è

∆u = 0 â Ω, u = g íà Γ (5.1)

â âèäå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ:

u(x) =

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy. (5.2)

Íåèçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü ρ. Åñëè ρ ∈ C(Γ), òî ïî òåîðåìå 4.1 ôóíêöèÿ u ∈ C2(Ω)∩
C(Ω) è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Îñòàëîñü âûáðàòü ïëîòíîñòü ρ èç ãðàíè÷íîãî

óñëîâèÿ u(x) = g(x) x ∈ Γ. Îíî ýêâèâàëåíòíî

u−(x) = g(x) íà Γ.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 4.2

u−(x) = −1

2
ρ(x) +

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy x ∈ Γ.

Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ u ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Äèðèõëå (4.2), åñëè è òîëüêî åñëè

−1

2
ρ(x) +

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy = g(x) x ∈ Γ. (5.3)
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (4.2) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ (5.3), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ èíòå-

ãðàëüíûì óðàâíåíèåì Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà.

Òå î ð åì à 5.1. Ïóñòü Γ ∈ C1,α, α > 0, g ∈ C(Γ). Òîãäà çàäà÷à Äèðèõëå (5.2)

èìååò åäèíñòâåííîå êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå, îíî îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5.2), ïëîòíîñòü

ρ ∈ C(Γ) ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (5.3).

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ (5.1) âûòåêàåò èç ïðèíöèïà ìàêñèìóìà

(?? ãë. V). Ñëåäîâàòåëüíî, îäíîðîäíîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

−1

2
ρ(x) +

∫
Γ

ρ(y)
Ed(x, y)

∂ny
dy = 0 x ∈ Γ

èìååò òîëüêî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå. Òîãäà ïî àëüòåðíàòèâå Ôðåäãîëüìà íåîäíîðîäíîå èí-

òåãðàëüíîå óðàâíåíèå 2-ãî ðîäà (5.3) èìååò ðåøåíèå ρ ∈ C(Γ) äëÿ ëþáîé ïðàâîé ÷àñòè

g ∈ C(Γ). Ñîîòâåòñòâóþùèé ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ (5.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è

(5.1). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñ ïîìîùüþ òåîðèè ïîòåíöèàëà ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ ïîâûøàåòñÿ ñ

óâåëè÷åíèåì ãëàäêîñòè èñõîäíûõ äàííûõ. Â ÷àñòíîñòè ñïðàâåäëèâà

Òå î ð åì à 5.2. Ïóñòü

α ∈ (0, 1), m ≥ 0, Γ ∈ Cm,α, f ∈ Cm
α (Ω), g ∈ Cm+2

α (Ω).

Òîãäà çàäà÷à

−∆u = f â Ω, u = g íà Γ

èìååò ðåøåíèå u ∈ Cm+2
α (Ω).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè α = 0 ëèáî α = 1 òåîðåìà íåâåðíà.

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå (5.1) ìîæíî èñêàòü â âèäå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî

ñëîÿ:

u(x) =

∫
Γ

ρ(y)Ed(x, y) dy.

Åñëè ρ ∈ C(Γ), òî ôóíêöèÿ u äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà â Ω, íåïðåðûâíà â Rd è óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. ×òîáû âûïîëíÿëîñü ãðàíè÷íîå óñëîâèå íåîáõîäèìî è äîñòà-

òî÷íî, ÷òîáû ∫
Γ

ρ(y)Ed(x, y) dy = g(x) x ∈ Γ. (5.4)

Òî åñòü äëÿ íàõîæäåíèÿ ïëîòíîñòè ρ íóæíî ðåøèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå 1-ãî ðîäà.

Íåäîñòàòîê ýòîãî ïîäõîäà � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ 1-ãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì.

� 6 Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè Ãðè-

íà

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó

∆u = f(x) x ∈ Ω, α
∂u

∂n
+ βu = g(x) x ∈ Γ. (6.1)
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Îïð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿ G(x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω óñëîâèÿì:

1. ôóíêöèÿ y → G(x, y) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà;

2. âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå:

α(y)
∂G(x, y)

∂ny
+ β(y)G(x, y) = 0 y ∈ Γ; (6.2)

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ãðèíà êðàåâîé çàäà÷è (6.1).

Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ôóíêöèÿ Ãðèíà íå çàâèñèò îò ôóíêöèé f è g (ò.å. îò èñõîäíûõ äàííûõ

çàäà÷è).

Èç óñëîâèÿ 1 âûòåêàåò, ÷òî G ïðåäñòàâèìà â âèäå:

G(x, y) = Ed(x, y) + v(x, y).

Äëÿ ëþáîãî x ∈ Ω ôóíêöèÿ y → v(x, y) ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé â Ω, òî åñòü

∆xv(x, y) = 0 x ∈ Ω. (6.3)

Èç óñëîâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî

α(x)
∂v(x, y)

∂nx
+ β(x)v(x, y) = −α(x)

∂Ed(x, y)

∂nx
− β(x)Ed(x, y) x ∈ Γ. (6.4)

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà íóæíî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó (6.3), (6.4).

Ïóñòü ôóíêöèÿ Ãðèíà èçâåñòíà, G = Ed + v. Íàéäåì ñ åå ïîìîùüþ ðåøåíèå êðàåâîé

çàäà÷è (6.1). Ïðèìåíèì ê ôóíêöèÿì v è u 2-þ ôîðìóë Ãðèíà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ∆yv = 0,

∆u = f ïîëó÷àåì

0 =

∫
Ω

∆yv(x, y)u(y) dy =

∫
Ω

v(x, y) f(y) dy +

+

∫
Γ

(
u(y)

∂v(x, y)

∂ny
− ∂u(y)

∂n
v(x, y)

)
dsy.

Ñîãëàñíî ôîðìóëå (2.1) èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ãðèíà

u(x) =

∫
Ω

Ed(x, y) f(y) dy +

∫
Γ

(
u(y)

∂Ed(x, y)

∂ny
− Ed(x, y)

∂u(y)

∂ny

)
dsy.

Ñëîæèì äâå ïîñëåäíèå ôîðìóëû. Òàê êàê v + Ed = G, òî ïîëó÷èì

u(x) =

∫
Ω

G(x, y) f(y) dy +

∫
Γ

(
u(y)

∂G(x, y)

∂ny
−G(x, y)

∂u(y)

∂ny

)
dsy. (6.5)

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (6.1) Ðàññìîòðèì

òðè ñëó÷àÿ.
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Çàäà÷à Äèðèõëå. Ïóñòü α ≡ 0, β ≡ 1. Òîãäà

u(y) = g(y), G(x, y) = 0 y ∈ Γ.

Èç (6.5) âûòåêàåò

u(x) =

∫
Ω

G(x, y) f(y) dy +

∫
Γ

g(y)
∂G(x, y)

∂ny
dsy x ∈ Ω (6.6)

� ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå.

Çàäà÷à Íåéìàíà è 3-ãî ðîäà. Ïóñòü α ≡ 1. Òîãäà

∂u

∂n
= −αu+ g,

∂G

∂ny
= −αG y ∈ Γ.

Ñëåäîâàòåëüíî,

u
∂G

∂ny
− ∂u

∂n
G = −uαG− (−αu+ g)G = gG.

Èç (6.5) âûòåêàåò

u(x) =

∫
Ω

G(x, y) f(y) dy −
∫

Γ

g(y)G(x, y) dsy x ∈ Ω (6.7)

� ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Íåéìàíà è 3-ãî ðîäà.

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ôóíêöèþ Ãðèíà ìîæíî ðåøèòü êðàåâóþ çàäà÷ó (6.1) äëÿ ëþáûõ

èñõîäíûõ äàííûõ f è g. Íåäîñòàòîê ìåòîäà � ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà ìîæíî

âûïèñàòü òîëüêî â ñëó÷àÿõ: α, β � ïîñòîÿííûå, Ω îáëàäàåò íåêîòîðîé ñèììåòðèåé. Äëÿ

ýòîãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä îòðàæåíèÿ. Ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ çàäà÷è

Äèðèõëå â øàðå, ïîëóïðîñòðàíñòâå, ïîëóøàðå è óãëå ìîæíî íàéòè â [1, 3]
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