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Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü  
òðåóãîëüíèê ïî îñíîâàíèÿì 

áèññåêòðèñ? 
 

Ýòà ñòàòüÿ àäðåñîâàíà, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ó÷èòåëþ ìàòåìà-
òèêè. Îíà ñîäåðæèò íîâûé íàó÷íûé ðåçóëüòàò è çíàêîìèò ÷èòà-
òåëÿ ñ âîçìîæíûìè íàïðàâëåíèÿìè áóäóùèõ ñàìîñòîÿòåëüíûõ 
èññëåäîâàíèé. Äëÿ ïîíèìàíèÿ îñíîâíûõ èñïîëüçóåìûõ â ñòàòüå 
èäåé è ìåòîäîâ òðåáóþòñÿ òåðïåíèå è äîñòàòî÷íî ñëîæíûå âû-
÷èñëåíèÿ. Îñíîâíîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ 
ñîñòîèò â ïðèâëå÷åíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ïðè ðåøå-
íèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷.  

 

1. Ñïèñîê Âåðíèêà 
 

Â ðàáîòå «Ë¸ãêîå ðåøåíèå î÷åíü 
òðóäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé çàäà÷è» (ñì. 
4 , à òàêæå èçëîæåíèå íà àíãëèé-
ñêîì ÿçûêå 7 ) Ë. Ýéëåð ïîñòàâèë 
âîïðîñ î âîçìîæíîñòè âîññòàíîâëå-
íèÿ òðåóãîëüíèêà ïî ÷åòûð¸ì çàìå-
÷àòåëüíûì òî÷êàì: îðòîöåíòðó, öåí-
òðó ìàññ (òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäè-
àí), öåíòðàì âïèñàííîé è îïèñàííîé 
îêðóæíîñòåé. Ýéëåð äîêàçàë, ÷òî 
åñëè ëþáûå äâå èç ÷åòûð¸õ äàííûõ 
òî÷åê ñîâïàäàþò, òî òðåóãîëüíèê 
ïðàâèëüíûé è ñîâïàäàþò âñå ÷åòûðå 
òî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê 
îäíîçíà÷íî âîññòàíîâèòü íåëüçÿ: åãî 
ñòîðîíû ìîãóò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ 
äëèíó. Òîò çàìå÷àòåëüíûé ôàêò, ÷òî 
îðòîöåíòð, öåíòð ìàññ è öåíòð îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè ëåæàò íà îäíîé 

ïðÿìîé (èçâåñòíîé ñåé÷àñ êàê  ïðÿ-
ìàÿ Ýéëåðà), îêàçàëñÿ ó Ýéëåðà ïî-
áî÷íûì ðåçóëüòàòîì, êîòîðîìó àâ-
òîð, ïî-âèäèìîìó, íå ïðèäàë îñîáîãî 
çíà÷åíèÿ. 

Ïîçäíåå îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãî 
èíòåðåñíûõ è ñîäåðæàòåëüíûõ çà-
äà÷ âîçíèêàåò, åñëè ðàñøèðèòü ñïè-
ñîê òî÷åê, ïî êîòîðûì íóæíî âîñ-
ñòàíàâëèâàòü òðåóãîëüíèê. (Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ñîâðåìåííîé òðàäèöèåé 
çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîå-
íèÿ ïðîâîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ 
è ëèíåéêè. Â ñòàòüå Ýéëåðà íèêàêèõ 
ïðåäïîëîæåíèé îá èíñòðóìåíòàõ 
ïîñòðîåíèÿ íå äåëàëîñü, âîïðîñ çà-
êëþ÷àëñÿ ëèøü â îäíîçíà÷íîñòè 
îïðåäåëåíèÿ âåðøèí òðåóãîëüíèêà. 
Â ñîâðåìåííîé òðàäèöèè òðåóãîëü-

Óñòèíîâ Àëåêñåé Âëàäèìèðîâè÷ 
Êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé íàóê, çàâåäóþùèé 

îòäåëîì ÒÏÌ Õàáàðîâñêîãî îòäåëåíèÿ Èíñòèòóòà 
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÄÂÎ ÐÀÍ
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íèê ìîæåò îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿòü-
ñÿ, íî áûòü ïðè ýòîì íåïîñòðîèìûì, 
àíàëîãè÷íî òîìó,  êàê íå âñåãäà ðå-
øàåòñÿ çàäà÷à î äåëåíèè óãëà íà 
òðè ðàâíûå ÷àñòè.) Â ñòàòüå 9  áûëî 
ïðåäëîæåíî ðàññìîòðåòü çàäà÷ó î 
âîññòàíîâëåíèè òðåóãîëüíèêà ïî 
òð¸ì òî÷êàì èç ñëåäóþùèõ 16 (åñòå-
ñòâåííî, ìíîãèå ïîäîáíûå çàäà÷è 
ðàññìàòðèâàëèñü çàäîëãî äî ïîÿâëå-
íèÿ ñòàòüè 9 : 

A, Â, C, O  âåðøèíû òðåóãîëüíè-
êà è öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè; 

Ìà, Ìb, Mc, G  ñåðåäèíû ñòîðîí 
òðåóãîëüíèêà è öåíòð ìàññ; 

Hà, Hb, Hc, H  îñíîâàíèÿ âûñîò 
òðåóãîëüíèêà è îðòîöåíòð; 

Òà, Òb, Tc, I  îñíîâàíèÿ áèññåê-
òðèñ òðåóãîëüíèêà è öåíòð âïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè. 

Ïðè òàêîì ïîäõîäå âîçíèêàåò 
139 ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ çàäà÷ 
(íàïðèìåð, èç òð¸õ âàðèàíòîâ (A, B, 
G), (B, C, G), (A, C, G) åñòåñòâåííî 
îñòàâèòü òîëüêî îäèí), ïåðå÷èñëåí-
íûõ â òàáëèöå 1. 

 

 
 
Â íåêîòîðûõ òðîéêàõ ïîëîæåíèå 

îäíîé òî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ïîëî-
æåíèþ äâóõ äðóãèõ. Íàïðèìåð, òà-
êèì ñâîéñòâîì îáëàäàåò òðîéêà A, B, 

Mc. Òàêèå ñëó÷àè ïîìå÷åíû áóêâîé 
R (redundant), çàäà÷à î âîññòàíîâ-

ëåíèè òðåóãîëüíèêà äëÿ íèõ íå èìå-
åò îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ. Â íåêîòî-
ðûõ òðîéêàõ ïðèñóòñòâóåò áîëåå 
ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü. Íàïðèìåð, òî÷-
êè A, B, O íå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ 
ïðîèçâîëüíî (òî÷êà O äîëæíà ëå-
æàòü íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿ-
ðå ê îòðåçêó AB, è çàäà÷à ëèáî íå 
èìååò ðåøåíèÿ, ëèáî èìååò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ðåøåíèé. Òàêèå òðîéêè 
ïîìå÷åíû áóêâîé L (locus-depen-
dent). Ðàçðåøèìûå çàäà÷è èìåþò 
îáîçíà÷åíèå S (solvable), íåðàçðå-
øèìûå  U (unsolvable); ïðè ýòîì 
ðàçðåøèìîñòü îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü 
ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà ïî èñõîä-
íûì äàííûì. Ïóñòîå ìåñòî â òàáëèöå 
îçíà÷àåò, ÷òî îòâåò íà ñåãîäíÿøíèé 
äåíü íå èçâåñòåí (äàííûå ïðèâîäÿòñÿ 
ïî ñòàòüå [5], ñ ó÷¸òîì ðåøåíèÿ çà-
äà÷ 81,122 è 136, ïðèâåä¸ííîãî íèæå). 

Íåðàçðåøèìîñòü òåõ èëè èíûõ 
çàäà÷ îáû÷íî ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùå-
ìó óòâåðæäåíèþ (ñì. [3, ãë. 3]). 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàí îòðåçîê 
äëèíû 1. Òîãäà, åñëè êóáè÷åñêîå 
óðàâíåíèå ñ ðàöèîíàëüíûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè íå èìååò ðàöèî-
íàëüíûõ êîðíåé, òî íè îäèí èç 
åãî êîðíåé (òî÷íåå, îòðåçîê òà-
êîé äëèíû) íå ìîæåò áûòü ïî-
ñòðîåí ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è 
ëèíåéêè. 
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Òàáëèöà 1 
 

1. A, B, Î L 36. A, Mb, Tc S 71. O, G, H R 106. Ma, Hb, Tc U 

2. A, B, Ma S 37. A, Mb ,  I S 72. O G, Ta U 107. Ma, Hb, I U 

3. A, B, Mc R 38. A, G, Ha L 73. O, G, I U 108. Ma, H, Ta U 

4. A, B, G S 39. A, G, Hb S 74. O, Ha, Hb U 109. Ma, H, Tb U 

5. A, B, Ha L 40. A, G, H S 75. O, Ha, H S 110. Ma, H, I U 

6. A, B, Hc L 41. A G, Ta S 76. Î, Ha, Ta S 111. Ma, Ta, Tb U 

7. A, B, H S 42. A, G, Tb U 77. Î, Ha, Tb 112. Ma, Ta, I S 

8. A, B, Ta S 43. A G, I S 78. O, Ha, I 113. Ma, Tb, Tc  

9. A, B, Tc L 44. A, Ha, Hb S 79. O, H, Ta U 114. Ma, Tb, I U 

10. A, B, I S 45. A, Ha, H L 80. O, H, I U 115. G, H, Hb U 

11. A, O, Ìà  S 46. A, Ha, Ta L 81. O, Ta, Tb U 116. G, Ha, H S 

12. A, O, Mb L 47. A, Ha, Tb S 82. O, Ta, I S 117. G, Ha, Ta S 

13. A, O, G S 48. A, Ha ,  I S 83. Ma, Mb, Mc S 118. G, Ha, Tb  

14. A, O, Ha S 49. A Hb, Hc S 84. Ma, Mb, G S 119. G, Ha, I  

15. A, O, Hb S 50. A, Hb, H L 85. Ma, Mb, Ha S 120. G, H, Ta U 

16. A, O, H S 51. A, Hb, Ta S 86. Ma, Mb, Hc S 121. G, H, I U 

17. A, O, Ta S 52. A, Hb, Tb L 87. Ma, Mb, H S 122. G, Ta, Tb U 

18. A, O, Tb S 53. A, Hb, Tc S 88. Ma, Tb, Ta U 123. G, Ta, I  

19. A, O, I S 54. A, Hb, I S 89. Ma, Mb, Tc U 124. Ha, Hb, Hc S 

20. A, Ma, Mb S 55. A, H, Ta S 90. Ma, Mb, I U 125. Ha, Hb, H S 

21. A, Ma, G R 56. A, H, Tb U 91. Ma, G, Ha L 126. Ha, Hb, Ta S 

22. A, Ma, Ha L 57. A, H, I S 92. Ma, G, Hb S 127. Ha, Hb, Tc  

23. A, Ma, Hb S 58. A, Ta, Tb S 93. Ma, G, H S 128. Ha, Hb, I  

24. A, Ma, H S 59. A, Ta, I L 94. Ma, G, Ta S 129. Ha, H, Ta L 

25. A, Ma, Ta S 60. A, Tb, Tc S 95. Ma, G, Tb U 130. Ha, H, Tb U 

26. A, Ma, Tb U 61. A, Tb, I S 96. Ma, G, I S 131. Ha, H, I S 

27. A, Ma, I S 62. O, Ma, Mb S 97. Ma, Ha, Hb S 132. Ha, Ta, Tb  

28. A, Mb, Mc S 63. O, Ma, G S 98. Ma, Ha, L L 133. Ha, Ta, I S 

29. A, Mb, G S 64. O, Ma, Ha L 99. Ma, Ha, Ta L 134. Ha, Tb, Tc  

30. A, Mb, Ha L 65. O, Ma, Hb S 100. Ma, Ha, Tb U 135. Ha, Tb, I  

31. A, Mb ,  Hb L 66. O, Ma, H S 101. Ma, Ha, I S 136. H, Ta, Tb U 

32. A, Mb, Hc L 67. O, Ma, Ta L 102. Ma, Hb, Hc L 137. H, Ta, I  

33. A, Mb, H S 68. O, Ma, Tb U 103. Ma, Hb, H S 138. Ta, Tb, Tc U 

34. A, Mb, Ta S 69. O, Ma, I S 104. Ma, Hb, Ta S 139. Ta, Tb, I S 

35. A, Mb, Tb L 70. O, G, Ha S 105. Ma, Hb, Tb S    
 

Íàïðèìåð, çàäà÷à î ïîñòðîåíèè 
òðåóãîëüíèêà ïî òî÷êàì O, G, I, êàê 
ïîêàçàíî Ýéëåðîì [4], â îáùåì ñëó-

÷àå ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ êîðíåé 
êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ìîæíî ïî-
äîáðàòü èñõîäíûå äàííûå òàê, ÷òî 
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ïîëó÷àþùååñÿ óðàâíåíèå íå áóäåò 
èìåòü ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Çíà÷èò, 
ïî òåîðåìå 1, òàêàÿ çàäà÷à (âìåñòå ñ 

ýêâèâàëåíòíûìè çàäà÷àìè, ñì. íî-
ìåðà 73, 80 è 121 â ïðèâåä¸ííîé 
òàáëèöå) íåðàçðåøèìà. 

 

2. Î ïîñòðîåíèè òðåóãîëüíèêà ïî îñíîâàíèÿì áèññåêòðèñ 
 

Â ñòàòüÿõ [9, 6] îñòàâàëàñü íå-
ðåø¸ííîé çàäà÷à î âîçìîæíîñòè ïî-
ñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà ïî îñíîâàíè-
ÿì åãî áèññåêòðèñ (çàäà÷à 138); äà-
ëåå ïðèâîäèòñÿ ðåøåíèå, ïåðâîíà-
÷àëüíî îïóáëèêîâàííîå â [8]. 

Òåîðåìà 2. Â îáùåì ñëó÷àå 
âîññòàíîâëåíèå òðåóãîëüíèêà ïî 
îñíîâàíèÿì áèññåêòðèñ (âíóò-
ðåííèõ èëè âíåøíèõ óãëîâ) ñ 
ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè íå-
âîçìîæíî. 

Çàìå÷àíèå. Â ñòàòüå [10] áûëî 
äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ìîæåò áûòü 
ðåøåíà ñ ïîìîùüþ äîïîëíèòåëüíîãî 
èíñòðóìåíòà, ïîçâîëÿþùåãî ñòðî-
èòü ãèïåðáîëû. Â íåêîòîðûõ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, äëÿ ðàâíî-
áåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ, çàäà÷à 
äîïóñêàåò ðåøåíèå â ðàìêàõ ñòàí-
äàðòíîãî ïîäõîäà. 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óäîáíåé 
ïåðåéòè ê áàðèöåíòðè÷åñêèì êîîð-

äèíàòàì (ñì. [2, § 11]). Áàðèöåíòðè-
÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè Ì îò-
íîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC íà-
çûâàåòñÿ íàáîð ìàññ ( à : b : ñ), 
êîòîðûå íóæíî ïîìåñòèòü â âåðøè-
íû A, B, C, ÷òîáû öåíòð ìàññ ïîëó-
÷åííîé ñèñòåìû òî÷åê ñîâïàäàë ñ 
òî÷êîé Ì: 

.a b c

a b c

A B C
M  

Êîîðäèíàòû ( à : b : ñ) îïðå-
äåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòå- 
ëÿ (ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàí-
òû), ïîýòîìó îíè çàïèñûâàþòñÿ 
òàêèì íåîáû÷íûì (ïðîåêòèâíûì) 
ñïîñîáîì.  

Ëåììà 1. Ïóñòü (x : y : z)  
áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 
òî÷êè I îòíîñèòåëüíî òðå-
óãîëüíèêà ÒàTbTc. Òîãäà 

: , : : ,

: : .

A x:y z B x y z

Ñ x y z
 

 

 
 

                   Ðèñ. 1                                               Ðèñ. 2 
 

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñâîéñòâ 
áèññåêòðèñû ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà I îò-
íîñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC èìååò 
áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû  

(à : b : c)  (2à : 2b : 2c). 
Ïåðåãðóïïèðîâàâ ìàññû, ïîëó-

÷àåì, ÷òî îòíîñèòåëüíî òðåóãîëü-

íèêà TaTbTc òî÷êà I èìååò êîîðäè-
íàòû 

(b  c : à  c : à  b). 
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òî÷êó A îòíî-

ñèòåëüíî òðåóãîëüíèêà ABC ìîæíî 
çàäàòü êîîðäèíàòàìè  

(2à : 0 : 0)  (2à : b  b : c  c). 
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Ïîñëå ïåðåãðóïïèðîâêè ìàññ ïî-
ëó÷àåì, ÷òî îòíîñèòåëüíî òðåóãîëüíè-
êà TaTbTc òî÷êà  A èìååò êîîðäèíàòû  

( b c : à  c :  à  b)  ( x : y : z). 
Äëÿ òî÷åê B è C óòâåðæäåíèå 

ëåììû ïðîâåðÿåòñÿ àíàëîãè÷íî. 
Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå, ÷òî 

óòâåðæäåíèå ëåììû 1 îñòà¸ò-
ñÿ ñïðàâåäëèâûì, åñëè öåíòð 
âïèñàííîé îêðóæíîñòè I çàìå-
íèòü íà ëþáîé èç öåíòðîâ 
âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé Ia, 
Ib èëè Ic. 

Ëåììà 2. Ïóñòü Q  (x : y : z)  
áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 
òî÷êè Q îòíîñèòåëüíî òðå-

óãîëüíèêà TaTbTc ñî ñòîðîíàìè 

u  |TbTc|, v |TaTc|, w  |TaTb|. 
Åñëè òî÷êà Ta ëåæèò íà áèñ-
ñåêòðèñå óãëà TbQTc (èëè ñìåæ-
íîãî ñ íèì óãëà), òî 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( ) (( )

( ) 0.

x w y v z yz w u v y

u v w z
 

Äîêàçàòåëüñòâî. (Ñì. [10].) 
Òî÷êà Ta ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà 
TbQTc (èëè ñìåæíîãî ñ íèì óãëà) 
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 
cos a bT QT cos ,a cT QT  òî åñòü  

2cos a bT QT  cos .a cT QT  
Â òåðìèíàõ ðàññòîÿíèé ýòî ðàâåí-
ñòâî îçíà÷àåò, ÷òî 
 

4 2 2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 22 2 4 4

2

2 0.

a b c b c a b c

b c b c

QT QT QT QT QT QT v QT w QT

v w QT QT v QT w QT
      (1) 

 

Òîãäà ïî ôîðìóëå ðàññòîÿíèé â 
áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (ñì. 
[2, § 11]) äëÿ òî÷åê 

: : , ,
x y z

Q x y z
x y z x y z x y z

  

è 1 : 0 : 0aT  
2 2 2 2 2 2 2

2
2

.
( )

a

w y v w u yz u z
QT

x y z
 

Åñëè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âû-

ðàçèòü 2 2,b cQT QT  è ðåçóëüòàò 

ïîäñòàâèòü â (1), òî ïîñëå ñîêðàùå-
íèÿ íà íåíóëåâîé ñîìíîæèòåëü 

 

 

4( )

u v w u v w u v w u v w
x

x y z
 

 

ïîëó÷èòñÿ íóæíîå ðàâåíñòâî. 
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. 

Ñîãëàñíî ëåììàì 1 è 2 ÷èñëà x, y, z 
äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0,x w y v z yz w u v y u v w z  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0,y u z w x xz u v w z v w u x  
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2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 0.z v x u y xy v w u x w u v y  

Òðåòüå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ 
ñëåäñòâèåì ïåðâûõ äâóõ, ïîñêîëüêó 
çäåñü , , 0.x y z  Èñêëþ÷àÿ ïåðå-

ìåííóþ z èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíå-
íèé, ìîæíî ïîëó÷èòü îäíîðîäíîå 
óðàâíåíèå ÷åòâ¸ðòîé ñòåïåíè îòíî-
ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ õ è ó. Ýòî 
óæå ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî 
çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïî-
ìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè (÷òî è 
ìîæåò áûòü äîêàçàíî). 

 

 
 

Îäíàêî ïðè äîïîëíèòåëüíîì 
óñëîâèè 2 2 2,w u uv v  êîòîðîå

âûïîëíÿåòñÿ â òðåóãîëüíèêàõ ñ 
60 ,cT  ñòàðøèé êîýôôèöèåíò 

çàíóëÿåòñÿ è óðàâíåíèå ñòàíîâèò-
ñÿ êóáè÷åñêèì.  Ïåðåõîäÿ ê ïåðå-
ìåííîé t, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ 
ðàâåíñòâîì bx  tay, ïîëó÷àåì ðà-
âåíñòâî  

3 2 2 2

2 2

3 4

4 3 0.

u v vt u uv v t

u uv v t u u v
 (2) 

Ïîäáîðîì ìîæíî íàéòè çíà÷åíèÿ 

u  8, v  7, 57 60 ,cw T  äëÿ 

êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå 
íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. Çíà-
÷èò, ïî òåîðåìå 1 íåëüçÿ ïîñòðîèòü 
îòðåçêè ñ äëèíàìè õ, ó, z, òî÷êó I è 
ñàì òðåóãîëüíèê ABC. Â ÿâíîì âèäå 
òðåóãîëüíèê TaTbTc ìîæíî ïîñòðî-
èòü, âûáðàâ òî÷êè 

(7,0),aT 4,4 3 ,bT (0,0).cT   

Òð¸ì êîðíÿì óðàâíåíèÿ (2) ñîîò-
âåòñòâóþò òðè êîíôèãóðàöèè, 
ïðåäñòàâëåííûå â òàáëèöå 2. 

                                                                               

                                                                                   Òàáëèöà 2        
t 0,5492… 0,3370… 6,1721… 
A 
B 
Ñ 

( 0,3891, 6,8375) 
(1,4670, 25,7766) 
(8,5071, 7,0213) 

(1,3112, 6,9711) 
(5,5301, 29,3999) 
(6,6557, 6,8857) 

(5,8348, 0,7573) 
(7,6694, 0,9954) 
(6,3481, 0,9692) 

I* 3,6999, 3,0537I 3,7956, 3,9267bI 3,7956, 3,9267aI  
 

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå, ÷òî  

ïðè 2 2 2w u uv v  óðàâíåíèå, 
êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïå-
ðåìåííàÿ t, òàêæå ñòàíîâèò-
ñÿ êóáè÷åñêèì. Íàéäèòå òðå-

óãîëüíèê TaTbTc ñ óãëîì 120  

ïðè âåðøèíå Cc, äëÿ êîòîðîãî 
çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëü-
íèêà ABC ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ 
è ëèíåéêè òàêæå íåðàçðåøèìà. 

 

3. Ðåøåíèå çàäà÷ 81, 136 è 122 èç ñïèñêà Âåðíèêà 
 

Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 
81, 136 è 122, êîòîðûå, ïî-âèäèìîìó, 
ïóáëèêóþòñÿ âïåðâûå. 

Òåîðåìà 3. Â îáùåì ñëó÷àå 
âîññòàíîâëåíèå òðåóãîëüíèêà 
ïî îñíîâàíèÿì äâóõ áèññåêòðèñ 
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è öåíòðó îïèñàííîé îêðóæíî-
ñòè ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëè-
íåéêè íåâîçìîæíî. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî 
òðåóãîëüíèê ABC íåëüçÿ ïîñòðîèòü, 
åñëè òðåóãîëüíèê a bOT T  ðàâíîñòî-

ðîííèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî  

1.a b a bOT OT T T  

Èç ðàâåíñòâ ,a
ab

CT
b c

 

b
ab

CT
a c

 âûòåêàþò ôîðìóëû: 

2
2 2 ,a

a bc
OT R

b c
  

2
2 2 .b

ab c
OT R

a c
 

Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî 

a bOT OT  âîçìîæíî òîëüêî ïðè 

a b. Äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðå-
óãîëüíèêà (a  b) ôîðìóëû äëÿ 
ðàññòîÿíèé ìåæäó äàííûìè òî÷êà-
ìè óïðîùàþòñÿ: 

1 ,a b
ac

T T
a c

 

3
21 .a b

a c
OT OT R

a c
 

Âûðàæàÿ R ÷åðåç ñòîðîíû òðå-
óãîëüíèêà è èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíóþ 
ñ, ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ 
êîðíåì óðàâíåíèÿ 

3 26 9 3 0.a a a  

Îíî íå èìååò ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé, 
è ïî òåîðåìå 1 îòðåçîê äëèíû à, à 
âìåñòå ñ íèì è òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, 
íåëüçÿ ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëè-
íåéêîé. 

Â ÿâíîì âèäå êîðíè óðàâíåíèÿ 
(3) íàõîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèõ çàìåí (ìåòîäîì Âèå-
òà), ñì., íàïðèìåð, 1, çàä. 9.25  26 .  
Òð¸ì êîðíÿì ñîîòâåòñòâóþò òðè 
êîíôèãóðàöèè, ïðåäñòàâëåííûå â 
ñëåäóþùåé òàáëèöå. Îòðèöàòåëü-

íîñòü âåëè÷èíû ñ1 îçíà÷àåò, ÷òî âìå-
ñòî áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ óãëîâ 
íóæíî ðàññìàòðèâàòü áèññåêòðèñû 
âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà (ïðÿ-

ìûå À3C3 è B3C3  íà ðèñ. 3). 
 

C3

A2

Ta

A3 B3
HH

CC11 Tb

BA

B

CC22

O

1 1

2

 
 

Ðèñ. 3
                                                                  Òàáëèöà 3 

1
2

2 2cos 0,46...
9

a  2
4

2 2cos 1,65...
9

a  3
8

2 2cos 3,87...
9

a  

1
8

1 2cos 0,87...
9

c  2
2

1 2cos 2,53...
9

c  3
4

1 2cos 1,34...
9

c  

1 2sin
9

R  2
2

2sin
9

R  3
4

2sin
9

R  

7
,

9 9
 

2 5
,

9 9
 

4
,

9 9
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Êëþ÷îì ê ðåøåíèþ çàäà÷è 136 
ñëóæèò òà æå èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ 
ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà. 

Òåîðåìà 4. Â îáùåì ñëó÷àå âîñ-
ñòàíîâëåíèå òðåóãîëüíèêà ïî îñíî-
âàíèÿì äâóõ áèññåêòðèñ è îðòî-
öåíòðó ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëè-
íåéêè íåâîçìîæíî. 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíîâà äîêàæåì, 
÷òî òðåóãîëüíèê ABC íåëüçÿ ïî-
ñòðîèòü, åñëè òðåóãîëüíèê a bHT T  
ðàâíîñòîðîííèé. Áóäåì òàêæå ïðåä-

ïîëàãàòü, ÷òî 1.a b a bHT HT T T   

Èç ðàâåíñòâ  

2 cos , ,a b
ab ab

CH R CT CT
b c a c

âûâîäÿòñÿ ôîðìóëû 
2 2

2 2 2 2 cos
4 cos ,a

abab
HT R

b c b c
2 2

2 2 2 2 cos
4 cos .b

a bab
HT R

a c a c
Èç íèõ ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî 

a bHT HT  âîçìîæíî òîëüêî ïðè à  

 b. Äëÿ ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëü-
íèêà (à  b) íàõîäèì ñîîòíîøåíèÿ: 

1 ,a b
ac

T T
a c

 

22 3

2 2

1

.
4

a bHT HT

acac c

a c a ca c

 

Èñêëþ÷àÿ íåèçâåñòíóþ ñ, ïîëó÷àåì, 
÷òî ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâ-
íåíèÿ (3). (Â ÷àñòíîñòè, òðåóãîëüíèê 
HTaTb ÿâëÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì 
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òðå-
óãîëüíèê HTaTb  ðàâíîñòîðîííèé.) 
Îòñþäà, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå 

òåîðåìû 3, ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåíèå 
òðåóãîëüíèêà ABC íåâîçìîæíî. Òðè 
âîçìîæíûå êîíôèãóðàöèè òàêæå 
îïèñàíû â òàáëèöå 3. 

Òåîðåìà 5. Â îáùåì ñëó÷àå 
âîññòàíîâëåíèå òðåóãîëüíèêà ïî 
îñíîâàíèÿì äâóõ áèññåêòðèñ è 
öåíòðó ìàññ ñ ïîìîùüþ öèðêó-
ëÿ è ëèíåéêè íåâîçìîæíî. 

Äîêàçàòåëüñòâî ñíîâà áóäåò ñòðî-
èòüñÿ èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî GTaTb  
ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê.  Îäíàêî, 
îñíîâíàÿ òðóäíîñòü çäåñü çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî 
òðåóãîëüíèê ABC  ðàâíîáåäðåí-
íûé. 

 

 
 

Ëåììà 3. Åñëè GTaTb  ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê, òî òðåóãîëüíèê 
ABC  ðàâíîáåäðåííûé (a  b). 

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ABC íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíî-
áåäðåííûì (a  b). Âûðàæàåì ñòî-
ðîíû äàííîãî òðåóãîëüíèêà ÷åðåç 
a, b, c (ìû ýòî ïðåäîñòàâëÿåì 
÷èòàòåëþ): 

 

2 2 2
2

2

4
,

9

b c
a

bm cm a bc
GT

b c b c
 

2 2 2
2

2

4
,

9

a c
b

am cm ab c
GT

a c a c
 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

3 .a b
abc

T T a b c a b a c b c a b c abc
a c b c
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Ïåðåõîäÿ â ðàâåíñòâàõ 
2 2 ,a bGT GT   

2 2 22a b a bGT GT T T  

ê ïåðåìåííûì u  à  b  0, v  à  b  
 0 (äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî c  
 1), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ 

 

4 2 3 5 4 3 22 2 24 20 2 8 4 16 16 0,u v u v v v v v v v  

6 4 2 2 4 3 2

3 3 2

92 120 96 192 232 192

2 10 8 8 0.

u u v v u v v v v

v v v v
 

Èñêëþ÷àÿ èç íèõ íåèçâåñòíóþ v, 
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ u: 

3 2 3 23 3 3 3 0,u u u u  

êîòîðîå èìååò íà îòðåçêå [0;1] åäèí-

ñòâåííûé êîðåíü 0 2cos 1
9

u  (äëÿ 

íåãî u3  3u2  3  0). Èñêëþ÷àÿ íå-
èçâåñòíóþ u, ìîæíî ïîëó÷èòü óðàâ-
íåíèå äëÿ v: 

3 3 2 3 21 2 4 2 3 24 2 6 1 0,v v v v v v v v
 

êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííûé ïîëî-

æèòåëüíûé êîðåíü 0 2 3 cos 1
18

v   

(äëÿ íåãî 3 23 6 1 0v v v ). Ïðî-
âåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî (u0, v0)  ïî-

ñòîðîííåå ðåøåíèå .a bGT GT  

Çíà÷èò, ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ,a b  
íåâåðíî, è òðåóãîëüíèê ABC äîëæåí 
áûòü ðàâíîáåäðåííûì. 

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5. 
Êàê óæå áûëî ñêàçàíî ðàíüøå, áó-
äåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà 
GTaTb  ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê 
(ñî ñòîðîíîé 1). Ñîãëàñíî ëåììå 3, 
òðåóãîëüíèê ABC  ðàâíîáåäðåííûé    
(à  b). Â ýòîì ñëó÷àå 

1 ,a b
ac

T T
a c

 

22 22 4
1 ,

3 3a b
a h ah

GT GT
a c a c

ãäå 2 2/4h a c   äëèíà âûñîòû, 

îïóùåííîé íà îñíîâàíèå òðåóãîëü-
íèêà ABC. Èñêëþ÷àÿ ïåðåìåííóþ ñ, 
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ 

3 28 15 9 0,a a a           (4) 
íå èìåþùåìó ðàöèîíàëüíûõ êîðíåé. 
Ïî òåîðåìå 1, îòðåçîê äëèíû à, à 
âìåñòå ñ íèì è òðåóãîëüíèê ÀÂÑ, 
íåëüçÿ ïîñòðîèòü öèðêóëåì è ëè-
íåéêîé. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî 
òðåóãîëüíèê ñ íóæíûìè ñâîéñòâàìè 
äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóåò. Óðàâíå-
íèå (4) èìååò åäèíñòâåííûé äåé-
ñòâèòåëüíûé êîðåíü 

8 2 19 1 187
ch Arch 5,613 ,

3 3 3 38 19
a

äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ òðåóãîëü-
íèê ñ îñíîâàíèåì c  1,2167… 

Çàäà÷à 3. Èññëåäóéòå íåðåø¸í-
íûå çàäà÷è èç ñïèñêà Âåðíèêà. 

 

Ëèòåðàòóðà 
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Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор   Юмор р р р р р рр р р р р р
Ëþáåçíûé ëîðä

Â îäèí èç ïðèåçäîâ Íèëüñà Áîðà â Êåìáðèäæ â ÷åñòü íåãî áûë äàí «÷àé», 
à îäèí èç ãîñòåé ïîñâÿòèë åìó øóòî÷íîå ñòèõîòâîðåíèå, â êîòîðîì áûë òàêîé 
ôðàãìåíò î Ðåçåðôîðäå:

... Áðèòàíñêèé ñåé ëþáåçíûé ëîðä
Áûë ïðåæäå ïðîñòî Ðåçåðôîðä.
Íà ôåðìå íåêîãäà ðîäÿñü,
Ñ çåìë¸é îí íå óòðàòèë ñâÿçü.
Ìîãó÷èé áàñ åãî, ïîâåðü,
Áûë ñëûøåí ñêâîçü äâîéíóþ äâåðü,
À ñàì, êîëü ïðèõîäèë îí â ãíåâ,
Ïðåä íèì ùåíêîì êàçàëñÿ ëåâ.
Ê òîìó æ îí â õîä ïóñêàòü ïðèâûê
Âåñüìà äîõîä÷èâûé ÿçûê.
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