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Abstract

A� V� Ustinov� On some cubic equations� Fundamentalnaya i prikladnaya
matematika� vol� " #$%%$&� no� �� pp� $'()$*��

The paper considers the structure of solutions of the system�
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x�y * y�z * z�w * w�x +

������
z �x ,
x y �w
w z y
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W � *X� * Y � * Z� + ,


���� $	%��� 
���%���� 

W + x* y * z * w�

X + x� y � z * w�

Y + �x * y � z * w�

Z + �x � y * z * w
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%�0�� &��� 
��(��	����� � ��(�������
w 1z �1y
�z w 1x
y �x w

������ + ,�

� (	���� �	&��� �	��%	����	���� �����%	 ��	�������
x� * x� * x� + y� * y� * y�

x�� * x�� * x�� + y�� * y�� * y���
2�3

� �����%� � (�� ��4� 	�	����!��% %���(�% 
���!�� 
	�	%����!����� ��( ��� 
�������	���� �������" 5����%	 2�3 �$�!	�	�� � �	$�� �	&��	 " � ��	�
��� 
�� 
	�	%����$	��� ������� 
���!	���� �� �(� �$ ����� !�� �	 	���&�	�
�!����% %�����&�	$��� $	(	�	�%�% �����%�� 2�3� !���$ ��&�� �	����	�����
��!�� ����(	 %�0�� 
������� 
��%�� � �	����	����% �	
�	������% ����
����%" 6����%	 � �
����	�� ���$� %�0(� 7��%� �
���&	%� 
	�	%����$	���"
��( ������� 
�$������ 
���!��� ���(����� ���%����!������  	�	����	"

8��%� ����� � �	������� �	&��� �����(����� ��	������

x�� * x�� * x�� + y�� * y�� * y�� � 2�3

9�(�% �	$��	�� �����	����%� �� ������� �����%� 2�3 � ��	������ 2�3�
� ������ $�	!���� 
���%���� x�� x�� x� ���
	(	�� �� $�	!����%� 
����
%���� y�� y�� y� � ��!������ (� 
�����	�����" '��	����� ������� �	$��4�%
�������	����%�" :���� $	%��� 
���%���� 

aj + xj � yj � bj + xj * yj 2j + �� �� 13 213

� 
��%������ ��0(����	

a�� * a�� * a�� + 1a�a�a� * 2a� * a� * a�32a
�
� * a�� * a�� � a�a� � a�a� � a�a�3

�����%	 2�3 
��%�� ��(�
a� * a� * a� + ,

a�b
�
� * a�b

�
� * a�b

�
� * a�a�a� + ,�

2/3

	 ��	������ 2�3 
���
������ ���(����% �&�	$�%;

a�b
�
� * a�b

�
� * a�b

�
� *Da�a�a� + ,� 2�3

�(�

D +
a�� * a�� * a��
1a�a�a�

�

#������ �����%� 2/3 � ��	������ 2�3 &�(�% �	$��	�� �����	����%� ����

�� 
��� �(� � �� �(��% 
���%����% x�� x�� x�� y�� y�� y� ��� 
���&�	$����� �
�����	����� ������� �����%� 2�3 � ��	������ 2�3 ��������������" '��	�����
������� &�(�% �	$��	�� �������	����%�"
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������� �� ����� a�� a�� a�� b�� b�� b� � ����	
	����
� ���	
�����
� ���

���	� �	����� 2/3� �
��� ������
��� d�� d�� d� �Z	 �� � �Z� ���	� ��

a� + �2d�� � d��3� b� + �d� * �d�d��

a� + �2d�� � d��3� b� + �d� * �d�d��

a� + �2d�� � d��3� b� + �d� * �d�d��

2.3

��	�
����
����� 5����%� 2/3 %�0�� 
���
��	�� � ��(������
����
a� * a� * a� + ,�������
a� b� �b�
�b� a� b�

b� �b� a�

������� + ,�
2<3

:���� a�� a�� a�� b�� b�� b� = �4� �������	����� �������" >%� %�0�� 
���	���� �
������������ ��������� ����!�������� ������� 2d�� d�� d�3 �������� �(����(�
��� �����%� ��	������ ���

��
d�a� * d�b� � d�b� + ,

�d�b� * d�a� * d�b� + ,

d�b� � d�b� * d�a� + ,�

2?3

9�(�% ��
��� �!��	�� d�� d�� d� 
	�	%���	%�� 	 a�� a�� a�� b�� b�� b� = 
���%���
��%�" >��� (�%��0��� ��	������ �����%� 2?3 �	 d�� d�� d� �������������� �
���0���� �� � ������
����� � 
����% ��	������% 2<3 
���!�%�

a� * a� * a� + ,

a�d
�
� * a�d

�
� * a�d

�
� + ,�

2@3

A�� �����%� %�0�� �	��%	����	�� �	� �	������� ���� ��	����� 
���$��(��
��� ������	 2a�� a�� a�3 � �������� 2�� �� �3 � 2d��� d

�
�� d

�
�3" ��	 
����(�� ������	

�� %���� &��� �������	���� �	� �	� � 7��% ���!	� �%��%

d� + ��d� d� + ��d� d� + ��d 2��� ��� �� + ��3�
)� ���(	 �$ 2?3 ���(���

a� + ����b� � ����b��

a� + ����b� � ����b��

a� + ����b� � ����b��

!�� ����$%�0��� �	� �	� ��&�� �	&�� $�	��� ����!�� ��� ��� �� 
����(�� �
�����	����%� �������" :�7��%� �$ �����%� 2@3 ������ 2a�� a�� a�3 �
��(��
������ �(��$�	!��� � ��!������ (� 
���������� %��0������ �	� ���������

���$��(���� 
	�� �������� 2�� �� �3 � 2d��� d

�
�� d

�
�3;

a� + �2d�� � d��3�

a� + �2d�� � d��3�

a� + �2d�� � d��3�

2�,3
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:�� �$������ a�� a�� a� 
���%����� b�� b�� b� (��0�� �(����������� �����%����
��

� d�b� * d�b� + �d�a�
d�b� � d�b� + �d�a�

�d�b� * d�b� + �d�a��
B	����	 �����%� ����0(��	� ���(��	������ ������� 
��(��	������� � ��(�
��%%� !	������ ������� ���(����(��� �����%� � �&���� ������� �(����(�
���" C	����� ������� %�0�� �$��� � ��(�

b� + �d�d�� b� + �d�d�� b� + �d�d��

:�� 7��% �&��� ������� $	
������ � ���(����� ���%�;

b� + �d� * �d�d��

b� + �d� * �d�d��

b� + �d� * �d�d��

!�� � ������
����� � 2�,3 
����(�� � �����0(���� �����%�" 6����%	 (��	�
$	�	"

:���� �%����� ������� a�� a�� a�� b�� b�� b� �����%� 2/3" 9�(�% 
��(��	�����
��� �	� ��!�� � �����%����% 
�����	�����" ������ 2c�� c�� c�� d�� d�� d�3 �	�
$��4�% �������% �(���	 (�� 7���� �������� ���� 
��%	� � �	��% �	
�	�����
��% �������%� 
�� �(��	� !���$ ��!�� 2a�� a�� a�� b�� b�� b�3� ��0�� �	 
���� �
����� 2/3"

������� �� ����� a�� a�� a�� b�� b�� b� � ����	
	����
� �����	� �	����

�� 2/3 	 �	��� d�� d�� d� 
��	��� 
� ����� �
��� �	����� ��
����
���
��
�d�a� * d�b� � d�b� + ,

�d�b� � d�a� * d�b� + ,

d�b� � d�b� � d�a� + ,

2��3

��
�
�	���� �
��� ��
 2,� ,� ,� d�� d�� d�3 �
������ 
���
�
� ��
	�� ��� �����	�

a�� a�� a�� b�� b�� b��

��	�
����
����� >��� !���$ ��!�� 2a�� a�� a�� b�� b�� b�3 %�0�� 
�������

��%�� � �	
�	������% �������% 2,� ,� ,� d�� d�� d�3� �� 
�� ��&�% $�	!���� t
(��0�� ��
�������� �	������	�

a� * a� * a� + ,

a�2b� * td�3
� * a�2b� * td�3

� * a�2b� * td�3
� * a�a�a� + ,�

:���	����	� ���� ��7��������� 
�� ���
��� t� 
���!�% �����%������
����
a� * a� * a� + ,

a�d
�
� * a�d

�
� * a�d

�
� + ,

a�b�d� * a�b�d� * a�b�d� + ,

a�b
�
� * a�b

�
� * a�b

�
� * a�a�a� + ,�

2��3
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D$ ������� � �������� ��	������ �����%� 2��3 ���(���� !�� ������
2a�d�� a�d�� a�d�3 
��
��(�������� ������	% 2d�� d�� d�3 � 2b�� b�� b�3" ��	 
��
���(�� ������	 �� %���� &��� �������	���� �	� �	� �$ 7���� ���(��	�� &�
�	�������

�a�a�a� + a�b
�
� * a�b

�
� * a�b

�
� + ,�

!�� ��$%�0�� ������ (�� �����	������ �������" :�7��%� (��0�	 ��
�������
�� �����%	 �	������ ���

��
b�d� � b�d� + �a�d�

b�d� � b�d� + �a�d�

b�d� � b�d� + �a�d�

2�13

� � �+ ," 6	� �	� d�d�d� �+ ,� �� %� %�0�% ���	$��� ����!��� a�� a�� a�
�$ 2�13" :�(��	���� � � !���4����� ��	������ �����%� 2��3� 
���!�%

b�d� � b�d�
�d�

b�� *
b�d� � b�d�

�d�
b�� *

b�d� � b�d�
�d�

b�� * a�a�a� +

+ � 2b�d� � b�d�32b�d� � b�d�32b�d� � b�d�3

�d�d�d�
* a�a�a� +

+
2� � ��3a�d�a�d�a�d�

d�d�d�
+ 2�� ��3a�a�a� + ,�

'���(	 ���(���� !�� � + ��� � ��
������ ����������� 2��3"
5 (����� �������� ���� ����� �	������	 2��3� ��� (�%��0	� � �	 d�� d�� d�

� ���	(��	�� 
���!�%
a�d

�
� * a�d

�
� * a�d

�
� + ,�

>��� 0� � (�%��0��� �	 b�� b�� b� � ���0���� �� 
���!�%

a�b�d� * a�b�d� * a�b�d� + ,�

5��(��	������� 2,� ,� ,� d�� d�� d�3 �������� �������% �(���	 (�� �������
2a�� a�� a�� b�� b�� b�3" 6����%	 (��	$	�	"

��������� �� ���
� ����	
	����
� ���	
�����
� �����	� �	����� 2�3
�
����	��� 
 ���
�
�
� �
�����
�  �
�������
� ���	
������! �����	"�

��	�
����
����� ��� �������	������ ������� %���� &��� �
��(�����
��������������� ����!��� d�� d�� d�" :�����	������ �	������� �	 �������
2,� ,� ,� d�� d�� d�3 � 2d�� � d��� d

�
� � d��� d

�
� � d��� d�d�� d�d�� d�d�3� &�(�� �������� �$

������� �����%� 2�3 � ��(��0	�� �� �(���"

��������� �� ���
� ����	
	����
� �����	� �	����� 2�3 �
��
  �������

	�� 
 
	�� ����� �
�! ��	
	�����!�

��	�
����
����� ������ 2,� ,� ,� d�� d�� d�3 �������� �����	����% ���
�����%" ������ &	$����� ������ � 
��������� �	������� �	 �������
2,� ,� ,� d�� d�� d�3 � 2d�� � d��� d

�
� � d��� d

�
� � d��� d�d�� d�d�� d�d�3� %�0�� ��&�	��

�	��% �&�	$�%� !��&� 
���� 
��� �(	 � �� �(��% 
���%����% ��
��������
������� x� + y�"
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5��(����� �����%� ��������� � ��	������ 2�3� � ������% D �!��	����
�	����	����% !����%� �� $	������% �� 
���%���� a�� a�� a�"

������� �� �����
p
D �� Q 	 a�� a�� a�� b�� b�� b� � ����	
	����
� �����	�

���
���	� 2�3� ���
� ��
 b�b�b� �+ ,� �
��� ������
��� s�� s�� s�� t�� t�� t� �Z	

k � Q� ���	� ��

a� + k2s�t� � s�t�32s�s� �D t�t�3�

a� + k2s�t� � s�t�32s�s� �D t�t�3�

a� + k2s�t� � s�t�32s�s� �D t�t�3�

b� + k2s�s� �D t�t�32s�s� �D t�t�3�

b� + k2s�s� �D t�t�32s�s� �D t�t�3�

b� + k2s�s� �D t�t�32s�s� �D t�t�3�

��	�
����
����� :���� ��
������ �	������� 2�3" >�� %�0�� 
���
��	��
� ��(� ������

a�
p
D b� �b�

�b� a�
p
D b�

b� �b� a�
p
D

������ + ,�

6��(	 �����%	 ���
��

a�
p
D�� * b��� � b��� + ,

�b��� * a�
p
D�� * b��� + ,

b��� � b��� * a�
p
D�� + ,

&�(�� �%��� �������	����� ������� ������������ 
���%���� ��� ��� �� �
Q2
p
D3" :���� �j + sj * tj

p
D� sj� tj � Z2j + �� �� 13" � �	0(�% ��	������


����(��� �����%� (��0�� �	������� ���� ��7��������� 
�� � � 
��
p
D"

:�7��%� ��	 �	��������	 �����%�����������
���������

a�s� + b�t� � b�t�

a�s� + b�t� � b�t�

a�s� + b�t� � b�t�

a�t�D + b�s� � b�s�

a�t�D + b�s� � b�s�

a�t�D + b�s� � b�s��

2�/3

��%��0	� 
����� ��� ��	������ �	 t�� t�� t� � 
�(��	���� � �� a�� a�� a� �$

����(�� ��4� � 
���!�%���

��
b�2s�s� �D t�t�3 + b�2s�s� �D t�t�3

b�2s�s� �D t�t�3 + b�2s�s� �D t�t�3

b�2s�s� �D t�t�3 + b�2s�s� �D t�t�3�

2��3
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>��� &� � 7�� �	������	  ��� &� �(�	 �$ ���&�� �	����	�� ����� �� ��
���
������ &� �����������

s�s� + D t�t�� s�s� + D t�t�� s�s� + D t�t��

5��(��	������� 
�� t�t�t� �+ , &��� &�
s�
t�

+
s�
t�

+
s�
t�

+
p
D�

!�� 
��������!�� �	����	������� 
	�	%�����" >��� 0� t�t�t� + ,� �� �(�	
�$ 
���%���� ��� ��� �� �	��	 ����" :�� �� + , 
���!	�%

��
��

+
b�
b�

+
a�
p
D

b�
�

!�� ����$%�0��" 6	� �	� ���&�� ����!�� �� ����� �� �$ �����%� 2��3 b�� b�� b�
�
��(������� �(��$�	!�� � ��!������ (� �����	��� � �%��� ��(� ��	$	����
� �����%�" E 
� ��% �$ �����%� 2�/3 �	 �(���� ����!��� a�� a�� a�� �������
��0� &�(�� �%��� ��0��� ��(" 6����%	 (��	$	�	"

������� �� �����
p
D �� Q 	 a�� a�� a�� b�� b�� b� � ����	
	����
� �����	�

���
���	� 2�3� ���
� ��
 b�b�b� �+ ,� �
��� 
���
�

2,� ,� ,� ��� ��� ��3 + 2,� ,� ,� s�* t�
p
D� s� * t�

p
D� s� * t�

p
D3

����� ��� #�
�
 �����	� 
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