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Хорошо известно, что значения ζ–функции Римана в четных положительных точках вычисля-
ются явно:

ζ(2n) = B2n
(−1)n−1π2n22n−1

(2n)!
(n ≥ 1), (1)

где Bn — числа Бернулли, которые определяются условиями

B0 = 1,

n∑
ν=0

(
n

ν

)
Bν = Bn (n ≥ 2) (2)

Существуют различные доказательства равенства (1). Одно из них основано на разложении поли-
номов Бернулли

Bn(x) =
n∑

ν=0

(
n

ν

)
Bνxn−ν (n ≥ 0)

в ряд Фурье:

Bn({x}) = − n!
(2πi)n

∑

m6=0

e2πimx

mn
(n ≥ 2). (3)

Подстановка x = 0 с учетом равенства Bn(0) = Bn приводит к формуле (1).
В настоящей статье предлагается элементарное доказательство тождества (1). Вместо рядов

Фурье будут рассматриваться конечные ряды Фурье, которые точно представляют функцию на ко-
нечном множестве точек и не нуждаются в теоремах сходимости. Приведенные ниже рассуждения
можно считать элементарными, поскольку они не используют производных, интегралов, бесконеч-
ных рядов, и все тождества с тригонометрическими экспонентами могут быть переписаны с исполь-
зованием лишь синусов и косинусов. Далее p будет натуральным числом; константы в знаках O и
знаках Виноградова будут зависеть от n и не будут зависеть от p. Через ∆f(x) будем обозначать
конечную разность функции f(x):

∆f(x) = f(x + 1)− f(x).

В работе [1] Коробовым были введены специальные числа Pn и специальные полиномы Pn(x),
которые можно считать дискретными аналогами чисел и полиномов Бернулли. Как и в работе [2],
определим числа Kn и полиномы Kn(x) (числа и полиномы Коробова) при помощи равенств

K0 = 1,

n∑
ν=0

(
n

ν

)
Kνpn−ν = Kn (n ≥ 2); (4)

Kn(x) =
n∑

ν=0

(
n

ν

)
Kν xn−ν (n ≥ 0), (5)

где xn = x(x − 1) . . . (x − n + 1). Они отличаются от чисел Pn и полиномов Pn(x) из работы [1]
константой:

Kn = n! Pn, Kn(x) = n! Pn(x),

и оказываются более удобными, поскольку имеют большее сходство с числами и многочленами
Бернулли (см. [2], [3]).

Из определений (4) и (5) непосредственно следуют свойства (см. [1]):
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1◦. Kn(0) = Kn (n ≥ 0).

2◦. ∆Kn(x) = n Kn−1(x) (n ≥ 1).

3◦. Kn(p)−Kn(0) =

{
0, если n 6= 1, n ≥ 0;
p, если n = 1.

4◦. При n ≥ 1
p−1∑
z=0

Kn(z) = 0.

Далее понадобится разложение полинома Kn(x) в конечный ряд Фурье, доказанное в работе [1].
Приведенное ниже доказательство отличается от рассуждений из статьи Коробова. Формула (3)
доказывается путем интегрирования по частям. Аналогично разложение полинома Kn(x) будет
доказано с помощью преобразования Абеля.

Лемма 1 Пусть p ≥ 2 и функция f(x) определена для всех целых x из интервала 0 ≤ x ≤ p.
Тогда

p−1∑
x=0

f(x)e−2πi mx
p = − e2πi m

p

e2πi m
p − 1

[f(p)− f(0)] +
1

e2πi m
p − 1

p−1∑
x=0

∆f(x)e−2πi mx
p ,

и, в частности, если f(p) = f(0), то

p−1∑
x=0

f(x)e−2πi mx
p =

1
e2πi m

p − 1

p−1∑
x=0

∆f(x)e−2πi mx
p .

Доказательство. В формуле преобразования Абеля

p−1∑
x=0

f(x)∆g(x− 1) = f(p)g(p− 1)− f(0)g(−1)−
p−1∑
x=0

g(x)∆f(x)

положим g(x) = e−2πi mx
p . Тогда после подстановки

g(−1) = g(p− 1) = e2πi mx
p и ∆g(x− 1) = e−2πi mx

p (1− e2πi m
p ),

получаем равенство, равносильное утверждению леммы:

(e2πi m
p − 1)

p−1∑
x=0

f(x)e−2πi mx
p = −e2πi m

p [f(p)− f(0)] +
p−1∑
x=0

∆f(x)e−2πi mx
p .

Лемма 2 При целых p ≥ 2, n ≥ 1, x ∈ [0; p− 1]

Kn(x) = −n!
p−1∑
m=1

e2πi m
p

(e2πi m
p − 1)n

e2πi mx
p .

Доказательство. Известно, что функция f(x) определенная для целых x из интервала 0 ≤ x ≤
p− 1, в каждой из этих точек представляется конечным рядом Фурье

f(x) =
p−1∑

k=0

Cp(k)e2πi kx
p ,

с коэффициентами

Cp(k) =
1
p

p−1∑
x=0

f(x)e−2πi kx
p (0 ≤ k < p).
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Вычислим конечные коэффициенты Фурье функции Kn(x). По свойству 4◦ Cp(0) = 0. При
1 ≤ m ≤ p− 1, пользуясь леммой 1 и свойствами 1◦—4◦, находим

Cp(m) =
1
p

p−1∑
x=0

Kn(x)e−2πi mx
p =

1
p

n

e2πi m
p − 1

p−1∑
x=0

Kn−1(x)e−2πi mx
p = . . .

. . . =
1
p

n!
(e2πi m

p − 1)n−1

p−1∑
x=0

K1(x)e−2πi mx
p = −n!

p

e2πi m
p

(e2πi m
p − 1)n

K1(x)
∣∣∣∣
p

0

= −n!
e2πi m

p

(e2πi m
p − 1)n

.

Следствие При p ≥ 2 и n ≥ 1 справедлива формула

K2n =
(−1)n+1(2n)!

22n

p−1∑
m=1

cos 2π m(1−n)
p

sin2n πm
p

. (6)

Доказательство. Подставляя x = 0 в утверждение леммы 2, находим

K2n = −(2n)!
p−1∑
m=1

e2πi m
p

(e2πi m
p − 1)2n

.

Так как K2n — действительное число, то

K2n = −(2n)!
p−1∑
m=1

Re
e2πi m

p

(e2πi m
p − 1)2n

=
(−1)n+1(2n)!

22n

p−1∑
m=1

cos 2π m(1−n)
p

sin2n πm
p

.

Теорема При n ≥ 1 справедливо равенство

ζ(2n) = B2n
(−1)n−1π2n22n−1

(2n)!
.

Доказательство. Покажем сначала, что при n ≥ 1 выполняется соотношение

K2n =
(−1)n+1(2n)!

22n

p−1∑
m=1

1
sin2n πm

p

+ O
(
p2n−2

)
. (7)

При n = 1 оно совпадает со следствием из леммы 2. При n > 1 по формуле (6)

K2n − (−1)n+1(2n)!
22n

p−1∑
m=1

1
sin2n πm

p

¿
p−1∑
m=1

cos 2πm(1−n)
p − 1

sin2n πm
p

¿

¿
[(p−1)/2]∑

m=1

sin2 πm(1−n)
p

sin2n πm
p

¿
[(p−1)/2]∑

m=1

(m/p)2

(m/p)2n
< p2n−2

∞∑
m=1

1
m2n−2

= O(p2n−2).

Далее заметим, что при 0 < x ≤ π/2 справедливо равенство
1

sin2 x
=

1
x2

+ O(1). Значит, при

0 < x ≤ π/2 и n ≥ 1

1
sin2n x

=
1

x2n
+ O

(
1

x2n−2

)

p−1∑
m=1

1
sin2n πm

p

= 2
[(p−1)/2]∑

m=1

[
1

(πm/p)2n + O

(
p2n−2

m2n−2

)]
=

= 2
p2n

π2n

[(p−1)/2]∑
m=1

1
m2n

+ O(p2n−1) = 2
p2n

π2n
ζ(2n) + O(p2n−1). (8)

Из формул (7) и (8)

ζ(2n) =
K2n

p2n
· (−1)n−1π2n22n−1

(2n)!

(
1 + O

(
1
p

))
.
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Индукцией по n легко проверяется, что из определений (2) и (4) вытекает равенство

Kn

pn
= Bn + O

(
1
p

)
.

Следовательно,

ζ(2n) = B2n
(−1)n−1π2n22n−1

(2n)!

(
1 + O

(
1
p

))
.

Переходя к пределу при p →∞, получаем утверждение теоремы.
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