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1 Введение
Числа Бернулли являются одной из самых важных и интересных последовательностей. Впервые
они появились в посмертной работе Якоба Бернулли “Ars Conjectandi” [10] в связи с суммированием
степеней натуральных чисел.

Позднее оказалось, что числа и полиномы Бернулли играют важную роль в самых разных об-
ластях математики. Они возникают в алгебраической теории чисел, p–адическом анализе, ком-
бинаторике, теории ζ–функции Римана, исчислении конечных разностей, приближенном анализе,
топологии. . . В августе 2003 библиография по числам Бернулли [13] содержала 2842 ссылки на 1423
автора.

В 1996 году Коробовым (см. [3]) были введены специальные числа и специальные полиномы,
которые можно назвать дискретными аналогами чисел Бернулли Bn и полиномов Бернулли Bn(x).
По своим свойствам они занимают промежуточное положение между между полиномами Бернулли
1–го рода Bn(x) и 2–го рода bn(x).

В свое время числа и полиномы Бернулли сыграли ключевую роль в создании теневого анализа
(см. [16]–[19]). Рота вместе со своей школой построил теорию, которая строго обосновывает “симво-
лическое исчисление”, использовавшееся ранее для нестрогого вывода формул ([2] 9.5, [7] гл. XVII).
В настоящее время теневой анализ превратился в самостоятельную дисциплину с приложениями в
комбинаторике, анализе, физике, теории графов и других областях (см. [11]).

В первой части настоящей работы рассказывается об основных свойствах полиномов Коробова
Kn(x) и по аналогии с полиномами Бернулли 2–го рода вводятся полиномы Коробова 2–го рода
kn(x) Затем дается краткий обзор основных понятий и теорем теневого анализа. В третьей части
статьи теневой анализ применяется к доказательству различных свойств полиномов Коробова.

2 Полиномы Коробова
Обозначения. Для всякой функции f(x) через ∆f(x) и ∆af(x) будем обозначать ее конечные
разности с шагом 1 и a соответственно: ∆f(x) = f(x + 1)− f(x), ∆af(x) = f(x + a)− f(x).

Символы xn и xn,p будем использовать для записи убывающих факториальных степеней:

xn = x(x− 1) . . . (x− (n− 1)), xn,p = x(x− p)(x− 2p) . . . (x− (n− 1)p).

Через
[

m
n

]
и

{
m
n

}
будем обозначать числа Стирлинга 1–го и 2–го рода, которые при n ≥ 0 и

0 ≤ m ≤ n определяются равенствами (см. [2]):

xn =
n∑

m=0

[
n

m

]
(−1)n−mxm, xn =

n∑
m=0

{
n

m

}
xm. (1)

Обозначения
[

m
n

]
p
и

{
m
n

}
p
будем использовать для обобщенных чисел Стирлинга 1–го и 2–го

рода, которые при n ≥ 0 и 0 ≤ m ≤ n задаются как коэффициенты в следующих разложениях
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(см. [6]):

xn,p =
n∑

m=0

[
n

m

]

p

(−1)n−mxm, xn =
n∑

m=0

{
n

m

}

p

xm,p. (2)

δm,n — символ Кронекера: δm,n = 1 при m = n и δm,n = 0 при m 6= n.
Определения и примеры. Напомним, что числа Бернулли Bn и полиномы Бернулли Bn(x)

определяются с помощью следующих экспоненциальных производящих функций (см., например,
[1]):

FB(t) =
∞∑

n=0

Bn
tn

n!
=

t

et − 1
, (3)

FB(x, t) =
∞∑

n=0

Bn(x)
tn

n!
=

tetx

et − 1
. (4)

В частности,

B0 = 1, B1 = −1
2
, B2 =

1
6
, B3 = 0,

B0(x) = 1, B1(x) = x− 1
2
, B2(x) = x2 − x +

1
6
,

B3(x) = x3 − 3
2
x2 +

1
2
x.

Для фиксированного действительного p, числа Коробова Kn и полиномы Коробова Kn(x) опре-
делим при помощи равенств (см. [3], [5]):

FK(t) =
∞∑

n=0

Kn
tn

n!
=

pt

(t + 1)p − 1
, (5)

FK(x, t) =
∞∑

n=0

Kn(x)
tn

n!
=

pt(t + 1)x

(t + 1)p − 1
. (6)

В случаях, когда нужно явно указать зависимость чисел Kn и полиномов Kn(x) от параметра p,
будем использовать обозначения K

(p)
n , K

(p)
n (x).

Первые примеры выглядят следующим образом:

K0 = 1, K1 = −p− 1
2

, K2 =
p2 − 1

6
, K3 = −p2 − 1

4
,

K0(x) = 1, K1(x) = x− p− 1
2

, K2(x) = x2 − px +
p2 − 1

6
, (7)

K3(x) = x3 − 3(p + 1)
2

x2 +
p(p + 3)

2
x− p2 − 1

4
.

По ним можно заметить, что числа и полиномы Коробова связаны с числами и полиномами Бер-
нулли формулами

lim
p→∞

p−nKn = Bn, lim
p→∞

p−nKn(px) = Bn(x) (n ≥ 0).

Этот факт сразу следует из определений (3)–(6) и равенств

lim
p→∞

p(t/p)
(1 + t/p)p − 1

=
t

et − 1
, lim

p→∞
p(t/p) (1 + t/p)px

(1 + t/p)p − 1
=

tetx

et − 1
.
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С другой стороны, при p = 0 числа и полиномы Коробова (7) превращаются соответственно в числа
и полиномы Бернулли 2–го рода (см. [12], [14], [16])

b0 = 1, b1 =
1
2
, b2 =

1
6
, b3 =

1
4
,

b0(x) = 1, b1(x) = x +
1
2
, b2(x) = x2 − 1

6
,

b3(x) = x3 − 3
2
x2 +

1
4
,

которые определяются с помощью следующих экспоненциальных производящих функций:

Fb(t) =
∞∑

n=0

bn
tn

n!
=

t

ln(1 + t)
, (8)

Fb(x, t) =
∞∑

n=0

bn(x)
tn

n!
=

t(1 + t)x

ln(1 + t)
. (9)

Для произвольного n ≥ 0 это утверждение также является следствием определений (5)–(6), (8)–(9)
и равенства

lim
p→0

pt

(1 + t)p − 1
=

t

ln(1 + t)
.

Таким образом можно сказать, что полиномы Коробова по своим свойствам занимают проме-
жуточное положение между полиномами Бернулли 1–го и 2-го рода.

По аналогии с числами и полиномами Бернулли 2–го рода можно определить числа и полиномы
Коробова 2–го рода.

Определение 1 Для n ≥ 0 определим числа kn = k
(p)
n и полиномы kn(x) = k

(p)
n (x) (числа и

полиномы Коробова 2–го рода) с помощью равенств

Fk(t) =
∞∑

n=0

kn
tn

n!
=

t

(1 + pt)1/p − 1
, (10)

Fk(x, t) =
∞∑

n=0

kn(x)
tn

n!
=

t(1 + pt)x/p

(1 + pt)1/p − 1
. (11)

Функции Fk(t) и Fk(x, t) подобраны так, что при (одновременных) заменах

x → x/p, t → pt, p → 1/p. (12)

они превращаются в производящие функции чисел и многочленов Коробова первого рода FK(t) и
FK(x, t) Причем при повторных заменах происходит обратное превращение. Отсюда следует, что
многочлены Коробова 1–го и 2–го рода связаны друг с другом соотношениями

k(p)
n (x) = pnK(1/p)

n (x/p), K(p)
n (x) = pnk(1/p)

n (x/p), (13)

и в этом смысле играют двойственную роль по отношению друг к другу. Полиномы Коробова 1–го
рода близки к Bn(x) в равномерной норме и к bn(x) — в p–адической. В то же время полиномы
Коробова 2–го рода в равномерной норме оказываются близки к bn(x), а в p–адической — к Bn(x).

Из (7) и (13) получаются первые примеры чисел kn и полиномов kn(x):

k0 = 1, k1 =
p− 1

2
, k2 = −p2 − 1

6
, k3 =

p(p2 − 1)
4

,

k0(x) = 1, k1(x) = x +
p− 1

2
, k2(x) = x2 − x− p2 − 1

6
,

k3(x) = x3 − 3(p + 1)
2

x2 +
3p + 1

2
x +

p(p2 − 1)
4

.

Основные свойства полиномов Коробова. В работах [3]–[6] были доказаны различные свой-
ства полиномов Kn(x). Почти все они при помощи формул (13) легко преобразуются в свойства
полиномов kn(x):
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1◦. Kn(0) = Kn kn(0) = kn (n ≥ 0)

2◦. ∆Kn(x) = nKn−1(x) ∆pkn(x) = np kn−1(x) (n ≥ 1)

3◦. ∆pKn(x) = np xn−1 ∆kn(x) = nxn−1,p (n ≥ 1)

4◦. Kn(x) =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
Kn−νxν kn(x) =

n∑
ν=0

(
n
ν

)
kn−νxν,p (n ≥ 0)

5◦. Kn(x + y) =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
Kn−ν(y)xν kn(x + y) =

n∑
ν=0

(
n
ν

)
kn−ν(y)xν,p (n ≥ 0)

6◦. Kn(p− x) = (−1)nKn(x + n− 2) kn(1− x) = (−1)nkn(x + (n− 2)p) (n ≥ 0)

7◦.
m−1∑
ν=0

K
(mp)
n (x + νp) = mK

(p)
n (x)

m−1∑
ν=0

k
(p)
n (x + ν/m) = m1−nk

(mp)
n (mx) (n ≥ 0)

(Исключение составляет последнее свойство, в котором существенно, что p — натуральное число.
Оно проверяется непосредственно по определению (11).) При p →∞ и при p = 0 с учетом равенств

K(0)
n = bn(x), lim

p→∞
p−nK(p)

n (px) = Bn(x),

k(0)
n = Bn(x), lim

p→∞
p−nk(p)

n (px) = bn(x),

они становятся известными свойствами полиномов Бернулли 1–го и 2–го рода:

1◦ Bn(0) = Bn bn(0) = bn (n ≥ 0)

2◦ B′
n(x) = nBn−1(x) ∆bn(x) = n bn−1(x) (n ≥ 1)

3◦ ∆Bn(x) = nxn−1 b′n(x) = nxn−1 (n ≥ 1)

4◦ Bn(x) =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
Bn−νxν bn(x) =

n∑
ν=0

(
n
ν

)
bn−νxν (n ≥ 0)

5◦ Bn(x + y) =
n∑

ν=0

(
n
ν

)
Bn−ν(y)xν bn(x + y) =

n∑
ν=0

(
n
ν

)
bn−ν(y)xν (n ≥ 0)

6◦ Bn(1− x) = (−1)nBn(x) bn(−x) = (−1)nbn(x + n− 2)) (n ≥ 0)

7◦
m−1∑
ν=0

Bn(x + ν/m) = m1−nBn(mx)
mx+1∫
mx

yn dy = bn(mx) (n ≥ 0)

Для дальнейшего изложения понадобятся следующие соотошения, которые являются прямыми
следствиями свойств 2◦ и 3◦:

∫ 1

0

Bn(x + y) dy = xn,

∫ 1

0

(x + y)ndy = bn(x), (14)

1
p

p−1∑
y=0

Kn(x + y) = xn,
1
p

p−1∑
y=0

(x + y)n,p = kn(x). (15)

3 Основные понятия теневого анализа
Линейные функционалы. Поскольку книга [16] малодоступна для российского читателя, оста-
новимся коротко на некоторых понятиях теневого анализа (umbral calculus).

Пусть P = C[x] — алгебра полиномов от переменной x. Через P ∗ будем обозначать пространство
линейных функционалов на P . Для действия функционала L ∈ P ∗ на полиноме q(x) ∈ P принято
обозначение, заимствованное из физики: 〈L | q(x)〉 . Пусть, далее, F = C[[t]] — алгебра экспоненци-
альных производящих функций от переменной t, то есть множество формальных степенных рядов
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вида

f(t) =
∞∑

n=0

an
tn

n!
. (16)

Всякому такому ряду будем ставить в соответствие функционал L ∈ P ∗, определяемый условиями

〈L |xn〉 = an (n = 0, 1, 2, . . .). (17)

Очевидно, что это соответствие задает изоморфизм линейных пространств P ∗ и F. Поэтому можно
отождествлять функционал L с соответствующим ему рядом fL(t) и писать 〈fL(t)| q(x)〉 вместо
〈L | q(x)〉 . Так как пространство F является алгеброй, то изоморфизм между F и P ∗ позволяет
ввести структуру алгебры и на пространстве P ∗. При этом произведению двух функционалов L и
M будет соответствовать функционал (ряд)

fLM (t) = fL(t) · fM (t).

Алгебра формальных степенных рядов (она же алгебра линейных операторов на P ) называется
теневой алгеброй (umbral algebra). Если fL(t) и fM (t) — экспоненциальные производящие функции
последовательностей {an} и {bk}, то ряд fLM (t) = fL(t) · fM (t) является экспоненциальной произ-
водящей функцией последовательности {cm}, которая называется биномиальной сверткой {an} и
{bk}:

cm =
∑

n+j=m

(
m

j

)
anbj (m ≥ 0).

Поэтому значение функционала fLM на одночлене xm можно выписать в явном виде:

〈fLM (t)|xm〉 =
∑

n+j=m

(
m

j

)
〈fL(t)|xn〉 〈fM (t)|xj

〉
(m ≥ 0). (18)

Приведем простейшие примеры линейных функционалов.

1. Дифференцирование данного многочлена в точке x = 0: 〈tn| q(x)〉 = q(n)(x)
∣∣
x=0

.

2. Вычисление значения q(x) в некоторой точке y: 〈eyt| q(x)〉 = q(y).

3. Конечная разность в точке x = 0: 〈eyt − 1| q(x)〉 = q(y)− q(0) = ∆yq(0).

4. Интегрирование по отрезку [0, y]:
〈

eyt−1
t

∣∣∣ q(x)
〉

=
y∫
0

q(u) du.

5. Суммирование по целым точкам некоторого интервала:
〈

ent−1
et−1

∣∣∣ q(x)
〉

=
n−1∑
m=0

q(m).

Все эти соотношения легко доказываются с помощью формул (16) и (17). (В силу линейности, их
достаточно проверить для одночленов q(x) = xn.)

Отметим, что два последних примера позволяют переписать на языке теневого анализа опреде-
ления чисел Стирлинга (1):

〈tm|xn〉 = m!(−1)n−m

[
n

m

]
, (19)

〈
(et − 1)m

∣∣ xn
〉

= m!
{

n

m

}
, (20)

и обобщенных чисел Стирлинга (2):

〈
(et − 1)m

∣∣ xn,p
〉

= m!(−1)n−m

[
n

m

]

p

, (21)

〈(
ept − 1

p

)m∣∣∣∣ xn

〉
= m!

{
n

m

}

p

. (22)
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Линейные операторы. Следующим важным объектом являются линейные операторы, дей-
ствующие на P . Обозначение tn используется для оператора n–кратного дифференцирования:

tnq(x) = q(n)(x) (n ≥ 0).

Оператор t0, соответственно, является тождественным. Каждому ряду (16) (по линейности) соот-
ветствует линейный оператор f(t), действующий по правилу

f(t)q(x) =
∞∑

n=0

an
q(n)(x)

n!
. (23)

Для записи операторов намеренно используется та же переменная t. Это приводит к тому, что
каждый элемент f алгебры F выступает сразу в трех ролях: во–первых, f — это экспоненциальная
производящая функция; во-вторых, f — линейный функционал; в–третьих, f — линейный оператор.
Но путаницы не возникает, поскольку различные обозначения

f(t), 〈f(t)| q(x)〉 и f(t)q(x)

однозначно определяют роль f(t) в каждом конкретном случае.
Так как (tltj)xn = tl(tjxn), то для любых f(t), g(t) ∈ F и q(x) ∈ P выполняется равенство

[f(t)g(t)]q(x) = f(t)[g(t)q(x)], и выражения вида f(t)g(t)q(x) не содержат в себе никакой неопреде-
ленности. В частности, всегда выполняется равенство

f(t)g(t)q(x) = g(t)f(t)q(x),

и для обратимых по умножению функций f(t)

u(x) = f(t)w(x) ⇐⇒ w(x) = f−1(t)u(x). (24)

Использование одной и той же переменной t оправдывается соотношением

〈f(t)g(t)| q(x)〉 = 〈f(t)| g(t)q(x)〉 . (25)

Для мономов xn оно является прямым следствием формулы (18), а для полиномов общего вида
следует из линейности рассматриваемых функционалов. Аналогично проверяются следующие по-
лезные равенства

〈f(t)| q(ax)〉 = 〈f(at)| q(x)〉 , (26)
〈f ′(t)| q(x)〉 = 〈f(t)|xq(x)〉 . (27)

Как и для функционалов, укажем простейшие примеры линейных операторов.

1. Дифференцирование данного многочлена: tkq(x) = q(k)(x).

2. Оператор сдвига на y: eytq(x) = q(x + y).

3. Оператор конечной разность с шагом y: (ety − 1)q(x) = q(x + y)− q(x) = ∆yq(x).

4. Интегрирование по некоторому отрезку: eyt−1
t q(x) =

∫ x+y

x
q(u) du.

5. Оператор суммирования: ent−1
et−1 q(x) =

n−1∑
m=0

q(x + m).

Эти равенства, как и в случае функционалов, достаточно доказать для одночленов q(x) = xn.
Проверка всякий раз сводится к подсчету суммы (23).

Менее тривиальными являются операторы, обратные к операторам интегрирования и суммиро-
вания. Чтобы описать их действие заметим, что формулы (14) могут быть записаны в виде

et − 1
t

Bn(x) = xn, (28)

et − 1
t

xn = bn(x). (29)
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Отсюда, в силу (24),

t

et − 1
xn = Bn(x), (30)

t

et − 1
bn(x) = xn.

Аналогично соотношения (15) равносильны равенствам

ept − 1
p(et − 1)

Kn(x) = xn, (31)

ept − 1
p(et − 1)

xn,p = kn(x),

откуда

p(et − 1)
ept − 1

xn = Kn(x), (32)

p(et − 1)
ept − 1

kn(x) = xn,p.

Последовательности Шеффера. Если g(0) 6= 0, то ряд g(t) ∈ F обратим по умножению.
Если для ряда f(t) ∈ F выполняются условия f(0) = 0, f ′(0) 6= 0, то для такого ряда существует и
единственный ряд f(t) ∈ F обратный по отношению к операции композиции: f(f(t)) = f(f(t)) = t.
Такие ряды принято называть δ–рядами.

Методом неопределенных коэффициентов нетрудно проверить, что если ряд g(t) обратим по
умножению, а f(t) — δ–ряд, то существует ровно одна последовательность полиномов {sn(x)} таких,
что deg sn(x) = n и

〈g(t)fm(t)| sn(x)〉 = n!δm,n. (33)

Последовательность {sn(x)} называется последовательностью Шеффера для пары (g(t), f(t)). Усло-
вие (33) легко проверяется, если известна экспоненциальная производящая функция последователь-
ности {sn(x)}. Оно равносильно равенству ([16], теорема 2.3.4)

∞∑
n=0

sn(x)
tn

n!
=

1
g

(
f(t)

) exf(t). (34)

Приведем простейшие примеры последовательностей Шеффера.

1. sn(x) = xn: g(t) = 1, f(t) = t;

2. sn(x) = xn : g(t) = 1, f(t) = et − 1;

3. sn(x) = xn,p : g(t) = 1, f(t) = ept−1
p ;

4. sn(x) = Bn(x): g(t) = et−1
t , f(t) = t;

5. sn(x) = bn(x): g(t) = t
et−1 , f(t) = et − 1.

Большое количество других специальных полиномов, таких как полиномы Абеля, Бесселя, Гуда,
Лагерра, Эрмита и т. д., также являются последовательностями Шеффера для соответствующих
пар (g(t), f(t)).

Если {sn(x)} — последовательность Шеффера для пары функций (g(t), f(t)), то это позволяет
решать различные вопросы, связанные с полиномами sn(x). Примером может служить задача о
представлении многочлена q(x) ∈ P в виде линейной комбинации многочленов sn(x). Ответ задается
формулой

q(x) =
∞∑

n=0

〈g(t)fn(t)| q(x)〉 sn(x)
n!

. (35)

(Для доказательства достаточно к обеим части этого равенства применить функционал g(t)fn(t).)
Другие примеры, связанные с доказательствами аналитических и арифметических свойств специ-
альных полиномов могут быть найдены в книге [16].
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4 Полиномы Коробова и теневой анализ
Из определения (6) и критерия (34) следует, что полиномы Kn(x) являются последовательностью
Шеффера для пары функций g(t) = ept−1

p(et−1) и f(t) = et − 1. Аналогично, полиномы kn(x) соответ-

ствуют функциям g(t) = p(et−1)
ept−1 и f(t) = ept−1

p . Поэтому многочисленные свойства полиномов Kn(x)
и kn(x) могут быть получены как следствия общих теорем о последовательностях Шеффера.

В качестве простейших приложений теневого анализа к полиномам Коробова докажем для них
формулы, аналогичные известным разложениям

Bn(x) =Bn +
n∑

ν=1

n

ν

{
n− 1
ν − 1

}
xν ,

bn(x) =bn +
n∑

ν=1

n

ν

[
n− 1
ν − 1

]
(−1)n−νxν .

Предложение 1 При n ≥ 0 справедливы равенства

Kn(x) = Kn +
n∑

ν=1

n

ν

{
n− 1
ν − 1

}

p

xν,p, (36)

kn(x) = kn +
n∑

ν=1

n

ν

[
n− 1
ν − 1

]

p

(−1)n−νxν . (37)

Доказательство. Как отмечалось ранее, {sn(x)} = xn,p — последовательность Шеффера для
пары (1, (ept − 1)/p). Следовательно, по формуле (35)

Kn(x) =
n∑

ν=0

〈(
ept − 1

p

)ν∣∣∣∣ Kn(x)
〉

xν,p

ν!
.

При ν = 0 〈(
ept − 1

p

)ν∣∣∣∣ Kn(x)
〉

= 〈1|Kn(x)〉 = Kn(0) = Kn.

При ν ≥ 1 применяя последовательно формулу (25), свойство 3◦ полиномов Kn(x) и равенство (22),
находим

〈(
ept − 1

p

)ν∣∣∣∣ Kn(x)
〉

=

〈(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣
ept − 1

p
Kn(x)

〉
=

=

〈(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣
1
p

∆pKn(x)

〉
=

〈(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣ nxn−1

〉
= (ν − 1)!

{
n− 1
ν − 1

}

p

,

что и доказывает формулу (36).
Для доказательства равенства (37) достаточно в (36) сделать замены (12) и применить тождество{

n
m

}
1
p

=
(
− 1

p

)n−m [
n
m

]
p
(см. [6], предложение 2).

В работах [3]–[4] доказаны формулы, связывающие между собой полиномы Bn(x) и Kn(x). Ни-
же эти формулы выводятся средствами теневого анализа, причем устанавливается явное значение
свободного члена, отсутствовавшее в работах [3]–[4].
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Предложение 2 При n ≥ 0 справедливы равенства

Kn(px) = bn +
n∑

ν=1

n

ν

[
n− 1
ν − 1

]
(−1)n−νpνBν(x), (38)

pnBn(x) = Bn +
n∑

ν=1

n

ν

{
n− 1
ν − 1

}
Kν(px), (39)

kn(x) =pnbn +
n∑

ν=1

n

ν

[
n− 1
ν − 1

]
(−p)n−νBν(x), (40)

Bn(x) =pnBn +
n∑

ν=1

n

ν

{
n− 1
ν − 1

}
pn−νkν(px). (41)

Доказательство. Снова воспользуемся формулой (35). В первом случае необходимо вычислить
коэффициенты

〈
et−1

t tν
∣∣∣ Kn(px)

〉
(0 ≤ ν ≤ n). При ν = 0 по формулам (26), (25), (31) и (29) находим

〈
et − 1

t

∣∣∣∣ Kn(px)
〉

=
〈

ept − 1
pt

∣∣∣∣ Kn(x)
〉

=
〈

et − 1
t

· ept − 1
p(et − 1)

∣∣∣∣ Kn(x)
〉

=

=
〈

et − 1
t

∣∣∣∣
ept − 1

p(et − 1)
Kn(x)

〉
=

〈
et − 1

t

∣∣∣∣ xn

〉
= bn.

Аналогично при ν ≥ 1, применяя последовательно равенства (26), (25), свойство 3◦ полиномов
Kn(x) и формулу (19), получаем

〈
(et − 1)tν−1

∣∣ Kn(px)
〉

= pν−1
〈
(ept − 1)tν−1

∣∣ Kn(x)
〉

= pν−1
〈
tν−1

∣∣ (ept − 1)Kn(x)
〉

=

= pν
〈
tν−1

∣∣ nxn−1
〉

= pν(−1)n−νn(ν − 1)!
[
n− 1
ν − 1

]
.

Для доказательства второго тождества также воспользуемся формулой (35). Согласно равен-
ству (26), полиномы Kn(px) являются последовательностью Шеффера для пары функций g(t) =

et−1
p(et/p−1)

, f(t) = et/p − 1. Поэтому

Bn(x) =
n∑

ν=0

〈
et − 1

p(et/p − 1)
(et/p − 1)ν

∣∣∣∣ Bn(x)
〉

Kn(px)
ν!

.

При ν = 0 из формул (25), (28), (26) и (30) находим
〈

et − 1
p(et/p − 1)

∣∣∣∣ Bn(x)
〉

=
〈

t

p(et/p − 1)
· et − 1

t

∣∣∣∣ Bn(x)
〉

=
〈

t

p(et/p − 1)

∣∣∣∣
et − 1

t
Bn(x)

〉
=

=
〈

t

p(et/p − 1)

∣∣∣∣ xn

〉
=

〈
t

et − 1

∣∣∣∣
(

x

p

)n〉
=

Bn

pn
.

Аналогично при ν ≥ 1 по свойству 3◦ полиномов Kn(x) и формулам (26), (19)
〈

et − 1
p

(et/p − 1)ν−1

∣∣∣∣ Bn(x)
〉

=
〈

(et/p − 1)ν−1

∣∣∣∣
nxn−1

p

〉
=

=
n

pn

〈
(et − 1)ν−1

∣∣ xn−1
〉

=
(ν − 1)!n

pn

{
n− 1
ν − 1

}
.

Равенства (40) и (41) получаются из равенств (38) и (39) с помощью замен (12).
Известны следующие формулы, связывающие между собой полиномы Бернулли 1–го и 2–го

рода:

Bn(x) =(1− n)Kn − nBn−1 + nBn−1b1(x) +
n∑

ν=2

n(n− 1)
ν(ν − 1)

{
n− 2
ν − 2

}
bν(x),

bn(x) =(1− n)bn − n(n− 2)bn−1 + nbn−1B1(x) +
n∑

ν=2

n(n− 1)
ν(ν − 1)

[
n− 2
ν − 2

]
(−1)n−νBν(x).
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Докажем аналогичные формулы для многочленов Kn(x) и kn(x).

Предложение 3 При n ≥ 0 справедливы равенства

Kn(x) =(1− n)Kn + n(2− n− p)Kn−1 + nKn−1k1(x) +
n∑

ν=2

n(n− 1)
ν(ν − 1)

[
n− 2
ν − 2

]

p

kν(x), (42)

kn(x) =(1− n)kn − n(p(n− 2)− 1)kn−1 + nkn−1K1(x) +
n∑

ν=2

n(n− 1)
ν(ν − 1)

{
n− 2
ν − 2

}

p

(−1)n−νKν(x). (43)

Доказательство. По формуле (35)

Kn(x) =
n∑

ν=0

〈
(et − 1)

(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣ Kn(x)

〉
kν(x)

ν!
.

При ν = 0 необходимо найти величину 〈f(t)|Kn(x)〉, где f(t) = p(et−1)
ept−1 . Подставляя f(t) =

e(1−p)t − 1−e−pt

p f ′(t) и пользуясь формулой (27), получаем

〈f(t)|Kn(x)〉 =
〈
e(1−p)t

∣∣∣ Kn(x)
〉
−

〈
f ′(t)

∣∣∣∣
1− e−pt

p
Kn(x)

〉
=

= Kn(1− p)− 〈
f ′(t)

∣∣n(x− p)n−1
〉

= Kn(1− p)− n
〈
f(t)

∣∣x(x− p)n−1
〉
.

Так как x(x− p)n−1 = (x− p + 1)n + (p− 1)(x− p)n−1, то из (32)

〈f(t)|Kn(x)〉 = (1− n)Kn(1− p)− n(p− 1)Kn−1(−p).

Далее, по свойству 2◦ полиномов Kn(x), Kn(1− p) = nKn−1(−p) = Kn(−p), значит

〈f(t)|Kn(x)〉 = (1− n)Kn(−p) + n(2− n− p)Kn−1(−p).

Наконец, согласно свойству 3◦, Kn(−p) = Kn − np(−p)n−1, и, следовательно,

〈f(t)|Kn(x)〉 = (1− n)Kn + n(2− n− p)Kn−1.

Пусть ν = 1. Тогда получаем коэффициент 〈et − 1|Kn(x)〉 = nKn−1.
При ν ≥ 2

〈
(et − 1)

(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣ Kn(x)

〉
= n

〈(
ept − 1

p

)ν−1
∣∣∣∣∣ Kn−1(x)

〉
=

= n

〈(
ept − 1

p

)ν−2
∣∣∣∣∣ (n− 1)xn−2

〉
= n(n− 1)(ν − 2)!

[
n− 2
ν − 2

]

p

.

Как и раньше, равенство (43) получается из (42) с помощью замен (12) и формулы
[

n
m

]
1
p

=
(
− 1

p

)n−m {
n
m

}
p
(см. [6], предложение 2).

Исторический комментарий. Числа Kn возникали у Эйлера в его “Интегральном исчисле-
нии” (см. [9], раздел 2, гл. IV, задача 160). Эйлер рассматривает неоднородное дифференциальное
уравнение с постоянными коэффициентами

p
y(x)

a
−

(
p

2

)
y′(x)
a2

+
(

p

3

)
y′′(x)

a3
− . . . = z(x)

и находит его частное решение в виде ряда:

y(x) =
a

p
z(x) +

p− 1
2p

z′(x) +
p2 − 1
12ap

z′′(x) +
p2 − 1
24a2p

z′′′(x)− (p2 − 1)(p2 − 19)
720a3p

z(4)(x)− . . .
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На языке теневого анализа можно сказать, что Эйлер решает уравнение

z(x) =
1− (1− t/a)p

t
y(x) =

p

a
· 1
FK(t/a)

y(x),

и в качестве частного решения предъявляет функцию

y(x) =
a

p
· FK (t/a) z(x) =

a

p

∞∑
n=0

Kn

n!
· z(n)(x)

an
.

Числа близкие к числам Коробова 2–го рода kn можно найти в “Дифференциальном исчис-
лении” Эйлера. В главе “О применении дифференциального исчисления к решению уравнений”
(см. [8], часть 2, гл. IX, § 237) он предлагает различные способы приближенного и точного реше-
ния алгебраических уравнений (точные решения предъявляются в виде рядов). В частности, Эйлер
рассматривает задачу о вычислении корней вида p

√
ap + b. Наряду с методом касательных Ньютона,

основанном на на приближенном равенстве

p
√

ap + b ≈ a +
p

pap−1
,

он предлагает использовать формулу

p
√

ap + b = a +
p

pap−1F (a, b)
,

где F (a, b) — специальным образом подобранная функция. Эйлер выписывает первые слагаемые
ряда для F (a, b):

F (a, b) = 1 +
p− 1
2p

· b

ap
− p2 − 1

12p2
· b2

a2p
+

p2 − 1
24p2

· b3

a3p
− . . . ,

которая на самом деле равна
∞∑

n=0

kn

n!

(
b

pap

)n

= Fk

(
b

pap

)
.

Числа kn(x) также входят в формулу суммирования Лабока (см. [7], [15]). С помощью чисел
Коробова она может быть записана в виде

ap−1∑
x=0

F (x) = p

a−1∑
x=0

F (px) +
m−1∑
ν=1

kν

ν!
∆ν−1

p F (x)
pν−1

∣∣∣∣∣

ap

0

+ a
km

m!
F (m)(ξ),

где ξ — некоторая точка отрезка [0, ap].
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