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Континуантами называются многочлены Kn(x1, . . . , xn), которые опре-
деляются начальными условиями

K0() = 1, K1(x1) = x1

и рекуррентным соотношением

Kn(x1, . . . , xn) = xnKn(x1, . . . , xn−1) + Kn(x1, . . . , xn−2) (n ≥ 2)

(удобно также считать, что K−1 = 0). Они возникают при решении за-
дач, связанных с цепными дробями и алгоритмом Евклида. Континуанты
удовлетворяют различным соотношениям, наиболее общим из которых яв-
ляется тождество Эйлера

Km+n(x1, . . . , xm+n)Kl(xm+1, . . . , xm+l)−Km+l(x1, . . . , xm+l)Kn(xm+1, . . . , xm+n) =
= (−1)nKm−1(x1, . . . , xm−1)Kn−l−1(xm+l+2, . . . , xm+n) (m ≥ 1, l ≥ 0, n ≥ l + 1).

(1)

Обычно оно проверяется индукцией по двум из трех параметров l, m, n.
Следующее доказательство основано на том, что определитель кососиммет-
рической матрицы 4× 4 (как и любой матрицы четного порядка) является
квадратом некоторого многочлена (пфаффиана матрицы):

det




0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0


 = (af + cd− be)2.

Рассуждения будут проводится для многочленов kn(x1, . . . , xn), которые
определяются начальными условиями

k0() = 1, k1(x1) = x1

и рекуррентным соотношением

kn(x1, . . . , xn) = xnkn(x1, . . . , xn−1)− kn(x1, . . . , xn−2) (n ≥ 2). (2)

Они возникают как числители и знаменатели цепных дробей вида

x1 − 1
x2 − . . . − 1

xn
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и связаны с многочленами Kn(x1, . . . , xn) соотношением

kn(x1, . . . , xn) = i−nKn(ix1, . . . , ixn) (i =
√−1). (3)

Теорема Пусть m ≥ 1, l ≥ 0 и n ≥ l + 1. Тогда

km+n(x1, . . . , xm+n)kl(xm+1, . . . , xm+l)− km+l(x1, . . . , xm+l)kn(xm+1, . . . , xm+n)+
+km−1(x1, . . . , xm−1)kn−l−1(xm+l+2, . . . , xm+n) = 0. (4)

Доказательство. Рассмотрим кососимметрическую матрицу A = (au,v)m+n+2
u,v=1 ,

элементами которой при 1 ≤ u < v ≤ m + n + 2 являются величины

au,v = kv−u−1(xu, . . . , xv−2).

Например, при m = n = 1,

A =




0 1 x1 x1x2 − 1
−1 0 1 x2

−x1 −1 0 1
1− x1x2 −x2 −1 0


 .

Из рекуррентных соотношений (2) вытекает, что каждый столбец мат-
рицы A является линейной комбинацией двух предыдущих (если такие су-
ществуют). Значит, у матрицы A любой минор порядка 3 или больше равен
нулю. Рассматривая один из главных миноров, находим

det




0 a1,m+1 a1,m+l+2 a1,m+n+2

−a1,m+1 0 am+1,m+l+2 am+1,m+n+2

−a1,m+l+2 −am+1,m+l+2 0 am+l+2,m+n+2

−a1,m+n+2 −am+1,m+n+2 −am+l+2,m+n+2 0


 =

= (a1,m+1am+l+2,m+n+2 + a1,m+n+2am+1,m+l+2 − a1,m+l+2am+1,m+n+2)2 = 0,

что равносильно равенству (4). Теорема доказана.
Тождество Эйлера (1) получается из формулы (4) путем применения

соотношения (3).
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