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Классический алгоритм Евклида, в котором при делении выбирается наи-
меньший неотрицательный остаток

a = bq + r, q = [a/b], 0 ≤ r < q,

соответствует разложению числа в стандартную цепную дробь:

a

b
= t0 +

1

t1 + . . . +
1
ts

длины s = s(a/b), в которой t0 — целое, t1, . . . , ts — натуральные и ts ≥ 2 при
s ≥ 1. Алгоритм Евклида с выбором минимального по модулю остатка

a = bq + r, q =
[
a

b
+

1
2

]
, −q

2
≤ r <

q

2
,

приводит к разложению в дробь

a

b
= t0 +

ε1

t1 +
ε2

t2 + . . . +
εl

tl

, (1)

длины l = l(a/b), где t0 — целое, t1, . . . , tl — натуральные,

εk = ±1, tk ≥ 2 (k = 1, . . . , l), tk + εk+1 ≥ 2 (k = 1, . . . , l − 1).

Существует простой алгоритм (см. [4, § 39]), который превращает обычную
цепную дробь в дробь вида (1). К первому неполному частному tj (j ≥ 1),
равному единице, нужно применить тождество

tj−1 +
1

1 +
1

tj+1 + . . .

= tj−1 + 1− 1
tj+1 + 1 + . . .

.

То есть первая единица в разложении вычеркивается, соседние неполные част-
ные увеличиваются на единицу, и между ними ставится знак “минус”. Затем
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находится следующая единица и процедура повторяется. Если в разложении
имеется цепочка из подряд идущих единиц, то преобразование применяется к
единицам, стоящим на нечетных местах в этой цепочке. Например,

[0; 2, 1, 3, 1, 1, 6] =
1

3− 1

5− 1
2 + 1/6

.

Для среднего числа шагов в алгоритме Евклида известны следующие ре-
зультаты (см. [1, 5]):

2
R(R + 1)

∑

b≤R

∑

a≤b

s(a/b) =
2 log 2
ζ(2)

· log R + C1 + O(R−1 log4 R), (2)

1
ϕ(b)

∑
1≤a≤b
(a,b)=1

s(a/b) =
2 log 2
ζ(2)

· log b + C2 + Oε(b−1/6+ε), (3)

с абсолютными константами

C1 =
2 log 2
ζ(2)

(
3 log 2

2
+ 2γ − ζ ′(2)

ζ(2)
− 3

2

)
− 3

2
,

C2 =C1 +
2 log 2
ζ(2)

(
1
2
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
,

где γ — постоянная Эйлера. В то же время для среднего числа шагов в алгоритме
Евклида с выбором минимального по модулю остатка известна лишь формула

2
R(R + 1)

∑

b≤R

∑

a≤b

l(a/b) =
2 log ϕ

ζ(2)
· log R + C3 + O(R−β),

где ϕ = (1 +
√

5)/2 — золотое сечение, C3 — абсолютная постоянная и β > 0.
(см. [3]). Оказывается, что равенства аналогичные (2) и (3) справедливы и для
величины l(a/b).

Для фиксированного x ∈ (0, 1] и рационального r = [t0; t1, . . . , ts] через sx(r)
будем обозначать статистики Гаусса-Кузьмина

sx(r) = #{j = 1, . . . , s : [0; tj , . . . , ts] ≤ x}.

В частности, s1(r) = s(r) — длина цепной дроби для числа r.

Лемма . Для любого рационального числа a/b

l(a/b) = sϕ−1(a/b).

Доказательство. Пусть a/b = [t0; t1, . . . , ts]. Обозначим через s′(a/b) количе-
ство остатков rj = [0; tj , . . . , ts] (1 ≤ j ≤ s), разложение которых начинается с
нечетного числа единиц. Соответственно s′′(a/b) будет обозначать количество
остатков, начинающихся с четного (возможно нулевого) числа единиц. Очевид-
но, выполняется равенство s(a/b) = s′(a/b) + s′′(a/b).
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Согласно приведенному выше алгоритму, при переводе обычной цепной дро-
би в дробь вида (1) каждый отрезок из k подряд идущих единиц заменяется на
[k/2] неполных частных. Поэтому исчезает в точности s′(a/b) неполных частных:

l(a/b) = s(a/b)− s′(a/b) = s′′(a/b).

Но цепная дробь для числа r ∈ (0, 1) начинается с четного числа единиц тогда
и только тогда, когда r ∈ (0, ϕ− 1). Следовательно, s′′(a/b) = sϕ−1(a/b).

Теорема 1. При любом R ≥ 2

2
R(R + 1)

∑

b≤R

∑

a≤b

l(a/b) =
2 log ϕ

ζ(2)
· log R + C3 + O(R−1 log4 R),

Доказательство. Формула (2) обобщается на случай статистик Гаусса-Кузьмина
(см. [1])

2
R(R + 1)

∑

b≤R

∑

a≤b

sx(a/b) =
2

ζ(2)
(log(1 + x) log R + C1(x)) + O(R−1 log4 R), (4)

где при x < 1

C1(x) = log(1 + x)
(

2γ − ζ ′(2)
ζ(2)

− log(1 + x)
2

+ log x− 3
2

)
+

+h1(x) + h2(x) +
ζ(2)
2

· x2

x + 1
,

а функции h1(x) и h2(x) задаются абсолютно сходящимися рядами

h1(x) =
∞∑

n=1

1
n

(
n∑

m=1

x

n + mx
− log(1 + x)

)
, h2(x) =

∞∑

n=1

1
n

( ∑
n
x
≤m< n

x
+n

1
m
− log(1 + x)

)
.

Подставляя в (4) равенство из леммы, получаем утверждение теоремы с кон-
стантой

C3 =
2

ζ(2)
C1(ϕ) =

2 log ϕ

ζ(2)

(
2γ − ζ ′(2)

ζ(2)
− 3

2
log ϕ− 3

2

)
+

2
ζ(2)

(h1(ϕ) + h2(ϕ)) +
1
ϕ3

.

Теорема 2. При любом b ≥ 2 выполняется равенство

1
ϕ(b)

∑
1≤a≤b
(a,b)=1

l(a/b) =
2 log ϕ

ζ(2)
· log b + C4 + Oε(b5/6 log7/6+ε b)

с константой

C4 = C3 +
2 log ϕ

ζ(2)

(
1
2
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
.
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Доказательство. Подставляя равенство из леммы в обобщение результата Пор-
тера (3) (см. [2]))

1
ϕ(b)

∑
1≤a≤b
(a,b)=1

sx(a/b) =
2

ζ(2)
(log(x + 1) log b + C2(x)) + Oε,x(b5/6 log7/6+ε b),

где

C2(x) = C1(x) + log(1 + x)
(

1
2
− ζ ′(2)

ζ(2)

)
,

получаем утверждение теоремы.

Замечание. Рассмотрим дисперсию величины l(a/b)

Dl(R) =
2

R(R + 1)

∑

d≤R

∑

c≤d

(l(c/d)− El(R))2 ,

где El(R) — математическое ожидание, стоящее в левой части равенства (2).
Одним из результатов работы [3] является асимптотическая формула

Dl(R) = D1 · log R + D0 + O(R−β), (5)

с абсолютными постоянными D1, D0 и некоторым β > 0. Для аналогично опре-
деляемой дисперсии Ds(R) величины s(a/b) известен более точный результат
(см. [1])

Ds(R) = D′
1 · log R + D′

0 + Oε(R−1/4+ε).

Его доказательство остается справедливым, если вместо длины цепной дроби
s(a/b) рассматривать статистики Гаусса-Кузьмина sx(a/b). Отсюда, с учетом
доказанной леммы, следует, что равенство (5) справедливо при любом β < 1/4.
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